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به نشده مشاهده خطر عوامل از ناشی تغییرات تبیین برای شکنندگی مدل های بقا، مطالعات در چکیده:

تابع در شکنندگی متغیر حاصلضرب صورت به بقا، تحلیل در شکنندگی مدل معمول طور به می روند. کار

مفید راست سانسور وجود با بقا داده های به برازش برای مدل این که می شود گرفته نظر در پایه خطر نرخ

ویژگی مطالعه به تعمیم یافته، متناسب معکوس خطر نرخ شکنندگی مدل معرفی ضمن مقاله این در است.

بین وابستگی ویژگی های از برخی می شود. پرداخته عمر طول متغیر و شکنندگی متغیر به مربوط توزیعی

بین تصادفی ترتیب های روابط تعدادی انتقال و بررسی مدل این بر اساس عمر طول و شکنندگی متغیرهای

از بعضی کاربرد می شود. مطالعه شده، یاد شکنندگی مدل تحت عمر طول متغیرهای به شکنندگی متغیرهای

داده های به برازش در شده پیشنهاد مدل از استفاده چگونگی ادامه در می شود. بررسی عددی نتایج در قضایا

می شود. استفاده ریه سرطان بیماران به مربوط داده های مدل بندی برای آن از و ارائه چپ سانسور

متناسب، معکوس خطر نرخ شکنندگی، مدل های تصادفی، ترتیب های درستنمایی، تابع کلیدی: واژه های
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مقدمه ١

متغیرهای از مناسب ترکیبی یافتن برای آن ها مدل بندی اصلی هدف دو همواره بقا داده های تحلیل در

تابع برای مناسب برآوردی یافتن و می دهند، قرار تأثیر تحت را مطالعه مورد اعضای بقای طول که توضیحی
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شده اند. معرفی داده ها به برازش برای بسیاری مدل های تاکنون هدف، این برای است. بوده مدنظر مخاطره،

مدل (کاکس)، متناسب١ خطر نرخ مدل می توان پارامتری نیمه و پارامتری مدل های بین از مثال عنوان به

را شکنندگی مدل های و جمعی خطر نرخ مدل متناسب٣، معکوس خطر نرخ مدل شتابیده٢، شکست زمان

.(٢٠١۴ همکاران، و سانکاران ٢٠٠٨؛ لی، و لی ١٩٩۵؛ همکاران، و (لیانگ برد نام

که نمودند معرفی بقا داده های تحلیل برای را شکنندگی واژه بار نخستین (١٩٧٩) همکاران و واپل

تبیین برای بقا مطالعات در گسترده، طور به مدل ها این است. بقا داده های برای تصادفی اثر مدل یک

فرد، یک عمر طول مطالعه در مثال برای می روند. کار به نشده، مشاهده خطر عوامل از ناشی تغییرات

بیان یادشده مطالعه در پنهان اثرات عنوان به می توانند دارو یک اثر یا ذاتی نقص یا ژنتیکی عامل یک

متغیر کنید فرض معروفند. شکنندگی مدل های به هستند، پنهان اثرات این دربرگیرنده که مدل هایی شوند.

مدل باشد. شکنندگی میزان بیانگر V نامنفی تصادفی متغیر و عمر طول نشان دهنده و T پیوسته تصادفی

صورت به است بقا تحلیل در شده معرفی شکنندگی مدل پرکاربردترین که متناسب خطر نرخ شکنندگی

r (t|v) = vr٠(t), t > ٠, v > ٠, (١)

بسیاری مطالعات تاکنون است. v از مستقل و پایه خطر نرخ تابع r٠(t) آن در که می شود، گرفته نظر در

ترتیبی ویژگی های برخی مطالعه به (٢٠٠۶) کرمانی و گوپتا مثال برای است. شده انجام (١) مدل پایه بر

و ژو همچنین پرداختند. عمر طول متغیرهای به آن ها انتقال و مدل این بر اساس شکنندگی متغیرهای بین

دیگر از کردند. بررسی را V و T متغیرهای بین وابستگی نوع ،(١) مدل گرفتن نظر در با (٢٠٠٨) لی

،(٢٠١٣) پنگ و گوپتا ،(٢٠١٢) لینگ و لی ،(٢٠٠٩) گوپتا و گوپتا به می توان زمینه این در موجود منابع

و مالحی ساکی کرد. اشاره (٢٠٠٠ ،١٩٩۵ ،١٩٩١ ،١٩٨۶) هوگارد و (٢٠١١ ،٢٠٠٨) گلیجا و سانکاران

و مترجم کردند. استفاده کولورکتال سرطان به مبتلایان بقای تحلیل برای (١) مدل از (١٣٩١) همکاران

اطلاعات برای همچنین کردند. استفاده فضایی بقای داده های تحلیل برای مدل این از نیز (١٣٩٣) همکاران

داده هایی با بقا داده های تحلیل در گاهی کرد. مراجعه (٢٠١١) وینک و (٢٠١١) هناگال به می توان بیشتر

واحدها از تعدادی است ممکن آزمایش شروع هنگام که معنی این به می شویم، مواجه چپ سانسور نوع از

یک از که است این نظر مورد قطعه یا فرد عمر طول درباره موجود اطلاع تنها بنابراین باشند. افتاده کار از

k از را خاصی درمان می خواهد پزشک یک کنید فرض مثال عنوان به است. کمتر t مانند مشخص زمان
1Proportional Hazard Rate
2Accelerated Failure Time
3Proportional Reversed Hazard Rate
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هنگام در باشد. بیماران عمر طول مطالعه هدف، و دهد انجام شهر یک سرطانی بیماران روی آینده ماه

طول که می داند تنها بنابراین کرده اند. فوت بیماران از تعدادی که می یابد گاهی آ پزشک درمان، شروع

را آن ها فوت دقیق زمان که حالی در است، بوده ماه k از کمتر بیماری تشخیص از بعد بیماران، این عمر

به می توان زمینه این در بیشتر مطالعه برای هستند. چپ سانسور مشاهدات نشان دهنده افراد این نمی داند.

فاصله ای، و راست نظیر سانسور، انواع سایر با سانسور این تفاوت نمود. مراجعه (٢٠٠٨) کاندو و میترا

است. شده داده نشان ١ شکل در

فاصله ای. و چپ راست، سانسورهای مقایسه :١ شکل

متناسب معکوس خطر نرخ مدل مناسب، مدل های از یکی چپ، سانسور با شدن مواجه مواقع در

بر مشروط می دهد، نشان را t زمان در قطعه خرابی یا فرد فوت آنی نرخ معکوس، خطر نرخ تابع است.

از شده سپری زمان تنها که هنگامی بقا، تحلیل در باشد. شده خراب یا کرده فوت t زمان از قبل که این

خرابی دقیق زمان پیش بینی برای پرکاربردی و مفید معیار معکوس خطر نرخ مفهوم باشد، مشخص خرابی

یا چپ سانسور داده های حضور در اعتماد قابلیت تابع برآورد در مفیدی ابزار تابع، این همچنین است.

که است معکوس خطر نرخ شکنندگی مدل مطالعه و بررسی هدف مقاله این در است. راست، از شده بریده

(١٩٩٨) همکاران و گوپتا می شود. استفاده آخر بخش در چپ از شده سانسور داده های از هدف، این برای
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صورت به را متناسب معکوس خطر نرخ مدل

r∗ (t; c) = cr∗٠ (t), t > ٠, (٢)

یادآوری است. مثبت ثابت مقدار یک c و پایه معکوس خطر نرخ تابع r∗٠ (t) آن در که کردند، معرفی

بیشتر مطالعه برای است. معروف نیز متناسب معکوس خطر نرخ مدل پارامتر به (٢) در c که می شود

همکاران و نیر و (٢٠٠١) ناندا و گوپتا ،(٢٠٠٠) کریشنزو به می توان آن ویژگی های و مدل این درباره

فارسی پور سنجری به می توان ایرانی، محققان توسط شده انجام مطالعات میان از کرد. مراجعه (٢٠٠۵)

بیزی و درستنمایی استنباط در متناسب معکوس خطر نرخ مدل های از که کرد اشاره (١٣٩٢) ریاحی و

معکوس خطر نرخ مدل گرفتن نظر در ضمن مقاله، این در کرده اند. استفاده -نیرو تنش اطمینان قابلیت

آن بر اساس شکنندگی و عمر طول متغیرهای توزیعی ویژگی های شکنندگی، مدل یک عنوان به متناسب

معرفی مدل تحت آن ها انتقال و شکنندگی متغیر دو بین ترتیبی روابط بررسی به سپس می شود. مطالعه

می شود. پرداخته عمر طول متغیرهای به شده

یادآوری است، نیاز آن به بعد بخش های در که وابستگی مفاهیم و تعاریف از برخی دوم بخش در

است. یافته اختصاص تعمیم یافته متناسب معکوس خطر نرخ شکنندگی مدل معرفی به سوم بخش می شود.

در شده معرفی مدل بر اساس عمر طول و شکنندگی متغیرهای توزیعی ویژگی های بررسی به چهارم بخش در

می شود. بررسی شده، یاد مدل تحت متغیر دو این بین وابستگی نوع همچنین می شود. پرداخته قبل، بخش

شده معرفی مدل تحت عمر طول متغیر دو به آن ها انتقال و شکنندگی متغیر دو بین ترتیبی روابط مطالعه

از بعضی از استفاده چگونگی و ارائه عددی مثال یک پنجم، بخش در می شود. انجام بخش این در نیز

داده های به برازش برای شده معرفی شکنندگی مدل کاربرد می گیرد. قرار بحث مورد شده مطرح قضایای

مطالعه ششم بخش در ریه سرطان بیماران به مربوط داده های برای مدل پارامترهای برآورد و چپ سانسور

می شود. ارائه شده، بیان مطالب از کوتاهی نتیجه گیری و جمع بندی انتها در می شود.

تصادفی ترتیب های و وابستگی مفاهیم یادآوری ٢

نیاز مورد بعدی بخش های در که تصادفی ترتیب های تعاریف و وابستگی مفاهیم از برخی بخش، این در

[٠,∞) × [٠,∞) روی شده تعریف نامنفی تابع یک g(., .) اگر می شود. یادآوری کوتاهی به است،

گویند ،((RR٢) ،٢ مرتبه از معکوس (منظم ،(TP٢) ،٢ مرتبه از مثبت کامل طور به را g آن گاه باشد.
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نابرابری ٠ ≤ x١ ≤ x٢ و ٠ ≤ y١ ≤ y٢ هر برای هرگاه

g (x١, y١) g (x٢, y٢) ≥ (≤) g (x١, y٢) g (x٢, y١) ,

باشد. برقرار

باشند. (X,Y ) متغیرهای توأم چگالی تابع f(., .) و توأم توزیع تابع F (., .) کنید فرض

(RR٢)TP٢ دارای f هرگاه هستند، (منفی) مثبت درستنمایی نسبت وابسته Y و X گویند .١

می شود. داده نشان (NLRD(X,Y )) PLRD(X,Y ) نماد با ویژگی این باشد.

این معادل شرایط می کند. مطرح را Y و X متغیرهای بین وابستگی نوع قوی ترین بالا تعریف

از عبارتند تعریف

هستند. (منفی) مثبت درستنمایی نسبت وابستگی دارای Y و X تصادفی متغیرهای الف)

است. x از (نزولی) صعودی تابعی
f (x, y٢)

f (x, y١)
،x ≥ ٠ و ٠ ≤ y١ ≤ y٢ هر برای ب)

است. x از (نزولی) صعودی تابعی
f (x|y٢)

f (x|y١)
،x ≥ ٠ و ٠ ≤ y١ ≤ y٢ هر برای ج)

.
∂٢ log f (x, y)

∂x∂y
≥ (≤) ٠ د)

P (Y ≤ y|X = x) هرگاه Xاست، به نسبت (منفی) مثبت رگرسیونی وابسته Y تصادفی متغیر .٢

نشان (NRD(Y |X))PRD(Y |X) نماد با ویژگی این باشد. x از (نانزولی) ناصعودی تابعی

می شود. داده

هرگاه است، (نزولی) صعودی X به نسبت چپ دم در Y تصادفی متغیر .٣

P (Y ≤ y|X ≤ x) =
F (x, y)

F (x)

نشان (LTD (Y |X))LTI(Y |X) نماد با ویژگی این باشد. x از (ناصعودی) نانزولی تابعی

می شود. داده
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و y ،x′ ،x هر برای هرگاه هستند (نزولی) صعودی چپ گوشه در Y و X تصادفی متغیرهای .۴

این باشد. y′ و x′ از (نزولی) صعودی تابعی P (X ≤ x, Y ≤ y|X ≤ x′, Y ≤ y′) ،y′

می شود. داده نشان (LCSD (X,Y ))LCSI(X,Y ) نماد با ویژگی

است. برقرار بالا مفاهیم بین زیر روابط

.LTD(Y |X) و LTD(X|Y ) آن گاه ،LCSD(X,Y ) اگر الف)

.LTI(Y |X) و LTI(X|Y ) آن گاه ،LCSI(X,Y ) اگر ب)

باشد. TP٢ ،F (x, y) اگر تنها و اگر LCSD(X,Y ) ج)

باشد. RR٢ ،F (x, y) اگر تنها و اگر LCSI(X,Y ) د)

نمود. مراجعه (٢٠٠۶) نلسن به می توان آن ها کاربردهای و وابستگی مفاهیم زمینه در بیشتر مطالعه برای

توابع ،g(.) و f(.) چگالی توابع با ترتیب به نامنفی و پیوسته تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض

باشند. r∗G(.) و r∗F (.) معکوس خطر نرخ توابع و rG(.) و rF (.) خطر نرخ توابع ،G(.) و F (.) توزیع

ترتیب: در X تصادفی متغیر گویند صورت این در

x از صعودی تابعی
g(x)

f(x)
نسبت ،x ≥ ٠ هر برای هرگاه است، کمتر Y از درستنمایی نسبت .١

می دهند؛ نشان X ≤lr Y نماد با را ویژگی این باشد.

را ویژگی این .rF (x) ≥ rG(x) ،x ≥ ٠ هر برای هرگاه است، کمتر Y از خطر نرخ تصادفی .٢

می دهند؛ نشان X ≤hr Y نماد با

این .r∗F (x) ≤ r∗G(x) ،x ≥ ٠ هر برای هرگاه است، کمتر Y از معکوس خطر نرخ تصادفی .٣

می دهند؛ نشان X ≤rh Y نماد با را ویژگی

را ویژگی این باشد. F (x) ≥ G(x) ،x ≥ ٠ هر برای هرگاه است، کمتر Y از معمولی تصادفی .۴

می دهند. نشان X ≤st Y نماد با

بین X ≤st Y ⇐= X ≤rh Y ⇐= X ≤lr Y =⇒ X ≤hr Y =⇒ X ≤st Y روابط

می توان آن ها کاربردهای و تصادفی ترتیب های باره در بیشتر مطالعه برای است. برقرار شده یاد ترتیب های

کرد. مراجعه (٢٠٠٧) شانتی کومار و شایکد به
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آن توزیعی ویژگی و مدل معرفی ٣

مدل این که می شود، پرداخته تعمیم یافته متناسب معکوس خطر نرخ شکنندگی مدل معرفی به بخش این در

پیوسته و نامنفی تصادفی متغیر کنید فرض شود. استفاده چپ سانسور با داده هایی به برازش برای می تواند

مدل (٢) رابطه توجه با صورت این در باشد. شکنندگی بیانگر V نامنفی تصادفی متغیر و عمر طول ،T

صورت به تعمیم یافته متناسب معکوس خطر نرخ شکنندگی

r∗ (t|v) = α(v)r∗٠ (t), t > ٠, (٣)

از نامنفی تابعی α(.) و v از مستقل و پایه معکوس خطر نرخ تابع r∗٠ (t) آن در که می شود، گرفته نظر در

صورت به V شرط به T متغیر شرطی توزیع تابع (٣) از استفاده با است. شکنندگی متغیر

F (t|v) = [F٠ (t)]
α(v) = exp

(
− α(v)

∫ ∞

t
r∗٠ (x) dx

)
, t > ٠, (۴)

نرخ تابع که این به توجه با (۴) در دوم برابری است. پایه توزیع تابع F٠(t) آن در که می آید. دست به

مشخص یکتا طور به ،F (t) = exp
(
−
∫∞
t r∗ (x) dx

)
رابطه از را متغیر توزیع تابع معکوس، خطر

با: است برابر (۴) با متناظر شرطی احتمال چگالی تابع صورت این در است. برقرار می کند،

f (t|v) = α(v)r∗٠ (t) exp
(
− α(v)

∫ ∞

t
r∗٠
(
x
)
dx
)
. (۵)

صورت به V پنهان متغیر تأثیر از پس T متغیر (جامعه) غیر شرطی توزیع تابع (۴) از استفاده با

F (t) =

∫ ∞

٠
F (t|u)h (u) du = E

(
[F٠(t)]

α(V ) ), t > ٠, (۶)

غیر شرطی چگالی تابع (۶) به توجه با است. V تصادفی متغیر چگالی تابع h(.) آن در که می آید، دست به

از: عبارتست r∗٠ (t) حسب بر T

f (t) =

∫ ∞

٠
f (t|u)h (u) du
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= r∗٠ (t)

∫ ∞

٠
α(u) exp

(
− α(u)

∫ ∞

t
r∗٠
(
x
)
dx
)
h (u) du. (٧)

صورت به متناظر معکوس خطر نرخ تابع نهایت در

r∗ (t) =

∫ ∞

٠
α(u)r∗٠ (t)

[F٠ (t)]
α(u) h (u)∫∞

٠ [F٠ (t)]
α(u) h (u) du

du

= r∗٠ (t)E [α(V )|T ≤ t] , (٨)

که است این (٨) در برابری آخرین برقراری دلیل می شود. داده

h (v|T ≤ t) =
[F٠ (t)]

α(v) h (v)∫∞
٠ [F٠ (t)]

α(u) h (u) du

=
exp

(
−α(v)

∫∞
t r∗٠ (x) dx

)
h(v)∫∞

٠ exp
(
−α(u)

∫∞
t r∗٠ (x) dx

)
h(u)du

. (٩)

از عبارتست V |T ≤ t شرطی توزیع تابع (٩) به بنا

H (v|T ≤ t) =

∫ v
٠ exp

(
−α(u)

∫∞
t r∗٠ (x)dx

)
h(u)du∫∞

٠ exp
(
−α(u)

∫∞
t r∗٠ (x)dx

)
h(u)du

. (١٠)

شد. خواهد استفاده بعدی بخش های در آمده دست به روابط از

مدل در ترتیبی و وابستگی روابط ۴

شکنندگی مدل بر اساس شکنندگی و عمر طول متغیرهای بین وابستگی روابط بررسی به ابتدا بخش این در

روابط انتقال شرایط ادامه در می شود. پرداخته (٣) در شده معرفی تعمیم یافته، متناسب معکوس خطر نرخ

می شود. بررسی عمر، طول متغیرهای به شکنندگی متغیرهای از (٣) شکنندگی مدل تحت ترتیبی

α(.) اگر باشد. برقرار ،(٣) تعمیم یافته متناسب معکوس خطر نرخ شکنندگی مدل کنید فرض :١ قضیه

آن گاه باشد، v از (نزولی) صعودی تابعی
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PLRD(T, V ) (منفی) مثبت درستنمایی نسبت وابستگی ،V و T تصادفی متغیرهای الف)

دارند. (NLRD(T, V ))

(NRD(T |V ))PRD(T |V ) ،V به نسبت (منفی) مثبت رگرسیونی وابسته T تصادفی متغیر ب)

است.

(LCSI(T, V ))LCSD(T, V ) (صعودی)، نزولی چپ گوشه در V و T تصادفی متغیرهای ج)

هستند.

چگالی تابع دهیم نشان است کافی وابستگی، نوع این تعریف به بنا الف) قسمت برهان برای برهان:

برابری (۵) به بنا باشد، ٠ < v١ < v٢ کنید فرض است. (RR٢)TP٢ ویژگی دارای ،(T, V ) توأم

f (t|v٢)

f (t|v١)
=
α(v٢)

α(v١)
exp

{
− (α(v٢)− α(v١))

∫ ∞

t
r∗٠ (x)dx

}
,

عبارت صورت، این در باشد v از (نزولی) صعودی تابعی α(v) اگر می شود ملاحظه که می آید دست به

(۴) رابطه به توجه با ب) قسمت برهان است. ،(RR٢)TP٢ پس است t از (نزولی) صعودی تابعی بالا

تابعی ،F (t, v) ،(T, V ) توأم توزیع تابع داد نشان می توان ج) قسمت درستی برهان برای است. بدیهی

برابری (۴) از است. (RR٢)TP٢

F (t, v) =

∫ v

٠
P (T ≤ t|V = u)h(u)du

=

∫ ∞

٠
exp

(
−α(u)

∫ ∞

t
r∗٠ (x)dx

)
h(u)I(٠,v)(u)du, (١١)

تابعی α(v) اگر نیز و است TP٢ تابعی h(u)I(٠,v)(u) که آنجا از است. نشانگر تابع IA(.) آن در که

١. ١ لم به بنا است، (RR٢)TP٢ تابعی exp
(
−α(v)

∫∞
t r∗٠ (x)dx

)
باشد، v از (نزولی) صعودی

می شود. کامل برهان (١٩۶٨) کارلین

تابعی F (t|V ≤ v) آن گاه باشد، (نزولی) صعودی تابعی α(.) اگر که می شود نتیجه ١ قضیه از :١ نتیجه

نزولی تابعی H (v|T ≤ t) نیز و است ،(LTI(T |V ))LTD(T |V ) یعنی ،v از (صعودی) نزولی

است. ،(LTI(V |T ))LTD(V |T ) یعنی ،t از (صعودی)

آن گاه باشد، v از (نزولی) صعودی تابعی α(.) اگر ،(٣) شکنندگی مدل تحت :٢ قضیه
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است؛ برقرار (V |T ≤ t١) ≤lr (≥lr) (V |T ≤ t٢) رابطه همواره ،٠ < t١ < t٢ هر برای الف)

است. برقرار T |(V = v١) ≤rh (≥rh)T |(V = v٢) رابطه همواره ،٠ < v١ < v٢ هر برای ب)

آن گاه باشد، v از (نزولی) صعودی تابعی α(v) اگر که شود داده نشان باید الف) قسمت در برهان:

قرار دادن با است. v از (نزولی) صعودی تابعی
h (v|T ≤ t٢)

h (v|T ≤ t١)

c(t) =

∫ ∞

٠
exp

(
− α(u)

∫ ∞

t
r∗٠ (x)dx

)
h(u)du,

می شود نتیجه (٩) به بنا

h (v|T ≤ t٢)

h (v|T ≤ t١)
=
c(t١)

c(t٢)
exp

(
α(v)

∫ t٢

t١

r∗٠ (x)dx
)
.

بنابراین است، v از (نزولی) صعودی تابعی بالا عبارت باشد، (نزولی) صعودی تابعی α(.) که صورتی در

است. بدیهی (٣) به بنا ب) قسمت برهان می شود. کامل برهان

بین آن گاه باشد، برقرار شکنندگی متغیر دو بین درستنمایی نسبت ترتیب اگر که می کند بیان بعد قضیه

است. برقرار نیز افتاده اند، کار از t زمان از قبل که متناظر جامعه دو

آن گاه ،V١ ≤lr V٢ اگر صورت این در باشد. برقرار ،(٣) شکنندگی مدل کنید فرض :٣ قضیه

.(V١|T ≤ t) ≤lr (V٢|T ≤ t)

متغیرهای شرطی چگالی توابع ترتیب به h٢ (v|T ≤ t) و h١ (v|T ≤ t) تابع های کنید فرض برهان:

متغیرهای حاشیه ای چگالی توابع ترتیب به نیز h٢(v) و h١(v) همچنین باشند، V٢|T ≤ t و V١|T ≤ t

برابری صورت این در باشند. V٢ و V١

h٢ (v|T ≤ t)

h١ (v|T ≤ t)
=
h٢(v)

h١(v)

∫∞
٠ exp

(
−α(u)

∫∞
t r∗٠ (x)dx

)
h١(u)du∫∞

٠ exp
(
−α(u)

∫∞
t r∗٠ (x)dx

)
h٢(u)du

.

پس است. v از صعودی تابعی ،
h٢(v)

h١(v)
می دهد نتیجه ،V١ ≤lr V٢ فرض به بنا چون است. برقرار

می آید. دست به دلخواه نتیجه و است v از صعودی تابعی
h٢ (v|T ≤ t)

h١ (v|T ≤ t)
نسبت
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دو به شکنندگی متغیر دو بین درستنمایی نسبت تصادفی ترتیب که می شود داده نشان بعد قضیه در

می شود. منتقل متناظر عمر طول متغیر

باشد، V١ ≤lr V٢ و v از (نزولی) صعودی تابعی α(.) اگر ،(٣) شکنندگی مدل مفروضات با :۴ قضیه

.T١ ≤lr (≥lr)T٢ آن گاه

آن گاه باشد، v از (نزولی) صعودی تابعی α(v) اگر که است بدیهی ،١ قضیه اول قسمت به بنا برهان:

(٢٠١٠) شایکد و خالدی در ۵ .٣ نتیجه از استفاده با بنابراین بود. خواهد (RR٢)TP٢ تابعی f(t|v)

می شود. کامل برهان

مدل این تحت معکوس خطر نرخ تصادفی ترتیب ،۴ قضیه مشابه که می شود داده نشان بعد قضیه در

.(i = ١, ٢) می شود منتقل Ti تصادفی متغیرهای به Vi تصادفی متغیرهای از شکنندگی،

باشد؛ برقرار تعمیم یافته متناسب معکوس خطر نرخ شکنندگی مدل کنید فرض :۵ قضیه

.T١ ≤rh T٢ می دهد نتیجه V١ ≤rh V٢ آن گاه باشد، صعودی v به نسبت α(.) اگر الف)

.T١ ≥rh T٢ می دهد نتیجه V١ ≤hr V٢ آن گاه باشد، نزولی v به نسبت α(.) اگر ب)

هر برای ٢ قضیه دوم قسمت از باشد، v از صعودی تابعی α(v) کنید فرض الف) قسمت در برهان:

و شایکد از ۵٢.B. ١ قضیه به بنا .T |(V = v١) ≤rh T |(V = v٢) می شود نتیجه ،٠ < v١ < v٢

به نسبت α(v) کنید فرض ب) قسمت برهان برای می آید. دست به نظر مورد نتیجه (٢٠٠٧) شانتی کومار

برای (٢٠١٠) شایکد و خالدی از ٢. ٢ قضیه و ٢ قضیه دوم قسمت به بنا صورت این در باشد، نزولی v

می آید. دست به دلخواه نتیجه n = ١

از نیز معمولی تصادفی ترتیب ،(٣) شکنندگی مدل تحت که داد نشان می توان ۵ و ۴ قضایای مشابه

می شود. منتقل متناظر عمر طول متغیر دو به شکنندگی متغیر دو

α(.) اگر باشد. برقرار ،(٣) تعمیم یافته، متناسب معکوس خطر نرخ شکنندگی مدل کنید فرض :۶ قضیه

.T١ ≤st (≥st)T٢ آن گاه ،V١ ≤st V٢ و باشد v از (نزولی) صعودی تابعی

F١(t)− باشد، (نزولی) صعودی تابعی α(.) که صورتی در می شود داده نشان ،t > ٠ هر برای برهان:

برابر شده یاد تفاضل .F٢(t) ≥ (≤)٠

F١(t)− F٢(t) =

∫ ∞

٠
F (t|u) [h١(u)− h٢(u)] du
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=

∫ ∞

٠

(
− ∂F (t|u)

∂u

)
[H١(u)−H٢(u)] du, (١٢)

F (t|v) آن گاه باشد v از (نزولی) صعودی تابعی α(v) اگر ب) قسمت ١ قضیه به بنا که شود توجه است.

نتیجه V١ ≤st V٢ از دیگر طرف از .∂F (t|v)
∂v ≤ (≥)٠ بنابراین و است (صعودی) نزولی v به نسبت

می آید. دست به T١ ≤st (≥st)T٢ نتیجه (١٢) به بنا پس .H١(v) > H٢(v) می شود

قضایا عددی بررسی و مثال ۵

h١(v) = λ١ exp (−λ١v) احتمال چگالی توابع با ترتیب به شکنندگی متغیرهای V٢ و V١ کنید فرض

می شود. نتیجه V١ ≤st V٢ سادگی به آن گاه λ١ ≥ λ٢ اگر باشند. h٢(v) = λ٢ exp (−λ٢v) و

صورت به را پایه توزیع تابع همچنین

F٠(t) = ١ − exp (−λ٠t) , t > ٠,

صورت به شرطی توزیع تابع (۴) رابطه از بگیرید. نظر در

F (t|v) = [١ − exp (−λ٠t)]
α(v) , t > ٠,

v به نسبت F (t|v) آن گاه باشد v از (نزولی) صعودی تابعی α(v) اگر که است بدیهی می آید. دست به

برابری (۶) از بنابراین است. (صعودی) نزولی تابعی

F١(t)− F٢(t) = −α′(v) log (١ − exp (−λ٠t))∫ ∞

٠
(١ − exp (−λ٠t))

α(u) [exp (−λ٢u)− exp (−λ١u)] du.

است، v از (نزولی) صعودی تابعی α(v) که این و λ١ ≥ λ٢ چون فرض، به توجه با می آید. دست به

می آید. دست به نتیجه همین نیز ۶ قضیه از که ،T١ ≤st (≥st)T٢ پس است. (منفی) مثبت بالا عبارت

توزیع تابع گشتاوری برآورد می توان ،(۶) رابطه به توجه با عددی، صورت به مسئله بررسی برای
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صورت به V شکنندگی متغیر تأثیر از پس را T متغیر غیر شرطی

F̂ (t) =
١
m

m∑
i=١

(F٠(t))
α(vi) , (١٣)

است. h(.) توزیع از Vi شده مشاهده مقدار ،vi آن در که گرفت، نظر در

طور به هم V٢ متغیر نیز و bمقیاس و a١ شکل پارامترهای با I نوع پارتو توزیع دارای V١ اگر طرفی از

h١(v) =
a١b

a١

va١+١ , v ≥ b یعنی باشند، bمقیاس و a٢ شکل پارامترهای با I نوع پارتو توزیع دارای مشابه

برای .V١ ≤lr V٢ که می شود نتیجه سادگی به آن گاه باشد، a١ ≥ a٢ اگر .h٢(v) =
a٢b

a٢

va١+٢ , v ≥ b و

و ٢ یکسان مقیاس پارامترهای با پارتو توزیع از تایی ١٠٠٠ تصادفی نمونه دو مقاله نظری نتایج بررسی

توزیع، دو پارامترهای برای شده گرفته نظر در مقادیر با روشنی به که کرده تولید ٢ و ۴ شکل پارامترهای

برآوردگرهای (١٣) رابطه از استفاده با هستند. برقرار V١ ≤rh V٢ و V١ ≤hr V٢ ،V١ ≤st V٢ روابط

همچنین شده اند. محاسبه α(v) = ١
v ب) و α(v) = v الف) حالت دو در T٢ و T١ متغیر دو متناظر

به توجه با که می شود مشاهده الف، ،٢ شکل در است. شده گرفته نظر در ٢ میانگین با نمایی پایه توزیع

.F١(t) ≥ F٢(t) یعنی است، شده نتیجه T١ ≤st T٢ است، صعودی تابعی α(v) = v چون ،۶ قضیه

صورت به نتیجه است، v از نزولی تابعی α(v) = ١
v چون که می شود ملاحظه ب، ،٢ شکل در همچنین

.F١(t) ≤ F٢(t) یعنی است، آمده دست به T١ ≥st T٢

(ب) (الف)

.α(v) = ١
v ب: ،α(v) = v الف: غیر شرطی توزیع تابع مقایسه :٢ شکل

توابع برآوردگرهای نسبت قبل، مرحله در شده تولید مقادیر همان از استفاده با ،۵ قضیه بررسی برای
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در است. شده محاسبه α(v) = ١
v ب) و α(v) = v الف) حالت دو در T٢ و T١ متغیرهای برای توزیع

نتیجه که است t > ٠ از صعودی تابعی F٢(t)
F١(t)

نسبت α(v) = v برای که می شود مشاهده الف، ،٣ شکل

تابعی F٢(t)
F١(t)

نسبت α(v) = ١
v برای که می شود مشاهده ب، قسمت در همچنین .T١ ≤rh T٢ می شود

.T١ ≥rh T٢ یعنی است، t > ٠ از نزولی

(ب) (الف)

.α(v) = ١
v ب: ،α(v) = v الف: غیر شرطی توزیع توابع نسبت :٣ شکل

مدل پارامترهای برآورد در شکنندگی مدل کاربرد ۶

(متغیرهای توضیحی متغیرهای حضور در چپ سانسور داده های به (٣) شکنندگی مدل برازش بخش این در

پیوسته متغیرهای ،i = ١, . . . , n ،T ∗
i کنید فرض هدف، این برای می شود. بررسی مشاهده) قابل

فرض همچنین و باشند f چگالی تابع و F توزیع تابع با هم توزیع و مستقل iام، فرد بقای زمان نشان دهنده

مشاهده قابل تصادفی متغیرهای صورت، این در باشد. iام فرد سانسور زمان i = ١, . . . , n ،Ci کنید

حادثه وقوع نشانگر تابع I(.) آن در که ،δi = I (T ∗
i ≥ Ci) و Ti = max {T ∗

i , Ci} از عبارتند

است. شده یاد تصادفی نمونه به معکوس خطر نرخ پارامتری شکنندگی مدل برازش هدف است. نظر مورد

شود، گرفته نظر در زیر صورت به ،(٣) شکنندگی مدل کنید فرض اکنون

r∗ (t|x, v) = α(v)g(x, β)r∗٠ (t; θ), (١۴)
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رگرسیونی، پارامترهای بردار β
p×١

و توضیحی متغیرهای بردار Xp×١ شده مشاهده مقدار x آن در که

α(v) = v فرض با است. شده فرض پایه توزیع پارامترهای بردار θ نیز و β و X از نامنفی تابعی g(.)

صورت به (١۴) مدل g
(
x, β

)
= exp (β′x) و

r∗ (t|x, v) = v exp
(
β′x
)
r∗٠ (t; θ) , (١۵)

بردار نیز و شکنندگی) توزیع (پارامترهای h(.) توزیع پارامترهای و θ پارامترهای برآورد هدف بود. خواهد

از است عبارت مشاهدات بر اساس شرطی درستنمایی تابع (١۵) به بنا است. β رگرسیونی ضرایب

L (β, θ|x, v) =
n∏

i=١

f (ti|xi, vi)
δi F (ti|xi, vi)

١−δi

=
n∏

i=١

(r∗ (ti|xi, vi))
δi F (ti|xi, vi)

=

n∏
i=١

(
vi exp

(
β′xi

)
r∗٠ (ti; θ)

)δi exp (−vi exp (β′xi

)
R∗

٠ (ti; θ)
)
,

(١۶)

فرض با نیز و (١۵) از آخر برابری که

R∗
٠ (ti; θ) =

∫ ∞

ti

r∗٠ (u; θ) du = − logF٠ (ti; θ) ,

با گاما توزیع دارای V شکنندگی متغیر کنید فرض گاما شکنندگی مدل برازش برای است. شده نتیجه

یعنی باشد، σ واریانس و یک میانگین

h(v) =
v

١
σ
−١

σ
١
σΓ
( ١
σ

) exp(− v
σ

)
, v > ٠, σ > ٠. (١٧)
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صورت به (١٧) و (١۶) و مشاهدات بر اساس غیر شرطی درستنمایی تابع بنابراین

L
(
β, θ, σ|x

)
=

n∏
i=١

( r∗٠
(
ti; θ

)
exp (β′xi)

١ − σ exp (β′xi) logF٠ (ti; θ)

)δi
×

(
١ − σ exp

(
β′xi

)
logF٠ (ti; θ)

)− ١
σ (١٨)

خطر نرخ تابع ،(١۴) مدل در g(x, β) = exp(β′x) و α(v) = ١
v فرض با اکنون بود. خواهد

صورت به شرطی معکوس

r∗ (t|x, v) = ١
v
exp

(
β′x
)
r∗٠ (t; θ) , (١٩)

از است عبارت مشاهدات بر اساس شرطی درستنمایی تابع (١٩) از استفاده با بنابراین بود. خواهد

L (β, θ|x, v) =
n∏

i=١

( ١
vi

exp
(
β′xi

)
r∗٠ (ti; θ)

)δi exp (− ١
vi

exp
(
β′xi

)
R∗

٠ (ti; θ)
)
. (٢٠)

σ
٢−١σ واریانس و یک میانگین با معکوس گامای توزیع دارای V شکنندگی متغیر کنید فرض حالت این در

یعنی باشد،

h(v) =

( ١
σ − ١

) ١
σ v−

١
σ
−١

Γ
( ١
σ

) exp
(
− ١ − σ

σv

)
, v > ٠, ٠ < σ <

١
٢
. (٢١)

از است عبارت مشاهدات بر اساس غیر شرطی درستنمایی تابع (٢١) و (٢٠) به بنا پس

L (β, θ, σ|x) =

n∏
i=١

( r∗٠ (ti; θ) exp (β
′xi)

١ − σ − σ exp (β′xi) logF٠
(
ti; θ

))δi
×

(
١ − σ

١ − σ
exp

(
β′xi

)
logF٠ (ti; θ)

)− ١
σ .

می شود. بررسی (٢٠١١ پرنتیس، و (کلیفلش ریه سرطان داده های به (١٩) و (١۵) مدل های برازش اکنون

درمان تحت تصادفی طور به پیشرفته ریه سرطان به مبتلا مرد ١٣٧ ریه، سرطان بیماران به مربوط آزمایش در

است. شده گرفته نظر در بیمار فوت زمان آزمایش، پایان نقطه می گیرند. قرار درمانی شیمی یا و معمولی
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صفحه (٢٠١١) پرنتیس و کلیفلش در کامل طور به توضیحی متغیرهای نیز و داده ها به مربوط اطلاعات

توزیع های داده ها، این به پارامتری رگرسیون برازش برای نویسندگان شده، یاد کتاب در است. آمده ٧١

به (١٩) و (١۵) مدل های برازش برای اینجا در بنابراین گرفتند. نظر در خود مطالعه در را نمایی و وایبل

برآورد برای آن از ،(٢٢) و (١٨) درستنمایی توابع در پایه توزیع برای زیر حالت دو گرفتن نظر در با داده ها

می شود. استفاده مدل پارامترهای

صورت به آن معکوس خطر نرخ تابع یعنی باشد، نمایی پایه توزیع الف-

r∗٠ (t;λ) =
λ

١ − exp (−λt)
exp (−λt) , t > ٠,

است. شده داده قرار θ = λ آن در که باشد،

یعنی باشد، وایبل پایه توزیع ب-

r∗٠ (t; θ) =
λγtγ−١

١ − exp (−λtγ)
exp (−λtγ) , t > ٠,

است. شده فرض θ = (λ, γ) آن در که

به بوده اند، ماه ١۵ از کمتر عمر طول دارای آزمایش شروع از که بیمارانی است شده فرض مطالعه این در

نظر در توضیحی متغیر عنوان به بیمار درمان نوع تنها همچنین باشند. چپ از شده سانسور داده های عنوان

در که باشد، موثر افراد بیماری در نیست مشاهده قابل که ژنتیکی عامل یک کنید فرض است. شده گرفته

پارامترها، برآورد و مدل ها برازش از آمده دست به نتایج می شود. یاد شکنندگی متغیر عنوان به آن از اینجا

که همان طور است. شده ارائه ١ جدول در (AIC) کائیک آ معیار و (S.E.) برآوردگرها معیار انحراف

برای وایبل پایه توزیع با گاما معکوس خطر نرخ شکنندگی مدل کائیک، آ ملاک اساس بر می شود ملاحظه

آزمون یعنی پاسخ متغیر بر توضیحی متغیر تأثیر بررسی برای همچنین است. مناسب تر داده ها این به برازش

با کای دو توزیع مقدار با و محاسبه درستنمایی نسبت آزمون آماره H١ : β ̸= ٠ مقابل در H٠ : β = ٠

درستنمایی تابع لگاریتم برابر دو منفی مقدار دو تفاوت است کافی واقع در می شود. مقایسه آزادی درجه یک

شده حذف توضیحی متغیر که حالتی نیز و دارد حضور مدل در توضیحی متغیر که حالتی در (−٢ logL)

در بالا، مطالعه در بنابراین شود. مقایسه آزادی درجه یک با کای دو توزیع مقدار با و شده محاسبه است،

بیماران عمر طول بر معنی داری تأثیر درمان نوع است، شده گرفته نظر در پایه توزیع برای که حالتی دو هر

دارد.
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گاما معکوس خطر نرخ شکنندگی مدل برازش نتایج :١ جدول

کائیک آ معیار معیار انحراف برآورد پارامترها پایه توزیع α(v)
١۴٠٣/١۴۵ ٠/٠٠٠٧ ٠/٠٠٧١ λ

٠/١۵١٣ ٠/٢٩٣٧ σ نمایی
٠/٠١٠٩ −٠/٠١۴٧ β

١۴١/١۴٠٣ ٠٠٧٢/٠ ٠١۵۴/٠ λ v
٠/٠٨١١ ٠/٨۶۶۴ γ وایبل
٠/١۶٢۴ ٠/١٧٣٢ σ
٠/٠١٠۶ −٠/٠١٠٧ β

١۴٠٨/٠١۴ ٠/٠٠٠٩ ٠/٠٠٧۵ λ
٠/١٣۵٠ ٠/١٢٠۶ σ نمایی
٠/٠٠٩٨ −٠/٠٢٧۶ β

١۴٠٠/۴٩۶ ٠/۴١۶٢ ٠/۴٠٧٨ λ ١
v

٠/١٣٧۴ ٠/۴٢٨٠ γ وایبل
٠/٠٩٧٢ ٠/٩١٨٣ σ
٠/٠١٣۴ −٠/٠٠٩٩ β

نتیجه گیری و بحث

جمعی شکنندگی مدل متناسب، خطر نرخ شکنندگی مدل قبیل از متعددی شکنندگی مدل های بقا تحلیل در

مطالعات در گاهی اما شده اند. مطرح بقا داده های تحلیل و تجزیه برای متناسب بخت شکنندگی مدل و

مدل از استفاده معکوس خطر نرخ برآورد برای صورت این در که هستند، چپ از شده سانسور داده ها، بقا

معکوس خطر نرخ مدل مقاله این در اساس، این بر شود. واقع مفید می تواند متناسب معکوس خطر نرخ

طول متغیرهای توزیعی ویژگی های و شد گرفته نظر در شکنندگی مدل یک عنوان به تعمیم یافته متناسب

قوی ترین شکنندگی، مدل این بر اساس که شد داده نشان شد. بررسی مدل این پایه بر شکنندگی و عمر

گروه دو بین ترتیبی روابط برخی بعلاوه است. برقرار شکنندگی و عمر طول متغیرهای بین وابستگی نوع

تحت آن ها از برخی که شد داده نشان و مطالعه شده، معرفی شکنندگی مدل تحت شکنندگی متغیرهای از

صورت به همچنین می شوند. منتقل متناظر عمر طول متغیرهای به شکنندگی متغیرهای از شده یاد مدل

چپ سانسور داده های به برازش برای شده معرفی مدل از انتها در و شد بررسی قضایا برخی درستی عددی

شد. استفاده مدل پارامترهای برآورد و
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از بعضی اندازه گیری در ناتوانی از ناشی ناهمگنی کردن لحاظ برای شکنندگی مدل های از استفاده

موجود سانسور نوع به بی توجهی اما باشد. مفید می تواند قطعه یا فرد عمر طول بر موثر توضیحی متغیرهای

نتیجه در و نظر مورد پارامترهای برآورد در اشتباهی نتایج است ممکن شده، جمع آوری داده های بین در

با است لازم بنابراین باشد. داشته پی در پاسخ متغیر و توضیحی متغیرهای بین روابط درباره تصمیم گیری

خطر نرخ یا متناسب خطر نرخ مدل های مثال عنوان به شود. انتخاب مناسب مدل داده ها ماهیت به توجه

خطر نرخ و متناسب معکوس خطر نرخ مدل های نیز و راست سانسور با داده هایی به برازش برای جمعی

گیرند. قرار استفاده مورد می توانند چپ سانسور با داده هایی به برازش برای جمعی معکوس

تشکر و تقدیر

برای پیشنهادات ارائه و مقاله مطالعه در وقت صرف و نظر دقت خاطر به محترم داوران از نویسندگان

می کنند. تشکر و تقدیر آن، بهبود
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