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متغیرهای از دنباله هایی گرفتن نظر در با دومتغیره رایلی-هندسی سه پارامتری توزیع مقاله این در چکیده:

از برخی می شود. آورده دست به است، هندسی تصادفی متغير يک خود آن ها تعداد که رایلی، تصادفی

بررسی تحت مدل پارامترهای برآوردهای چه گر می گیرند. قرار بحث مورد دومتغیره  توزیع مهم ويژگی های

برآوردها به دست یابی برای مناسب الگوریتم يک اما نمی آیند، دست به معمولی و ساده معادله های حل با

را واقعی داده های تحلیل زمینه  در الگوریتم دقت و صحت می توان شبیه سازی مطالعه ای در می گردد. ارایه

خواهد قرار ارزیابی مورد واقعی داده های تحلیل زمينه  در جدید مدل توانایی همچنین داد. قرار تأیید مورد

گرفت.

هندسی. توزیع رایلی، توزیع برآوردیابی، کلیدی: واژه های

مقدمه ١

افزایش منظور به توزیع ها، خانواده برخی به پارامتری نمودن اضافه برای روشی (١٩٩٧) الکین و مارشال

خود روش جزییات وایبل و نمایی خانواده  های بررسی با پژوهشگران این نمودند. ارايه آن ها، انعطاف پذیری

برخی از جدیدی تعمیم های الکین و مارشال خانواده  از استفاده با نیز دیگری پژوهشگران کردند. تشریح را

و ریستیک و (٢٠١۴) همکاران و لوزادا پژوهش های به می توان مثال برای نمودند. ارایه موجود مدل های

توزیع های خانواده تعمیم به (١٩٩٧) الکین و مارشال نمود. اشاره آن ها در موجود منابع و (٢٠١۵) کوندو
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در مثال هایی دومتغیره، حالت جزییات بررسی به آن ها لیکن ورزیدند. اهتمام نیز دومتغیره حالت به جدید

آن از دیگری اعضای نمودن بررسی و مطرح با می توان بنابراین نپرداختند. متناظر استنباط های و آن مورد

نمود. تحقیق را دومتغیره حالت در بیشتری جزییات خانواده

این می شود. پرداخته است پارامتر سه حاوی که دومتغیره رایلی-هندسی توزیع معرفی به مقاله این در

متغير يک خود آن ها تعداد که رایلی، تصادفی متغیرهای از دنباله هایی گرفتن نظر در با دومتغیره توزیع

با رایلی تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع می آید. دست به است، هندسی تصادفی

از عبارتند ترتیب، به ،β > ٠ پارامتر

F (x;β) = ١ − e−βx٢
, x > ٠,

f(x;β) = ٢βxe−βx٢
, x > ٠.

می شود. استفاده رایلی توزیع نمایش برای R(β) نماد از ادامه در

دومتغیره داده های تحلیل برای قبولی قابل انعطاف پذیری می توان دومتغیره مدل در پارامتر سه وجود با

مثال های مطالعه  جدید، مدل از داده تولید روند بودن ساده دلیل به آن، بر علاوه داشت. انتظار آن از

می پذیرد. انجام سهولت به شده شبیه سازی

خواهند بررسی آن حاشیه ای توزیع های سپس می شود، معرفی دومتغیره رایلی-هندسی توزیع ٢ بخش در

تحت مدل پارامترهای برآوردهای چه گر می شود. پرداخته مدل پارامترهای برآوردیابی به ٣ بخش در شد.

راحتی به EM الگوریتم از استفاده با اما نمی آیند، دست به معمولی و ساده معادله های حل با بررسی

می توان بخش این در شده شبیه سازی مثال های مطالعه  با همچنين یافت. دست پارامترها برآورد به می توان

۴ بخش در نمود. اعتماد آن به واقعی داده های تحلیل منظور به و زد تأیید مهر شده ارایه الگوریتم عملکرد بر

بحث ۵ بخش در نهایت، در گرفت. خواهد قرار ارزیابی مورد واقعی داده های تحلیل در جدید مدل توانایی

شد. خواهد ارائه نتيجه گیری و

دومتغیره رایلی-هندسی توزیع ٢

پژوهشگران است. داده اختصاص خود به را آماری توزیع های نظریه  متون از مهمی بخش مرکب١ توزیع های

مدل های برخی انعطاف پذیری یا و نمودند ارایه جدیدی آماری مدل های ترکیبی شیوه  از استفاده با زیادی
1Compound distributions
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و نمایی توزیع های کردن ترکیب با (١٩٩٨) لوکاس و آدامیدیس مثال، عنوان به بخشیدند. بهبود را موجود

تصادفی متغیرهای از دنباله ای مینیمم گرفتن نظر در با آن ها کردند. معرفی را نمایی-هندسی مدل هندسی،

نمایی-هندسی مدل است، هندسی تصادفی متغیر یک خود دنباله در موجود نمایی متغیرهای تعداد که نمایی،

به نسبت بیشتری انعطاف پذیری نزولی مخاطره  نرخ با داده هایی تحلیل توانایی دلیل به که کردند معرفی را

دارد. نمایی مدل

ترکیب و وایبل تصادفی متغیرهای از دنباله ای مینیمم گرفتن نظر در با (٢٠١١) همکاران و برتو-سوزا

وایبل- توزیع (٢٠١۴) الباتال و وانگ همچنین نمودند. معرفی را وایبل-هندسی مدل هندسی توزیع با آن

دست به وایبل-هندسی مدل از تعمیمی (٢٠١٧) بیدرام و نکوخو و کردند مطالعه را بهبود یافته هندسی

وایبل تصادفی متغیرهای از دنباله ای ماکسیمم گرفتن نظر در با (٢٠١٣) سپهدار و محمودی آوردند.

(٢٠١٣) همکاران و بیدرام کردند. معرفی جدیدی ترکیبی مدل پوآسن، توزیع با آن ترکیب و نمایی شده٢

هندسی، توزیع با آن ترکیب و تعميم یافته  نمایی تصادفی متغیرهای از دنباله ای ماکسیمم گرفتن نظر در با

(٢٠١٣) همکاران و بیدرام مدل (٢٠١۵) کوندو نمودند. معرفی تعمیم یافته نمایی توزیع از جدیدی توسعه 

کرد. بررسی را آن ویژگی های و داد تعميم دومتغیره حالت به را

در موجود متغیرهای تعداد که رایلی، تصادفی متغیرهای از دنباله ای گرفتن نظر در با بخش این در

که آن جایی از می شود. معرفی دومتغیره رایلی-هندسی مدل می کند، پیروی هندسی توزیع از و تصادفی آن

تابع اساس بر ترکیبی روش از ادامه در می کند، پیروی رایلی توزیع از مجدداً رایلی تصادفی مینیمممتغیرهای

شد. خواهد استفاده مینیمم

مدل معرفی ٢. ١

متغیرهای Xiها کنید فرض بگیرید. نظر در را Y١, Y٢, ... و X١, X٢, ... تصادفی متغیرهای از دنباله دو

توزیع دارای و مستقل تصادفی متغیرهای نیز Yiها و R(β١) مشترک توزیع دارای و مستقل تصادفی

از که ،N کنید فرض همچنین می شوند. گرفته نظر در مستقل نیز Yjها و Xiها باشند. R(β٢) مشترک

احتمال جرم تابع با هندسی تصادفی متغیر یک است، مستقل Yjها و Xiها

P (N = n) = pn = p(١ − p)n−١, n ∈ N = {١, ٢, ...}, ٠ ≤ p ≤ ١, (١)

2Exponentiated Weibull
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صورت به (X,Y ) دوبعدی تصادفی متغیر می شود. داده نمایش Ge(p) نماد با که باشد،

Y = min{Y١, ..., YN} و X = min{X١, ..., XN}

تصادفی بردار توأم بقای تابع می شود. دومتغیره رایلی-هندسی توزیع تعریف به منجر که بگیرید، نظر در را

صورت به (X,Y )

SX,Y (x, y) = P (X ≥ x, Y ≥ y) =

∞∑
n=١

P (X ≥ x, Y ≥ y|N = n)pn

= p

∞∑
n=١

e−nβ١x٢
e−nβ٢y٢

(١ − p)n−١

=
pe−β١x٢

e−β٢y٢

١ − (١ − p)e−β١x٢e−β٢y٢ , (٢)

هستند. مدل پارامترهای ٠ ≤ p ≤ ١ و β٢ > ٠ ،β١ > ٠ آن در که است،

β٢ > ٠ ،β١ > ٠ پارامترهای با دومتغیره رایلی-هندسی توزیع دارای (X,Y ) تصادفی بردار :١ تعریف

داده نشان BRG(β١, β٢, p) نماد با و باشد (٢) صورت به آن بقای تابع هرگاه است ٠ ≤ p ≤ ١ و

می شود.

آنگاه ،p = ١ اگر است ذکر شایان

SX,Y (x, y) = SR(x;β١)SR(y;β٢),

متغیرهای p = ١ ازای به دیگر عبارت به است. R(βi) توزیع بقای تابع ،i = ١, ٢ ،SR(.;βi) آن در که

نماید. نقش ایفای همبستگی پارامتر عنوان به می تواند p پارامتر بنابراین هستند. مستقل Y Xو تصادفی

مثال، عنوان به گیرد. قرار استفاده مورد سیستم ها تحلیل در می تواند دومتغیره رایلی-هندسی توزیع

تعداد به طوری که بگیرید، نظر در را هستند هم توزیع و مستقل مؤلفه  N دارای یک هر که سری سیستم دو

باشد. تصادفی متغیر یک ،N مؤلفه ها،

مفروض سیستم دو مؤلفه های عمر طول نمایانگر ترتیب به . . . ،Y٢ ،Y١ و . . . ،X٢ ،X١ کنید فرض

و X = min{X١, ..., XN} آن در که (X,Y ) از است عبارت سیستم ها عمر طول آنگاه باشند،
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صورت به (X,Y ) توأم احتمال چگالی تابع .Y = min{Y١, ..., YN}

fX,Y (x, y) =
∂٢

∂x∂y
SX,Y (x, y)

= p
fR(x;β١)fR(y;β٢)[١ + (١ − p)e−β١x٢

e−β٢y٢
]

[١ − (١ − p)e−β١x٢e−β٢y٢ ]٣
,

را (؟؟) توأم احتمال چگالی تابع ١ شکل است. R(βi) احتمال چگالی تابع fR(.;βi) آن در که است،

می دهد. نمایش مدل پارامترهای مقادیر برخی ازای به

آن. پارامترهای مقادیر برخی ازای به دومتغیره رایلی-هندسی توأم احتمال چگالی تابع :١ شکل

حاشیه ای توزیع های ٢. ٢

صورت به (X,N) بعدی دو تصادفی متغیر توأم احتمال چگالی تابع

fX,N (x, n) = fX|N (x|n)pn = ٢nβ١xe
−nβ١x٢

p(١ − p)n−١, x > ٠, n ∈ N, (٣)
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از است عبارت ،n ∈ N و x ≥ ٠ ازای به آن توأم بقای تابع بنابراین است.

SX,N (x, n) = P (X ≥ x,N ≥ n) =
∞∑
j=n

P (X ≥ x|N = j)pj

=
p

١ − p

∞∑
j=n

e−jβ١x٢
(١ − p)j

=
p(١ − p)n−١e−nβ١x٢

١ − (١ − p)e−β١x٢ . (۴)

صورت به X تصادفی متغیر کناری بقای تابع (۴) از استفاده با

SX(x) = SX,N (x, ١) =
pe−β١x٢

١ − (١ − p)e−β١x٢ , x ≥ ٠, (۵)

بقای تابع همان (۵) در SX(x) بقای تابع p = ١ و x مشخص مقدار يک ازای به می آید. دست به

متغیر احتمال چگالی تابع شکل ،p→ ١ هنگامی که دیگر عبارت به بود. خواهد β١ پارامتر با رایلی توزیع

است. رایلی چگالی تابع مانند X کناری تصادفی

صورت به (٢) رابطه  در SX,Y (x, y) توأم بقای تابع از می توان را X متغیر حاشیه ای بقای تابع

SX(x) = SX,Y (x, ٠),

صورت به X تصادفی متغیر کناری احتمال چگالی تابع آورد. دست به

fX(x) = − d

dx
SX(x) = w(x)fR(x;β١), x ≥ ٠, (۶)

آن در که است

w(x) =
p

[١ − (١ − p)e−β١x٢ ]٢
. (٧)

گرفت. نظر در (٧) در w(x) وزن با وزنی رایلی توزیع نوعی می توان را X کناری چگالی تابع بنابراین
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تابع می یابد. کاهش p به ١
p از ،∞ به صفر از x تغییرات با و است نزولی x حسب بر w(x) وزن تابع

باشد. داشته تک مدی و نزولی صورت به مختلفی شکل های می تواند X چگالی

صورت به X بقای تابع گاه هر است تک متغیره رایلی-هندسی توزیع دارای X تصادفی متغیر :٢ تعریف

می شود. داده نمایش URG(β١, p) نماد با و باشد (۶) صورت به آن چگالی تابع معادل، طور به یا (۵)

توزیع های از نامتناهی آمیخته های صورت به می توان را URG(β١, p) توزیع احتمال چگالی و بقا توابع

بسط از استفاده با واقع در داد. نمایش رایلی

(١ − z)−١ =

∞∑
k=٠

zk, |z| < ١,

صورت به X بقای تابع

SX(x) = p
∞∑
k=٠

(١ − p)ke−(k+١)β١x٢
, (٨)

صورت به X چگالی تابع بنابراین می شود. ارایه

fX(x) = p
∞∑
k=٠

(١ − p)kfR (x; (k + ١)β١) , (٩)

از استفاده با می توان را URG(β١, p) توزیع گشتاور مولد تابع و گشتاورها بود. خواهد بیان قابل نیز

m-ام گشتاور مثال، عنوان به نمود. محاسبه (٩) در موجود رایلی توزیع های گشتاور مولد توابع و گشتاورها

صورت به X تصادفی متغیر

E(Xm) = p
∞∑
k=٠

(١ − p)kE(Y m),

= p
∞∑
k=٠

(١ − p)k {(k + ١)β١}−
m
٢ Γ(١ +

m

٢
), (١٠)

.Y ∼ R((k + ١)p) آن در که می شود، ارایه
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صورت به محاسبه، از پس را، URG(β١, p) توزیع γ-ام چندک می توان (۵) از استفاده با

ξγ =
{
− ١
β١

ln
١ − γ

p+ (١ − γ)(١ − p)

} ١
٢ ,

است. دسترسی قابل رابطه  این در γ = ١
٢ نمودن جایگزین با URG(β١, p) میانه  بنابراين نمود. ارایه

صورت به (٣) از استفاده با X = x شرط به N توزیع

fN |X(n|x) = ٢β١x[١ − (١ − p)e−β١x٢
]٢

fR(x;β١)
n(١ − p)n−١e−nβ١x٢

, (١١)

از عبارتست آن شرطی ریاضی امید که می آید، دست به

E(N |X = x) =
١ + (١ − p)e−β١x٢

١ − (١ − p)e−β١x٢ . (١٢)

مشترک توزیع با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای ،{Ui : i ≥ ١} دنباله کنید فرض :١ قضیه

اگر باشد. Uiها از مستقل و ،٠ < q < ١ ،Ge(q) توزیع از N تصادفی متغیر و URG(β١, p)

.U ∼ URG(β١, pq) آنگاه ،U = min{U١, ..., UN}

برهان:

P (U ≥ u) = P (U١ ≥ u, ..., UN ≥ u)

=
∞∑
n=١

P (U١ ≥ u, ..., UN ≥ u|N = n)pn

=
∞∑
n=١

pne−nβ١u٢

[١ − (١ − p)e−β١u٢ ]n
q(١ − q)n−١

=
pqe−β١u٢

١ − (١ − pq)e−β١u٢ .

دومتغیره مدل ويژگی های ٢. ٣

دومتغیره رایلی-هندسی توزیع ويژگی های می توان راحتی به اکنون حاشیه ای توزیع های ويژگی های بررسی با

نمود. بررسی را
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برقرارند: زیر ویژگی های آنگاه ،(X,Y ) ∼ BRG(β١, β٢, p) اگر :٢ قضیه

.Y ∼ URG(β٢, p) و X ∼ URG(β١, p) الف)

.p∗ = ١ − (١ − p)e−β٢y٢ به طوری که ،X ≥ x|Y ≥ y ∼ URG(β١, p
∗) ب)

.min{X,Y } ∼ URG(β١ + β٢, p) ج)

.P (X ≥ x|Y = y) = e−β١x
٢
[١−(١−p)e−β٢y

٢
]٢

[١−(١−p)e−β١x٢
e−β٢y٢

]٢
د)

(د) قسمت اثبات برای می گردند. اثبات محاسبه اندکی با و راحتی به (الف)-(ج) قسمت های برهان:

کنید فرض ابتدا

c(y) =
٢β٢y[١ − (١ − p)e−β٢y٢

]٢

fR(y;β٢)
.

به صورت شرطی توزیع

P (X ≥ x|Y = y) =

∞∑
n=١

P (X ≥ x|Y = y,N = n)P (N = n|Y = y)

=

∞∑
n=١

c(y)ne−nβ١x٢
(١ − p)n−١e−nβ٢y٢

=
e−β١x٢

[١ − (١ − p)e−β٢y٢
]٢

[١ − (١ − p)e−β١x٢e−β٢y٢ ]٢
,

می شود. محاسبه

دومتغیره رایلی-هندسی توزیع می شود داده نشان است، اثبات قابل ١ قضیه مشابه که بعد، قضیه در

است. بسته هندسی توزیع با ترکیب تحت تک متغیره، حالت مانند نیز

مشترک توزیع با مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله ای {(Ui, Vi) : i ≥ ١} کنید فرض :٣ قضیه

باشند. Nمستقل و (Ui, Vi) زوج های بعلاوه باشد. ٠ < q < ١ ،N ∼ Ge(q) و BRG(β١, β٢, p)

.(U, V ) ∼ BRG(β١, β٢, pq) آنگاه V = min{V١, ..., VN} و U = min{U١, ..., UN} اگر

چگالی تابع کنید توجه ابتدا می شود. دست آورده به {X = x, Y = y} شرط به N توزیع اکنون

صورت به (X,Y,N) توأم احتمال

fX,Y,N (x, y, n) = ۴n٢β١β٢p(١ − p)n−١xye−nβ١x٢
e−nβ٢y٢

, (١٣)
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صورت به {X = x, Y = y} شرط به N توزیع بنابراین است.

P (N = n|X = x, Y = y) = n٢gn−١(x, y)
{١ − g(x, y)}٣

١ + g(x, y)
, (١۴)

.g(x, y) = (١ − p)e−β١x٢
e−β٢y٢ آن در که است،

شرطی توزیع ریاضی امید نتیجه در .E(M ٣) = (١−q)٢+۴(١−q)+١
q٣ بنابراین ،M ∼ Ge(q) چون

صورت به (١۴)

E(N |X = x, Y = y) =
{١ − g(x, y)}٣

١ + g(x, y)

∞∑
n=١

n٣gn−١(x, y)

=
g٢(x, y) + ۴g(x, y) + ١

١ − g٢(x, y)
,

می آید. دست به

تنش-مقاومت پارامتر ۴ .٢

گرفتن نظر در با سیستم از جزء یک اعتماد قابلیت ارزیابی می توان را تنش-مقاومت پارامتر ساده طور به

غلبه برای جزء آن مقاومت عنوان به Y متغیر و سیستم توسط شده تجربه تنش عنوان به X تصادفی متغیر

دچار سیستم از جزء آن کند تجاوز مقاومت از تنش میزان اگر ساده تعریف این براساس کرد. توصیف تنش بر

نخوردن شکست احتمال اعتماد، قابلیت حالتی چنين در بنابراین برعکس. شد، خواهد شکست یا خرابی

را آن معمولا˗ که تنش-مقاومت، پارامتر اخیر، دهه  دو در شد. خواهد تعریف P (X < Y ) یعنی جزء آن

داروسازی ويژه به و پزشکی روان شناسی، مهندسی، رشته های به مربوط تحقيقات در می دهند، Rنمایش با

،(X,Y ) ∼ BRG(β١, β٢, p) اگر است. داشته پررنگی نقش پرورش و آموزش علوم در همچنين و

از است عبارت دومتغيره رایلی-هندسی توزيع تنش-مقاومت پارامتر آنگاه

R = P (X < Y ) =

n∑
i=١

P (X < Y,N = n)

=

n∑
i=١

∫ ∞

٠

∫ y

٠
fX,Y,N (x, y, n)dxdy



۵۴٩ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همکاران و نکوخو

=
n∑

i=١

p(١ − p)n−١ β١

β١ + β٢

=
β١

β١ + β٢
.

EM الگوریتم با مدل پارامترهای برآورد ٣

اساس بر درستنمایی تابع لگاریتم باشد. دسترس در (x١, y١), ..., (xn, yn) تصادفی نمونه کنید فرض

از است عبارت مشاهدات این

ℓ(β١, β٢, p) =

m∑
i=١

ln fX,Y (xi, yi)

= m ln p+m lnβ١ +
m∑
i=١

ln(٢xi)− β١

m∑
i=١

x٢
i

+ m lnβ٢ +
m∑
i=١

ln(٢yi)− β٢

m∑
i=١

y٢
i

+

m∑
i=١

ln{١ + (١ − p)e−β١x
٢
ie−β٢y

٢
i}

− ٣
m∑
i=١

ln{١ − (١ − p)e−β١x
٢
ie−β٢y

٢
i}.

حسب بر (١۵) رابطه  ماکسیمم است لازم پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای به دست یابی برای

حل برای که هستیم روبرو سه بعدی بهینه سازی مسأله  یک با کار این انجام برای شود. محاسبه پارامترها

در اولیه مقادیر زدن حدس ليکن نمود. استفاده نيوتن-رافسون٣ الگوریتم از مثال، عنوان به می توان، آن

محاسبه  برای EM الگوریتم از چالش این از اجتناب برای نیست. ساده ای کار الگوریتم این از استفاده

می شود. استفاده درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

مربوط اطلاعات اینجا در باشند. کامل مشاهدات (x١, y١, n١), ..., (xm, ym, nm) کنید فرض

اساس بر درستنمایی تابع لگاریتم باشد. معلوم p کنید فرض ابتدا نباشند. دسترس در است ممکن niها به

3Newton-Raphson
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از است عبارت ندارند بستگی پارامترها به که مقادیری گرفتن نظر در بدون و کامل مشاهدات

ℓc(β١, β٢) = m lnβ١ +m lnβ٢ − β١

m∑
i=١

nix
٢
i − β٢

m∑
i=١

niy
٢
i . (١۵)

صورت به ترتیب به β٢ و β١ پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای کامل مشاهدات اساس بر

β̂٢ =
m∑m

i=١ niy
٢
i

و β̂١ =
m∑m

i=١ nix
٢
i

بر نیم رخ۴ درستنمایی تابع لگاریتم کردن ماکسیمم با نیز p پارامتر درستنمایی ماکسیمم برآورد هستند.

می آید. دست به p حسب

مرحله  در β٢ و β١ پارامترهای مقادیر β٢
(k) و β١

(k) کنید فرض ،EM الگوریتم از استفاده منظور به

لگاریتم شبهه تشکیل با است متناظر الگوریتم، E مرحله  (١+k)-ام، مرحله  بنابراین باشند. الگوریتم k-ام

صورت به ثابت مقادیر گرفتن نظر در بدون که درستنمایی۵ تابع

ℓs(β١, β٢) = m lnβ١ +m lnβ٢ − β١

m∑
i=١

ñi
(k)x٢

i − β٢

m∑
i=١

ñi
(k)y٢

i , (١۶)

آن در که می شود، ارایه

ñi
(k) = E(N |X = xi, Y = yi, β

(k)
١ , β

(k)
٢ , p).

حسب بر (١۶) رابطه  ماکسیمم کافیست الگوریتم، M مرحله  ،β(k+١)
٢ و β(k+١)

١ به دست یابی منظور به

داشت خواهیم بنابراین شود. محاسبه پارامترها

.β̂٢
(k+١)

=
m∑m

i=١ ñi
(k)y٢

i

و β̂١
(k+١)

=
m∑m

i=١ ñi
(k)x٢

i

β̂١(p) با آمده به دست برآوردهای p ثابت مقدار يک ازای به می یابد. ادامه الگوریتم همگرایی تا فرآیند این

4profile log-likelihood
5pseudo log-likelihood function
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ماکسیمم ،p پارامتر درستنمایی ماکسیمم برآورد به دست یابی برای نهایت در می شوند. داده نمایش β̂٢(p) و

می شود. آورده دست به p حسب بر ℓ(β̂١(p), β̂٢(p), p) نیم رخ درستنمایی تابع لگاریتم

پارامترهای برآورد برای آن از می توان شده ارایه الگوریتم در لازم تعدیل های ایجاد با است ذکر به لازم

نمود. استفاده نیز تک متغیره، رایلی-هندسی مدل های یعنی حاشیه ای، توزيع های

شبیه سازی مطالعه ٣. ١

و نمونه حجم مختلف اندازه های با شبیه سازی EM الگوریتم توانایی دادن نشان منظور به بخش این در

منظور، بدین است. ساده BRG(β١, β٢, p) مدل از داده تولید کنید، توجه می شود. انجام پارامترها مقادیر

توزیع های از ترتیب به می توانند Y و X ،N = n مشاهد ه  با سپس و تولید هندسی مدل از N ابتدا

از: عبارتند شبیه سازی این در شده گرفته نظر در پارامترهای مجموعه شوند. تولید R(β٢) و R(β١)

،p = ٫٠٢۵ و β١ = β٢ = ٢ الف)

،p = ٠٫۵ و β٢ = ٢ ،β١ = ١ ب)

.p = ٠٫٧۵ و β١ = β٢ = ٢ ج)

سپس می شوند. تولید مختلف نمونه های حجم ازای به دومتغیره رایلی-هندسی مدل از داده هایی ابتدا

مقادیر از حالت ها همه  در می شوند. محاسبه پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآوردهای EM الگوریتم با

می دهد خاتمه خود کار به الگوریتم زمانی می  شود. استفاده p(٠) = ٠٫۵٠ و β(٠)١ = β
(٠)
٢ = ٠٫۵٠ اولیه 

می شود. تکرار مرتبه ١٠٠٠ فرآیند این باشد. ١٠−۵ از کمتر متوالی تکرار دو در درستنمایی تابع تفاضل که

در الگوریتم همگرایی تا تکرارها تعداد میانه  و متناظر خطاهای دوم توان های میانگین برآوردها، متوسط

شده اند. ارایه ١ جدول 

خطاها دوم توان میانگين های و اریبی میزان از نمونه حجم افزایش با می شود ملاحظه که طور همان

با همچنین هستند. درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای سازگاری تصدیق کننده  نوعی به که می شود، کاسته

،p → ١ هنگامی که واقع در می یابد. کاهش الگوریتم همگرایی تا تکرارها تعداد میانه  p مقدار افزایش

تعداد نتیجه در می شوند. مدل شدن ساده تر باعث و متمایل یکدیگر از استقلال سمت به Y و X متغیرهای

می یابد. کاهش الگوریتم همگرایی تا تکرارها

باقی تغییر بدون حالت ها تمامی در نتایج تکرارها، تعداد میانه  جز به اولیه، مقادیر تغییر صورت در

عملکرد شده ارایه EM الگوریتم گفت می توان شده شبیه سازی مثال های بررسی به توجه با بنابراین می مانند.

کرد. اعتماد آن به واقعی داده های تحلیل برای می توان و دارد مناسبی
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تکرارها. تعداد ميانه  و خطاها دوم توان ميانگين همراه برآوردها مقادير :١ جدول

(β١, β٢, p) = (٢, ٢, ٠٫٢۵)
تکرارها تعداد میانه  MSE(p) MSE(β٢) MSE(β١) p̂ β̂٢ β̂١ n

٨٧ ٠٫٠٢۶ ١٫٢۶٢ ١٫١٨٣ ٠٫٣٣٧ ٢٫۵۴۴ ٢٫۵٧٢ ٢۵
٩٢ ٠٫٠١١ ٠٫۵٣٩ ٠٫۵٢۴ ٠٫٢٩۵ ٢٫٢٨٣ ٢٫٢۵٨ ۵٠
٩٧ ٠٫٠٠٨ ٠٫٣۴٣ ٠٫٣٣٩ ٠٫٢٧٨ ٢٫١٧۶ ٢٫١۶٩ ٧۵
١٠٠ ٠٫٠٠۵ ٠٫٢۴٣ ٠٫٢۴٩ ٠٫٢۶٧ ٢٫١١١ ٢٫١٢۵ ١٠٠

(β١, β٢, p) = (١, ٢, ٠٫۵)
۴٠ ٠٫٠۴٧ ٠٫۵٨٩ ٠٫١۴٩ ٠٫۵٨۶ ٢٫٢۵۵ ١٫١۴٣ ٢۵
۴٢ ٠٫٠٢٩ ٠٫٢٩٠ ٠٫٠۶٨ ٠٫۵۴٢ ٢٫١٢٠ ١٫٠۶۶ ۵٠
۴٣ ٠٫٠٢٠ ٠٫٢٠۵ ٠٫٠۴٨ ٠٫۵٣٧۶ ٢٫١١١ ١٫٠۵۵ ٧۵
۴۴ ٠٫٠١۴ ٠٫١۴٣ ٠٫٠٣٣ ٠٫۵٣١ ٢٫٠٨۴ ١٫٠۴٠ ١٠٠

(β١, β٢, p) = (٢, ٢, ٠٫٧۵)
٣۵ ٠٫٠۴١ ٠٫٣١۴ ٠٫٣٣٣ ٠٫٧٧٠ ٢٫٠٨٢ ٢٫٠٩٠ ٢۵
٣٧ ٠٫٠٢٨ ٠٫١٧٠ ٠٫١٧۵ ٠٫٧٨٠ ٢٫٠٨٣ ٢٫٠٧۵ ۵٠
٣٨ ٠٫٠٢٢ ٠٫١١٠ ٠٫١٢٠ ٠٫٧٧٠ ٢٫٠۴٠ ٢٫٠۴٧ ٧۵
٣٩ ٠٫٠١٨ ٠٫٠٨۴ ٠٫٠٨٩ ٠٫٧۶٨ ٢٫٠۴٠ ٢٫٠۴١ ١٠٠

واقعی داده های به جدید مدل برازش ۴

قهرمانان لیگ در فوتبال داده های از واقعی داده های تحلیل زمینه  در BRG مدل توانایی تشریح منظور به

توسط بار اولین داده ها می شود. استفاده است مسابقه ٣٧ شامل که ٢٠٠۴ -٢٠٠۶ سال های به مربوط اروپا

اسامی بردن نام بدون ٢ جدول در که داده، مجموعه این در گرفت. قرار استفاده مورد (٢٠٠٧) مینتانیس

مستقیم ضربه  یک توسط دقیقه حسب بر گل اولین رسیدن ثمر به زمان نمایانگر X١ است، شده ارایه تیم ها

توسط شکل هر به گل اولین رسیدن ثمر به زمان X٢ و تیم دو از هریک توسط پنالتی یا خطا ضربه  مانند

می کند. بازی خود خانه  زمین در که است تیمی

حدس می شود. استفاده پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای محاسبه  برای EM الگوریتم از

اولیه  مقادیر از استفاده نمی شود. محسوب جدی چالش الگوریتم همگرایی به توجه با اولیه مقادیر زدن

ادعاست. این بر دلیل پارامترها یکسان برآوردهای آوردن دست به و مختلف

مناسبی برازش است قادر دومتغيره رايلی-هندسی مدل آيا که است آن می شود مطرح که مهمی پرسش

اما دارند، وجود تک متغيره توزيع توابع برای زيادی برازش نيکویی آزمون های چه اگر دهد؟ ارايه داده ها به

٢ قضيه  به استناد با .(٢٠١۴ گوپتا، و (کوندو نيست موجود جامعی آزمون دومتغيره توزيع تابع يک برای

می شود. داده برازش آن ها می نيمم همچنين و کناری متغيرهای به تک متغيره رايلی-هندسی توزيع های
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٢٠٠۴ -٢٠٠۶ سال های در اروپا قهرمانان لیگ به مربوط فوتبال داده های :٢ جدول

X٢ X١ X٢ X١
٣۴ ٣۴ ٢٠ ٢۶
٣٩ ۵٣ ١٨ ۶٣
٧ ۵۴ ١٩ ١٩
٢٨ ۵١ ٨۵ ۶۶
۶۴ ٧۶ ۴٠ ۴٠
١۵ ۶۴ ۴٩ ۴٩
۴٨ ٢۶ ٨ ٨
١۶ ١۶ ٧١ ۶٩
١٣ ۴۴ ٣٩ ٣٩
١۴ ٢۵ ۴٨ ٨٢
١١ ۵۵ ٧٢ ٧٢
۴٩ ۴٩ ۶٢ ۶۶
٢۴ ٢۴ ٩ ٢۵
٣٠ ۴۴ ٣ ۴١
٣ ۴٢ ٧۵ ١۶
۴٧ ٢٧ ١٨ ١٨
٢٨ ٢٨ ١۴ ٢٢
٢ ٢ ۴٢ ۴٢

۵٢ ٣۶

توجه با است. شده ارایه ٣ جدول در آن متناظر p-مقدار و کلموگروف-اسمیرنف آزمون آماره  مقدار

برازش های تک متغیره رایلی-هندسی مدل های می رسد نظر به متناظر p-مقدارهای و آزمون آماره مقادير به

مناسبی برازش نيز دومتغيره رايلی-هندسی مدل داشت انتظار می توان بنابراين می دهند. ارایه قبولی قابل

نمايد. ارايه توأم داده های به

حاشیه ای توزیع های برازش نتایج :٣ جدول

p-مقدار K-S آزمون آماره مقدار متغیرها
٠٫۴٨٣۵ ٠٫١٣٣۵ X١

٠٫۵٨۴٧ ٠٫١٢٣٣ X٢

٠٫٣٣٩٧ ٠٫١۵٠٢ min{X١, X٢}

فوتبال، داده های از استفاده با می شود. داده برازش داده ها به دومتغیره رایلی-هندسی توزیع حال

β̂٢ = ٠٫٠٠٠٢٩٣ ،β̂١ = ٠٫٠٠٠۴٣٨ از عبارتند دومتغیره مدل در پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآوردهای

با −٣٢۶٫٩٣٨ برابر درستنمایی تابع لگاریتم مقدار آمده دست به برآوردهای اساس بر .p̂ = ٠٫۴٣٠٢ و

است. AIC = ۶۵٩٫٨٧ کائیک آ اطلاع ضریب و BIC = ۶۶۴٫٧١ بیزی اطلاع ضریب

و µ = (٣٢٫٨۶, ۴٠٫٨٩)′ از عبارتند نیز فوتبال داده های به دومتغیره نرمال مدل پارامترهای برآورد

و بیزی اطلاع ضرایب و درستنمایی تابع لگاریتم مقدار که است حالی در این .Σ =

[
۵٠٧٫٢۵ ٢١٠٫٢٠

٢١٠٫٢٠ ٣٩۴٫۵٠

]
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هستند. ۶۶٢٫۴٣ و ۶٧٠٫۴٨ ،−٣٢۶٫٢١٣ ترتیب به ،٢ جدول داده های برای دومتغیره نرمال مدل کائیک آ

به قبولی قابل برازش دومتغیره رایلی-هندسی مدل که نمود ادعا می توان فوق نتایج مقایسه  با بنابراین

می نماید. ارایه فوتبال داده های

نتیجه گیری و بحث

مدل ویژگی های جمله از شد. پرداخته آن ویژگی های و دومتغیره رایلی-هندسی توزیع بررسی به مقاله این در

درستنمایی ماکسیمم برآوردگرهای چه گر هستند. تک متغیره رایلی-هندسی حاشیه ای توزیع های که است آن

پاسخ گوی خوبی به EM الگوریتم اما نمی آیند، دست به ساده ای صورت به و معمولی معادله های حل با

مقایسه  و واقعی داده  مجموعه يک تحلیل همچنین است. درستنمایی ماکسیمم برآوردهای به دست یابی

رایلی-هندسی توزیع تعمیم است. حقیقت این گویای دومتغیره نرمال مدل با آمده دست به نتیجه های

گردد. آتی پژوهش های شکل گیری به منجر می تواند متغیره چند حالت به دومتغیره

تشکر و تقدیر

ارزشمندشان نظرات که محترم داوران و مجله محترم سردبیر زحمات از می دانند لازم برخود مقاله نويسندگان

نمایند. قدردانی و تشکر نمود مقاله شدن بهتر به شایانی کمک
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