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توزیع از همگن غیر مؤلفه های با موازی سیستم های عمر طول تصادفی مقایسه به مقاله اين در چکیده:

طول که شد خواهد ثابت می شود. پرداخته محدب تصادفی ترتیب و ستاره تصادفی ترتیب حسب بر پارتو

محدب، تصادفی ترتیب حسب بر پارتو مدل از همگن غیر مستقل مؤلفه های با موازی سیستم یک عمر

همچنین است. پارتو مدل از همگن مستقل مؤلفه های با دیگر موازی سیستم یک عمر طول از کمتر همیشه

می شود. اثبات ستاره تصادفی ترتیب با ارتباط در نتیجه ای مقیاس پامترهای روی کلی شرط یک تحت

بیشاندن. ترتیب لورنز، ترتیب محدب، ترتیب ستاره، ترتیب موازی، سیستم کلیدی: واژه های

مقدمه ١

و پارامتری آمار در استنباط از اعم آماری شاخه های اکثر در کاربردی و مهم بسیار نقش مرتب آماره های

مرتب آماره های بردار مثال طور به می کنند. ایفا غیره و عمر طول آزمون های اعتماد، قابلیت ناپارامتری،

همچنین است، پارامتری توزيع توابع از خانواده یک در مطالعه تحت پارامتر برای بسنده آماره یک همواره

می شود آوری یاد هستند. n از k سیستم های عمر طول معرف اعتماد، قابلیت متون در مرتب آماره های

باشد، لازم مؤلفه k بودن فعال است، شده تشکیل مستقل مؤلفه n از که سیستم یک بودن فعال برای چنانچه

تابع با عمر، طول متغيرهای از تصادفی نمونه يک X١, . . . , Xn کنید فرض نامند. n از k را سیستم

X١:n ≤ . . . ≤ Xn:n کنيد فرض همچنين باشند. f(x) احتمال چگالی تابع و F (x) تجمعی توزيع

k سیستم یک عمر طول باشند. X١, . . . , Xn تصادفی متغیرهای با متناظر مرتب های آماره از نمايشی
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طول توزیع روی بر مؤلفه هر شکست و می شود تعیین مرتب آماره امین (n− k+ ١) عمر طول با ، n از

سری و موازی سیستم های آنها، ساده ترين سيستم ها تئوری در است. تاثیرگذار مانده برجا مؤلفه های عمر

X١:n مرتب، آماره کوچکترین و Xn:n مرتب، آماره بزرگترین با مطابق بترتيب آنها عمر طول که هستند

طول از حاصل مرتب آماره بزرگترین بررسی با معادل موازی سیستم های عمر طول بررسی بنابراین است.

است. سیستم ها این مؤلفه های عمر

و توزیع هم متغیرها که حالتی در را مرتب آماره های توزيعی مختلف جنبه های بسیاری، نويسندگان

مطالعه برای و است دسترس در آنها با ارتباط در بسیاری نتايج و داده اند قرار مطالعه مورد را باشند مستقل

شيکد و (٢٠٠٠) کوچر و خالدی ،(١٩٩۴) کوچر و باپات ،(١٩٩۶) کوچر به می توان زمينه اين در بيشتر

که باشند مستقل و توزیع هم غیر تصادفی متغیرهای که حالتی در کرد. مراجعه (٢٠٠٧) شانتيکومار و

نيز زيادی علاقه مورد نتايج موضوع ادبیات در می دهند، رخ طبیعی بطور مختلف موقعیت های در اغلب

،(١٩٧۶) شانتیکومار و پروشان ،(١٩٧١) پروشا و پلجر به میتوان بيشتر مطالعه برای که است دسترس در

کرد. مراجعه (٢٠٠٨) پالتانه و (٢٠١١) ژائو و بالاکريشنان ،(٢٠١٣) ليلو و تورادو

غیر و مستقل مؤلفه های دارای که باشیم داشته کار و سر سيستم هايی با است ممکن واقعی زندگی در

کران ها تعيین و آنها مدل سازی است، پیچیده سیستم هایی چنین توزیعی نظریه که آنجا از باشند، توزیع هم

عبارت به مفیدند. و مهم کاربردی دیدگاه از مدل ها آن مهم و توجه مورد مشخصه های برای تقریب ها و

مؤلفه های از که مدل یک وسیله به یا و ساده تر مدل یک از استفاده با تصادفی مدل یک از تقریبی دیگر،

مدل مطلوب و خاص مشخصه های برخی از مناسبی تقریب های و کران ها می تواند است شده تشکیل ساده

توزيع های از مرتب آماره های تصادفی مقايسه به حيث اين از زيادی نويسندگان دهد. بدست مطالعه مورد

اشاره نتايج اين از برخی به ادامه در که پرداخته اند، مختلف تصادفی های ترتيب حسب بر مختلف پارامتری

می شود.

نرخ دارای Xiها آن در که باشند، هم از مستقل نمایی تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض

توزیع از دیگر تصادفی نمونه یک Y١, . . . , Yn کنيد فرض همچنين باشند. λi, i = ١, . . . , n خطر

کردند ثابت (١٩٩٧) همکاران و دیکسترا باشند. λ̄ =
∑n

i=١ λi

n یکسان خطر نرخ با نمایی

Yn:n ⪯hr Xn:n. (١)

.(٢٠٠٧ شانتيکومار، و (شيکد نامند خطر نرخ تصادفی ترتيب را ⪯hr آن در که
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(PHR) متناسب١ خطر نرخ توزيع های خانواده به نمايی توزيع از را (١) رابطه (٢٠٠٠) کوچر و خالدی

می توان را (١) رابطه دادند نشان (٢٠٠٧) شو و کوچر همچنين دادند. بسط ⪯hr تصادفی ترتيب حسب بر

،Yn:n ⪯ℓr Xn:n کردند ثابت و داد بسط درستنمايی نسبت تصادفی ترتيب به خطر نرخ تصادفی ترتيب از

آمده بدست نتایج (٢٠١٣) ژائو و بالاکریشنان نامند. درستنمايی نسبت تصادفی ترتيب را ⪯ℓr آن در که

دادند. گسترش گاما توزیع برای را بالا

دارای Xiها آن در که باشند گاما توزيع از مستقل تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض

کنید فرض همچنین باشند. i = ١, . . . , n برای ،λi مقیاس پارامتر و ٠ < r < ١ شکل پارامتر

پارامتر و r یکسان شکل پارامتر با گاما توزیع از n حجم با دیگر تصادفی نمونه یک Z١, . . . , Zn

Zn:n ⪯hr Xn:n. دادند نشان (٢٠١٣) ژائو و بالاکريشنان باشند. λ̂ = (
∏n

i=١ λi)
١
n یکسان مقیاس

یک Z١, . . . , Zn اگر شرط، این با که کردند ثابت قوی تر طور به (٢٠١۴) بالاکریشنان و ژائو همچنین

باشند، λ̄ = ١
n

∑n
i=١ λi یکسان مقیاس پارامتر و r یکسان شکل پارامتر با گاما توزیع از تصادفی نمونه

سیستم های تصادفی مقایسه با ارتباط در را نتایجی (٢٠٠٩) شو و کوچر همچنین Zn:n ⪯ℓr Xn:n. آنگاه

پارتو، توزیع آوردند. بدست محدب تصادفی ترتیب حسب بر نمایی توزیع از همگن غیر مؤلفه های با موازی

طور به می کند. توصیف را علمی و اقتصادی اجتماعی، پدیدههای از بسیاری که است توانی احتمالی توزیع

باشد. مفید اشخاص میان دارایی تخصیص در می تواند اقتصاد در مثال

توزيع تابع دارای هرگاه است پارتو توزيع دارای X تصادفی متغير گوییم

Fλ,β(x) = ١ −
(
β

x

)λ

,

شکل و مقیاس پارامترهای ترتيب به λ و ١/β توزيع، اين در .λ > ٠ و x ≥ β > ٠ آن در که باشد،

صورت به نیز توزیع این احتمال چگالی تابع می شوند. نامیده توزيع

fλ,β(x) =
λβλ

xλ+١ ; x ∈ [β,+∞), β > ٠, λ > ٠,

،λi شکل پارمترهای با پارتو توزیع از تصادفی نمونه ای X١, . . . , Xn کنید فرض شود. می بیان

باشند. λ̂ = (
∏n

i=١ λi)
١
n یکسان شکل پارامتر با پارتو توزیع از دیگر تصادفی نمونه یک Y١, . . . , Yn

1Proportional Hazard Rate
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نتایجی مقایسه به نیز مقاله پایان در .Yn:n ⪯⋆ Xn:n آنگاه λ ≥ λ̂ اگر، دادند نشان (٢٠١۴) شو و کوچر

می شود. پرداخته مقاله، این در شده بیان نتایج و است آمده بدست (٢٠١۴) شو و کوچر مقاله در که

می شود. گرفته نظر در پارتو توزيع خانواده از توزيع هم غير و مستقل تصادفی نمونه يک مقاله اين در

ترتيب مانند کشيدگی تصادفی های ترتيب حسب بر آن مرتب آماره بزرگترين تصادفی مقايسه به سپس

متغیرهای از مرتب آماره بزرگترین شد خواهد داده نشان و پرداخته ستاره تصادفی ترتيب و محدب تصادفی

پارتو مدل در مستقل تصادفی متغیرهای از مرتب آماره بزرگترین از همگن پارتو مدل در مستقل تصادفی

تصادفی متغيرهای از منظور مقاله اين در است. بزرگتر محدب و ستاره تصادفی های ترتیب در ناهمگن

متغيرهای ناهمگن، تصادفی متغيرهای از منظور و است توزيع هم و مستقل تصادفی متغيرهای همگن،

بخش در است. شده بیان نیاز مورد نمادهای و تعاریف ،٢ بخش در است. توزيع هم غير و مستقل تصادفی

ترتیب و ستاره تصادفی ترتیب برحسب پارتو توزیع از مؤلفه هایی با موازی سیستم های تصادفی مقایسه به ٣

است. شده بیان گیری نتیجه و بحث آخر بخش در است. شده پرداخته محدب تصادفی

نمادها و تعاریف ٢

توزيع توابع ،fY و fX احتمال چگالی توابع با بترتيب نامنفی تصادفی متغيرهای Y و X کنيد فرض

خطر نرخ توابع و F̄Y (x) = ١−FY (x) و F̄X(x) = ١−FX(x) بقای توابع ،FY و FX تجمعی

باشند. hY (x) = fY (x)
F̄Y (x)

و hX(x) = fX(x)
F̄X(x)

(X ⪯c Y ) است کوچکتر Y تصادفی متغير از محدب تصادفی ترتیب در X تصادفی متغیر :١ تعریف

پیوسته راست از وارون تابع G−١ آن در که باشد، x به نسبت محدب تابعی G−١(F (x)) اگر فقط و اگر

است. G

طور ”به معنی به نزولی و نزولی” غیر یکنواخت طور ”به معنی به صعودی جا این در است ذکر به لازم

است. R+ = [٠,∞) کنیم می فرض همچنین است. صعودی” غیر یکنواخت

(moreIFR) بيشتر٢ خطر نرخ صعودی تصادفی ترتيب نيز را محدب تصادفی ترتيب اعتماد قابليت در

است معنی اين به G−١(F (x)) تابع بودن محدب آنگاه باشد، موجود احتمال ها چگالی توابع اگر نامند.

نسبت که
g(G−١(u))

f(F−١(u))
=
hY (G

−١(u))

hX(F−١(u))
,

2more Increasing Failure Rate
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نسبت کندتر عمری طول Y که است معنی اين Xبه ⪯c Y بنابراين باشد. u ∈ [٠, ١] در صعودی تابعی

کنید. مراجعه (٢٠٠٩) شو و کوچر به بیشتر مطالعه برای دارد. X به

(X ⪯⋆ Y ) است کوچکتر Y تصادفی متغير از ستاره تصادفی ترتیب در X تصادفی متغیر :٢ تعریف

باشد. x از صعودی تابعی G−١(F (x))
x اگر

(moreIFRA) ميانگين٣ در بيشتر خطر نرخ صعودی تصادفی ترتيب نيز را ستاره تصادفی ترتيب

با است برابر x در F خطر نرخ تابع متوسط که آنجا از نامند.

rX(x) =
١
x

∫ x

٠
hX(u)du = − ln F̄X(x)

x
,

ارز هم X ⪯⋆ Y عبارتی به شود، بيان نيز خطرها نرخ ميانگين حسب بر می تواند X ⪯⋆ Y رابطه لذا

نسبت که است اين
rY (G

−١(u))

rX(F−١(u))
,

و اگر است صعودی خطر نرخ دارای X تصادفی متغير شود، توجه باشد. u ∈ (٠, ١] در صعودی تابعی

رابطه (٢٠٠٧) الکين و مارشال از است. نمايی تصادفی متغير E آن در که ،X ⪯⋆ E اگر فقط

X ⪯c Y =⇒ X ⪯⋆ Y,

است. برقرار ستاره و محدب تصادفی ترتيب بين

بصورت لورنز منحنی باشد، نامنفی تصادفی متغیر یک X کنید فرض

LX(p) =

∫ p
٠ F

−١(u)du

µX
; p ∈ [٠, ١],

است. X تصادفی متغیر میانگین µX آن در که می شود، تعریف

دیگر، عبارت (به است کوچکتر Y تصادفی متغير از لورنز تصادفی ترتیب در X تصادفی متغیر :٣ تعریف

.LX(p) ≥ LY (p) آنگاه ،p ∈ [٠, ١] همه برای اگر (X ⪯Lorenz Y

3more Increasing Failure Rate in Average
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دادند نشان (١٩٨١) سینگاپوروالا و چاندرا

X ⪯⋆ Y =⇒ X ⪯Lorenz Y =⇒ CV (X) ≤ CV (Y ), (٢)

اگر داد نشان (١٩٨۴) کلفسجو است. X تغییر ضریب CV (X) =
√
V ar(X)/E(X) آن در که

.LX(p) ≥ LY (p) ،p ∈ [٠, ١] برای یعنی است، صعودی p ∈ [٠, ١] در LY (p)
LX(p) آنگاه ،X ⪯⋆ Y

x = (x١, ..., xn) ∈ بردار اجزای از صعودی ترتيب يک x(١) ≤ . . . ≤ x(n) کنید فرض :۴ تعریف

x ⪯m y با و است کوچکتر y ∈ R+n بردار از بیشاندن۴ معنای به x ∈ R+n بردار باشد. R+n

،j = ١, . . . , n− ١ هر برای اگر می شود، داده نمايش

j∑
i=١

x(i) ≥
j∑

i=١

y(i),

n∑
i=١

x(i) =

n∑
i=١

y(i).

(٢٠١١) وهمکاران مارشال به می توان آن کاربردهای و بیشاندن مفهوم با ارتباط در بیشتر مطالعه برای

کرد. مراجعه (٢٠٠٩) بالاکریشنان و ژائو و

اصلی نتايج ٣

تصادفی ترتیب های حسب بر پارتو مستقل و توزیع غیرهم تصادفی نمونه های از مرتب آماره های بخش این در

می گیرد. قرار بررسی مورد ستاره و محدب

يکسان شکل پارامتر با پارتو توزيع از مستقل تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض :١ قضیه

Yn, . . . , Y١ کنید فرض همچنين باشند. i = ١, . . . , n برای ١/βi مختلف مقیاس پارامترهای و λ

باشند. ١/β يکسان مقیاس پارامتر و λ يکسان شکل پارامتر با پارتو توزيع از مستقل تصادفی متغیرهای

.Xn:n ⪯c Yn:n داشت خواهيم آنگاه

احتمال چگالی توابع ترتيب به gn:n و fn:n و توزیع توابع ترتيب به Gn:n و Fn:n کنید فرض برهان:

4Majorization order
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داشت خواهيم x ≥ max{β١, ..., βn} هر برای بنابراین باشند. Yn:n و Xn:n تصادفی متغيرهای

Fn:n(x) = P (Xn:n ≤ x) =
n∏

i=١

[١ − (
βi
x
)λ],

نوشت می توان ،x ≥ β برای مشابه طور به و

Gn:n(x) = [١ − (
β

x
)λ]n.

G−١
n:nFn:n(x) تابع x ≥ max{β١, ..., βn} هر برای شود ثابت است کافی ١ تعريف به توجه با

داریم است. محدب

G−١
n:nFn:n(x) = β(١ −

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]

١
n )−

١
λ . (٣)

همچنين

gn:n(G
−١
n:nFn:n(x)) =

nλ

β

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]

n−١
n (١ −

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]

١
n )

λ+١
λ .

داشت خواهيم x به نسبت (٣) رابطه از گیری مشتق با

(G−١
n:nFn:n(x))

′
=

fn:n(x)

gn:n(G
−١
n:nFn:n(x))

=

∑n
i=١

λ(
βi
x
)λ

x(١−(
βi
x
)λ)

∏n
i=١]١ − (βi

x )
λ]

nλ
β

∏n
i=١]١ − (βi

x )
λ]

n−١
n (١ −

∏n
i=١]١ − (βi

x )
λ]

١
n )

λ+١
λ

=

∑n
i=١

(
βi
x
)λ

x(١−(
βi
x
)λ)

n
β (١ −

∏n
i=١]١ − (βi

x )
λ]

١
n )

١
λ (
∏n

i=١]١ − (βi

x )
λ]−

١
n − ١)

.
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شود ثابت است کافی بنابراین

φ(x) =

∑n
i=١

(
βi
x
)λ

x(١−(
βi
x
)λ)

(١ −
∏n

i=١]١ − (βi

x )
λ]

١
n )

١
λ (
∏n

i=١]١ − (βi

x )
λ]−

١
n − ١)

,

می دهد نتیجه x به نسبت h(x) مشتق است. صعودی x ≥ max{β١, ..., βn} در

φ
′
(x)

sgn
=

n∑
i=١

(βi

x )
λ

x(١ − (βi

x )
λ)

×(
١
n

n∑
i=١

(βi

x )
λ

x(١ − (βi

x )
λ)

+
١
n

n∑
i=١

λ(βi

x )
λ

x(١ − (βi

x )
λ)

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n )

−
n∑

i=١

(
λ(βi

x )
λ

x١)٢ − (βi

x )
λ)٢

+
(βi

x )
λ

x١)٢ − (βi

x )
λ)
)(

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n − ١)

=
١
n
(

n∑
i=١

(
(βi

x )
λ

x(١ − (βi

x )
λ)
)٢ −

n∑
i=١

(βi

x )
λ

x١)٢ − (βi

x )
λ)
(

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n − ١)

+
λ

n
(

n∑
i=١

(βi

x )
λ

x(١ − (βi

x )
λ)
)٢

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n

− λ
(βi

x )
λ

x١)٢ − (βi

x )
λ)٢

(
n∏

i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n − ١)

sgn
=

١
n
(

n∑
i=١

(βi

x )
λ

(١ − (βi

x )
λ)
)− (

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n − ١)

+
λ

n
(

n∑
i=١

(βi

x )
λ

x(١ − (βi

x )
λ)
)٢

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n

− λ

n∑
i=١

(βi

x )
λ

x(١ − (βi

x )
λ)٢

(

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n − ١)

= ξ١ + ξ٢.

آن در که

ξ١ =
١
n
(

n∑
i=١

(βi

x )
λ

(١ − (βi

x )
λ)
)− (

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n − ١),
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ξ٢ =
λ

n
(

n∑
i=١

(βi

x )
λ

x(١ − (βi

x )
λ)
)٢

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n

−λ
n∑

i=١

(βi

x )
λ

x(١ − (βi

x )
λ)٢

(

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n − ١),

حسابی- میانگین نامساوی از استفاده با هستند. مثبت عباراتی ξ٢ و ξ١ می شود داده نشان ادامه در

داریم هندسی

١
n
(

n∑
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−١) ≥ (

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−١)

١
n ,

یا

١
n
(

n∑
i=١

(βi

x )
λ

(١ − (βi

x )
λ)
) ≥ (

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]−

١
n − ١),

شود داده نشان است کافی ξ٢ بودن مثبت اثبات برای .ξ١ ≥ ٠ بنابراین

n∑
i=١

(βi

x )
λ

(١ − (βi

x )
λ)

≥
n∑

i=١

(βi

x )
λ

(١ − (βi

x )
λ)٢

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]

١
n

می شود نتیجه (١٩٨٨ همکاران، و (هاردی چبیشو۵ جمع نامساوی از

n∑
i=١

(βi

x )
λ

(١ − (βi

x )
λ)

≥ ١
n

n∑
i=١

(βi

x )
λ

(١ − (βi

x )
λ)٢

n∑
i=١

(١ − (
βi
x
)λ).

شود داده نشان که است کافی بنابراین

١
n

n∑
i=١

(١ − (
βi
x
)λ) ≥

n∏
i=١

[١ − (
βi
x
)λ]

١
n ,

می شود. تمام اثبات و می شود نتيجه حسابی-هندسی میانگین نامساوی از استفاده با که
5Chebyshev’s sum inequality
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است. برقرار زير نتیجه می دهد، نتيجه را ستاره تصادفی ترتيب محدب، تصادفی ترتيب اينکه به توجه با

يکسان شکل پارامتر با پارتو توزيع از مستقل تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn کنید فرض :١ نتیجه

Y١, . . . , Yn کنید فرض همچنين باشند. i = ١, . . . , n برای ١/βi مختلف مقیاس پارامترهای و λ

باشند. ١/β يکسان مقیاس پارامتر و λ يکسان شکل پارامتر با پارتو توزيع از مستقل تصادفی متغیرهای

.Xn:n ⪯⋆ Yn:n آنگاه

می پردازيم. ها آن بيان به ادامه در که می کنيم استفاده زير لم های از بعدی نتيجه اثبات برای

است. صعودی x به نسبت a ∈ (٠, ١) بازه در x
١−ax تابع ،x ≥ ٠ هر برای :١ لم

صورت به x به نسبت ϕ(x) مشتق نتیجه در .ϕ(x) = x
١−ax دهید قرار برهان:

ϕ
′
(x) =

١
(١ − ax)٢ (١ − ax + xax ln a)

شود ثابت است کافی بنابراین است.

ϕ١(x) = (١ − ax + xax ln a) ≥ ٠,

ϕ١(x) مشتق است. صعودی ϕ١(x) ،x ≥ ٠ هر برای شود ثابت است کافی ،ϕ(٠)١ = ٠ که آنجا از

نظر مورد نتیجه بنابراین است. ψ′
١(x) = xax(ln a)٢ ≥ ٠ بصورت a ∈ (٠, ١) هر برای x به نسبت

شود. می حاصل

طوری به باشند توزيع هایی تابع از خانواده يک {Fβ|β ∈ R} کنيد فرض (١٩٧٨ موران، و (ساندر :٢ لم

fβ چگالی تابع دارای و شود تعريف (a, b) ⊆ (٠, ١) مانند بازه ای بر Fβ توزيع تابع متغير گاه تکيه که

آن در که باشد، x از صعودی تابعی
F ′
β(x)

xfβ(x)
, نسبت اگر فقط و اگر Fβ ⪯⋆ Fβ, β ≤ β∗ آنگاه باشد،

است. β به نسبت Fβ تابع مشتق F ′
β

،i = ١, . . . , p هر برای که پارتو توزيع از مستقل تصادفی ,X١متغیرهای . . . , Xn کنید فرض :٢ قضیه

دارای Xj ،j = p + ١, . . . , n هر برای و باشد ١/β١ مقیاس پارامتر و λ١ شکل پارامتر دارای Xi

باشد. q = n− p ≥ ٢ و p ≥ ١ کنيد فرض همچنين باشد. ١/β٢ مقیاس پارامتر و λ٢ شکل پارامتر

Yi ، i = ١, . . . , p برای که پارتو توزيع از ديگری مستقل تصادفی متغیرهای Y١, . . . , Yn کنید فرض
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پارامتر دارای Yj ،j = p + ١, . . . , n برای و باشد ١/β∗١ مقیاس پارامتر و λ١ شکل پارامتر دارای

آنگاه، ، β∗١ ≤ β∗٢ و β١ ≤ β٢ ، λ١ ≤ λ٢ کنید فرض باشد. ١/β∗٢ مقیاس پارامتر و λ٢ شکل

Xn:n(p, q) ⪯⋆ Yn:n(p, q), داشت خواهیم ،β٢
β١

≥ β∗
٢

β⋆
١

اگر

تصادفی نمونه های با متناظر مرتب آماره n-امين دهنده نشان بترتيب Yn:n(p, q) ,Xn:n(pو q) آن در که

هستند. Y و X های جامعه از شده گرفته نظر در

کنید فرض مساله، کلیت از کردن کم بدون ،β١ + β٢ = β∗١ + β∗٢ کنيد فرض حالت١: برهان:

β = β٢ دهید قرار .(β∗١ , β∗٢ ) ⪯m (β١, β٢) داریم صورت این در باشد. β١ +β٢ = β∗١ +β
∗
٢ = ١

کافی ٢ لم به باتوجه است. β ∈ [ ١
٢ , ١) و β ≥ β∗ که داريم مساله فرضيات به توجه با .β∗ = β∗٢ و

Xn:n(p, q) توزیع تابع است. β ∈ [ ١
٢ , ١) برای x ≥ β در صعودی

F
′
β(x)

xfβ(x)
نسبت شود ثابت است

بصورت

Fβ,n:n(x) = [١ − (
١ − β

x
)λ١ ]p[١ − (

β

x
)λ٢ ]q,

بصورت چگالی تابع و

fβ,n:n(x) =
pλ١)١ − β)λ١

xλ١+١ [١ − (
١ − β

x
)λ١ ]p−١]١ − (

β

x
)λ٢ ]q

+
qλ٢β

λ٢

xλ١+٢ [١ − (
١ − β

x
)λ١ ]p[١ − (

β

x
)λ٢ ]q−١.

داریم β به نسبت Fβ,n:n(x) از گیری مشتق با است.

F
′
β,n:n(x) =

pλ١)١ − β)λ١−١

xλ١
[١ − (

١ − β

x
)λ١ ]p−١]١ − (

β

x
)λ٢ ]q

−qλ٢β
λ١−٢

xλ٢
[١ − (

١ − β

x
)λ١ ]p[١ − (

β

x
)λ٢ ]q−١.

داشت خواهيم نتیجه در

F
′
β,n:n(x)

xfβ,n:n(x)
=

١
١ − β

− ١
β(١ − β)

(١ +
pλ١)١ − β)λ١ [xλ٢ − βλ٢ ]

qλ٢βλ٢ [xλ١ − (١ − β)λ١ ]
)−١.
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تابع کنیم ثابت است کافی لذا

ψ(x) =
xλ٢ − βλ٢

xλ١ − (١ − β)λ٢
,

داریم x به نسبت ψ(x) از گیری مشتق با است. β ∈ [ ١
٢ , ١) برای x ≥ β به نسبت صعودی

ψ
′
(x)

sgn
= λ٢x

λ١−٢(xλ١ − (١ − β)λ١)− λ١x
λ١−١(xλ٢ − βλ٢) (۴)

≥ λ٢x
λ١−٢(xλ١ − βλ١)− λ١x

λ١−١(xλ٢ − βλ٢).

نشان است کافی ، x > β که حالتی برای .ψ′
(x) ≥ ٠ که است معلوم وضوح به باشد، x = β وقتی

. λ٢

١−(β
x
)λ٢

≥ λ١

١−(β
x
)λ١

مشابه بطور یا ،λ٢x
λ١−٢(xλ١ −βλ١) ≥ λ١x

λ١−١(xλ٢ −βλ٢) شود داده

بنابراین . λ٢
١−aλ٢

≥ λ١
١−aλ١ داریم λ٢ ≥ λ١ برای ١ لم از استفاده با .a = β

x ∈ (٠, ١) دهید قرار

شود. می کامل قسمت این برای اثبات

کنید فرض مساله، کلیت از کردن کم بدون . β١ + β٢ ̸= β∗١ + β∗٢ کنيد فرض :٢ حالت

.(cβ∗١ , cβ∗٢ ) ⪯m (β١, β٢) صورت این در است. ثابت عدد یک c آن در که β١+β٢ = c(β∗١ +β
∗
٢ )

مقیاس پارامتر با Zi و λ شکل پارامتر با مستقل پارتو تصادفی متغیرهای Z١, . . . , Zn کنید فرض حال

حاصل نتیجه از باشد. j = p+١, . . . , n برای cβ∗٢ مقیاس پارامتر با Zj و i = ١, . . . , p برای cβ∗١
داریم اول حالت در شده

Xn:n(p, q) ⪯⋆ Zn:n(p, q) (۵)

که شود نتیجه است، مقیاس ثابت ستاره تصادفی ترتیب که آنجا از دیگر، طرف از

Zn:n(p, q) ⪯⋆ Yn:n(p, q). (۶)

آید. می بدست نیز حالت این در مطلوب نتیجه (۶) و (۵) روابط ترکیب با بنابراین

با پارتو توزیع از مستقل تصادفی متغیرهای از تصادفی بردار یک (X١, . . . , X۵) کنید فرض :١ مثال

باشد. λ١ = ١ یکسان شکل پارامتر و (β١, β١, β١, β٢, β٢) = (١, ١, ١, ۴, ۴) مقیاس پارمترهای
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پارتو توزیع از مستقل تصادفی متغیرهای از دیگر تصادفی بردار یک (Y١, . . . , Y۵) کنید فرض همچنین

باشد. λ٢ = ٢ یکسان شکل پارامتر و (β∗١ , β∗١ , β∗١ , β∗٢ , β∗٢ ) = (٢, ٢, ٢, ٣, ٣) مقیاس پارمترهای با

واضح است. شده رسم Y۵:۵(٣, ٢) و X۵:۵(٣, ٢) تصادفی متغیرهای احتمال چگالی تابع ١ نمودار در

واقعیت این که است X۵:۵(٣, ٢) احتمال چگالی تابع از تر چوله Y۵:۵(٣, ٢) احتمال چگالی تابع که است

می راحتی به شده ذکر مثال برای را ٢ قضیه شرایط طرفی از است. ٢ قضیه در آمده بدست نتیجه با مطابق

و (٢) رابطه به توجه با .X۵:۵(٣, ٢) ⪯⋆ Y۵:۵(٣, ٢) گرفت نتیجه توان می بنابراین، کرد، بررسی توان

نتیجه می توان نیز را تغییرات ضریب بین نابرابری که می شود داده نشان است برقرار ٢ قضیه نتیجه اینکه

گرفت.

.fY۵:۵(٣,٢)(x) و fX۵:۵(٣,٢)(x) احتمال چگالی تابع .١ شکل

صورت به X۵:۵(٣, ٢) میانگین تابع Mathematica افزار نرم از استفاده با

µX۵:۵(٣,٢) =

∫ ∞

۴
xfX۵:۵(٣,٢)(x)dx = ٩/٨٣٧٩.

با است برابر آن واریانس همچنین می شود. حساب

σ٢
X۵:۵(٣,٢) =

∫ ∞

۴
x٢fX۵:۵(٣,٢)(x)dx− µ٢

X۵:۵(٣,٢) = ۵١۴/٩۵۵.
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با است برابر X۵:۵(٣, ٢) تغییر ضریب بنابراین

CV [X۵:۵(٣, ٢)] =
σX۵:۵(٣,٢)

µX۵:۵(٣,٢)
= ٢٫٣٠۶۶۵٣.

،(٢) رابطه به توجه با بنابراین ،CV [Y۵:۵(٣, ٢)] = ۵٫١٨۵۴۶۵ مشابه طور به

CV [X۵:۵(٣, ٢)] ≤ CV [Y۵:۵(٣, ٢)].

بطور نتیجه شد بیان ٢ بخش در که لورنز تصادفی ترتیب و ستاره تصادفی ترتیب بین رابطه به توجه با

شود. می برقرار ٢ قضیه از مستقیم

،i = ١, . . . , p هر برای که پارتو توزيع از مستقل تصادفی ,X١متغیرهای . . . , Xn کنید فرض :٢ نتیجه

دارای Xj ،j = p + ١, . . . , n هر برای و باشد ١/β١ مقیاس پارامتر و λ١ شکل پارامتر دارای Xi

باشد. q = n− p ≥ ٢ و p ≥ ١ کنيد فرض همچنين باشد. ١/β٢ مقیاس پارامتر و λ٢ شکل پارامتر

Yi، i = ١, . . . , p، برای که پارتو توزيع از ديگری مستقل تصادفی متغیرهای Y١, . . . , Yn کنید فرض

پارامتر دارای Yj ،j = p + ١, . . . , n برای و باشد ١/β∗١ مقیاس پارامتر و λ١ شکل پارامتر دارای

آنگاه، ،β∗١ ≤ β∗٢ و β١ ≤ β٢ ،λ١ ≤ λ٢ کنید فرض باشد. ١/β∗٢ مقیاس پارامتر و λ٢ شکل

.Xn:n(p, q) ⪯Lorenz Yn:n(p, q) داشت خواهیم باشد، β٢
β١

≥ β∗
٢

β⋆
١

اگر

توزیع از مرتب آماره بزرگترین چولگی تصادفی مقایسه با ارتباط در نتایجی (٢٠١۴) شو و کوچر :١ تذکر

حسب بر پارتو توزیع از مرتب آماره های بزرگترین تصادفی مقایسه با ارتباط در بحث به و کرده بیان پارتو

تغییر شکل پارامتر فقط و است ثابت مقیاس پارامتر موارد همه در است. پرداخته ستاره تصادفی ترتیب

گرفته نظر در متفاوت مقیاس پارامترهای که است (٢٠١۴) شو و کوچر از ١ .۵ قضیه در منحصراً و می کند

بدست نتیجه از ضعیفتر که است ستاره تصادفی ترتیب با ارتباط در قضیه، این نتیجه که شود توجه شده اند.

گرفته نظر در متفاوت مقیاس پارامترهای و یکسان شکل پارامتر آن در که است، مقاله این در ١ قضیه آمده،

تصادفی ترتیب از که است محدب تصادفی ترتیب حسب بر تصادفی مقایسه با ارتباط در نتیجه و شده اند

نتیجه را ستاره تصادفی ترتیب محدب تصادفی ترتیب شد، بیان ٢ بخش در که همان ط   ور است. قویتر ستاره

از متفاوت کاملا نتیجه١ که است معلوم کنیم توجه اگر همچنین نیست. درست مطلب عکس اما می دهد،

گرفته نظر در مدل های به توجه با نامساوی ها جهت زیرا است، (٢٠١۴) شو و کوچر مقاله از ١ .۵ قضیه
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است ذکر به لازم این بر علاوه هستند. متفاوت ١ نتیجه و (٢٠١۴) شو و کوچر مقاله از ١ .۵ قضیه در شده،

لذا و است نادرست (٢٠١۴) شو و کوچر مقاله در G−١
n:n(Fn:n(x))/x عبارت برای شده بیان رابطه که

به توجه با حاضر مقاله از ١ نتیجه در شده بیان نامساوی و است نادرست مقاله این از ١ .۵ قضیه نتیجه

نظر در متفاوت مدل در مقیاس و شکل پارامترهای ،٢ قضیه در همچنین است. درست قضیه دقیق اثبات

ذکر مطالب به توجه با لذا است. کلی کاملا شرط یک است شده ذکر قضیه در که شرطی و است شده گرفته

هم پوشانی (٢٠١۴) شو و کوچر مقاله از ٢ .۴ بخش در شده مطرح نتایج با مقاله این از حاصل نتایج شده،

داشت. نخواهند

نتیجه گیری و بحث

سپس و گرفته نظر در پارتو توزیع از هم توزیع غیر و مستقل مؤلفه هایی با موازی سیستم های مقاله این در

ترتیب حسب بر آن ها تصادفی مقایسه با ارتباط در جدیدی نتایج توزیع پارامترهای روی شرایطی اعمال با

در مؤلفه ها که شد گرفته نظر در حالتی ابتدا شد. آورده بدست محدب تصادفی ترتیب و ستاره تصادفی

که آن فرض با باشند. هم توزیع و مستقل مؤلفه ها دیگر سیستمی در و هم توزیع غیر و هم از مستقل سیستم

مقیاس پارامترهای و λ يکسان شکل پارامتر با پارتو توزيع از مستقل تصادفی متغیرهای X١, . . . , Xn

با پارتو توزيع از مستقل تصادفی متغیرهای Y١, . . . , Yn و باشند i = ١, . . . , n برای ١/βi مختلف

این از .Xn:n ⪯c[⋆] Yn:n شد داده نشان باشند. ١/β يکسان مقیاس پارامتر و λ يکسان شکل پارامتر

موازی سیستم های مطلوب و خاص مشخصه های برخی از مناسبی تقریب های و کران ها می توان نابرابری

بدست موازی سیستم های عمر طول از استفاده با را شده تشکیل هم توزیع غیر و مستقل مؤلفه های از که

(چاندرا می دهد نتیجه را تغییرات ضریب بین نابرابری ستاره تصادفی ترتیب که آنجا از مثال عنوان به آورد.

باشد، برقرار موازی سیستم های عمر طول بین ⪯⋆ نابرابری اگر که گفت می توان سینگاپوروالا،١٩٨١)، و

نظر در را حالتی همچنین بود. خواهد دوم سیستم از کمتر اول سیستم عمر طول تغییرات ضریب آنگاه

شرایطی اعمال با سپس باشند، هم توزیع غیر و مستقل مؤلفه های دارای کدام هر سیستم ها که شد گرفته

شد. اثبات حالت این در مشابهی نتایج مقیاس، پارامتر روی
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