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منظم ای مرحله دو خطی های مدل پارامترهای برآورديابی
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مقطع دو در وابسته و مستقل متغيرهای داده های كه دارند كاربرد وقتی مرحله ای دو خطی مدل های چکیده:

اين در شود. استفاده مدل برازش در مرحله دو هر اطلاعات از باشد لازم و آمده دست به زمانی مرحله یا

پارامترهای برآورد مختلف شيوه دو به مرحله ای، دو و مرحله ای چند خطی مدل های معرفی از پس مقاله

روش های برآوردها، بودن پيچيده به توجه با پس می شوند. آورده دست به منظم مرحله ای دو خطی مدل های

در شده ارائه مدل کاربست نحوه پایان در می شوند. ارائه پارامترها برآورد برای R نرم افزار با محاسباتی

می شود. داده نشان كاربردی مثال یک قالب

برآورديابی. يافته، تبديل مدل منظم، مرحله ای دو خطی های مدل کلیدی: واژه های

مقدمه ١

اطلاعات كه مواردی در و هستند زيادی اهميت دارای مرحله ای دو ويژه به و مرحله ای چند خطی مدل های

گيرند. قرار استفاده مورد می توانند می آيد، دست به زمانی مرحله چند يا دو در متغير چند يا یک از مرتبطی

نمره های اساس بر می توان را دانشگاه در علاقه يشان مورد رشته های در دانش آموزان پذيرش مثال، عنوان به

ولافوا كرد. بررسی مرحله ای دو خطی مدل یک تحت دبيرستان، دوره دروس نمره و ورودی آزمون به مربوط

سال در همچنين پرداخته، مرحله ای دو خطی مدل های واريانس و ميانگين برآورد بحث به (١٩٨٨ و ١٩٨٧)

به (١٩٨٨ و ١٩٨۶) کاباسک است. داشته بيان مرحله ای چند خطی مدل های خصوص در را نكاتی ٢٠٠۴

مدل های (٢٠١٣) همکاران و سینها است. پرداخته مرحله ای دو و مرحله ای چند خطی مدل های معرفی
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خطی مدل نوعی مرحله ای، دو خطی مدل های است. داده توضيح مثال با همراه را منظم مرحله  ای دو خطی

مدل های كاربرد و نظريه با بيشتر آشنايی برای می آیند. حساب به ناقص) ورتبه کامل رتبه (شامل معمولی

میرز و (٢٠٠١) کریستنسن ،(١٩٨١) ا˒سمیت و دِراپ̖ر ،(١٩٧۵) دریگس ،(١٩٧۶) گریبیل به می توان خطی

نمود. مراجعه (١٩٩١) میلتون و

یک در منظم مرحله ای دو خطی مدل طرفين ضرب با (٢٠١٣) همکاران و سینها و (١٩٨٧) ولافوا

دست به را آن پارامترهای برآورد و نوشته تبديل يافته خطی مدل یک صورت به را مدل وارون پذير، ماتريس

نيز آنها محاسبه آن طبع به و اند پيچيده بسيار آورده اند دست به روش اين با آنها كه فرمول هايی آورده اند،

پارامترهای برآورديابی به و كرده معرفی را مرحله ای چند خطی مدل های مقاله اين در بود. خواهد پيچيده

می شود. پرداخته منظم مرحله ای دو خطی مدل های

به مرحله ای دو خطی مدل های و شده بيان مرحله ای چند خطی مدل های كلی چارچوب ٢ بخش در

منظم مرحله ای دو خطی مدل پارامترهای برآورديابی ٣ بخش در می شود. معرفی آن از خاصی حالت عنوان

از استفاده بدون و مستقيم روش به مدل پارامترهای برآورديابی ٣. ١ بخش در می گیرد. قرار بررسی مورد

اساس بر تبديل يافته مدل کمک به مدل پارامترهای برآورديابی به ٣. ٢ بخش در می شود. انجام تبديلات

دو از حاصل نتایج بودن یکسان ادامه در می شود. پرداخته (٢٠١٣) همکاران و سینها و (١٩٨٧) ولافوا

می شود. داده نشان روش

خواهند پيچيده ای و طولانی عبارت های صورت به روش دو اين از حاصل برآورديابی های که آنجا از

با برنامه نويسی کمک به ساده تر، بسيار محاسباتی روش یک كاربردی مثال بيان ضمن ۴ بخش در بود،

اين از استفاده می شود. ارائه منظم مرحله ای دو خطی مدل های پارامترهای برآورد برای ،R آماری نرم افزار

سازد. ساده تر نيز را مرحله ای چند خطی مدل های پارامترهای برآورد می تواند ايده

مرحله ای چند خطی مدل ٢

صورت به مرحله ای چند خطی مدل  یک

y١ = X١β١ + ε١

y٢ = D٢,١β١ +X٢β٢ + ε٢, (١)
...

ym = Dm,١β١ +Dm,٢β٢ + · · ·+Dm,m−١βm−١ +Xmβm + εm



٣ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همکاران و گاهی آ میثم

چند نرمال توزيع با (i = ١, . . . ,m) ni × ١ تصادفی بردارهای ،yi پاسخ متغیرهای آن در كه است،

شامل ni × pi ابعاد با ماتریس های ها Xi رگرسیونی، پارامترهای pi × ١ بردارهای ها βi متغيره،

ابعاد با ماتريس هايی  (i = ٢, . . . ,m, j = ١, . . . , i − ١) Di,j ،(pi ≤ ni) مستقل متغيرهای

′C(Dيعنی
i,j) ⊂ C(X ′

j) طوری  كه به هستند مدل مختلف پارامترهای بين ارتباط نشان دهنده ni×pj
ها εj .(٢٠٠١ (کریستین، است X ′

j ماتريس ستونی فضای مجموعه زير D′
i,j ماتريس ستونی فضای

كواريانس ماتريس و ٠ ميانگين بردار با نرمال توزيع دارای ni× ١ ابعاد با مدل خطای تصادفی بردارهای

معين ماتريس ها Vi و واريانس پارامترهای σ٢
i > ٠ بطوری كه (εi ∼ Nni(٠, σ

٢
iVi)) هستند σ٢

iVi

است. ni × ni ابعاد با معلوم مثبت

صورت به می توان را (١) شده، یاد خطی مدل m ادغام با

y = Xβ + ε, ε ∼ N(٠,Vε), (٢)

آن در كه نوشت،

ε =


ε١

ε٢

...

εm

 , β =


β١

β٢

...

βm

 , X =


X١ ٠ . . . ٠

D٢,١ X٢ . . . ٠
...

...
...

...

Dm,١ Dm,٢ . . . Xm

 ,

و

y =


y١

y٢

...

ym

 , Vε = Cov(ε) =


σ٢

١V١ ٠ . . . ٠

٠ σ٢
٢V٢ . . . ٠

...
...

...
...

٠ ٠ . . . σ٢
mVm

 .

و r(Vi) = ni يعنی باشند، ستونی رتبه پر (i = ١, . . . ,m) Vi و Xi ماتريس های هرگاه :١ تعریف

می شود. نامیده منظم مرحله ای چند خطی مدل یک (١) مدل ،r(Xi) = pi
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صورت به و مرحله m = ٢ با (١) مدل از خاصی حالت منظم مرحله ای دو خطی مدل یک

y = Xβ + ε, ε ∼ N(٠,Vε), (٣)

آن در كه است،

ε =

 ε١

ε٢

 , β =

 β١

β٢

 , X =

 X١ ٠

D X٢

 ,

y =

 y١

y٢

 , Vε =

 σ٢
١V١ ٠

٠ σ٢
٢V٢

 .
با ماتريسی D و C(D′) ⊂ C(X ′

١) رتبه، پر و معلوم ماتريس های X٢ و X١ ،V٢ ،V١ بطوری كه

است. n٢ × p١ ابعاد

منظم مرحله ای دو خطی مدل در β برآورد ٣

از مجزا را y٢ و y١ یعنی كنيم، برآورد X١ و y١ کمک به تنها (٣) خطی مدل در را β بخواهيم چنانچه

آن در كه ،β̂١ = Qy١ از است عبارت β١ تعميم يافته دوم توان های كمترين برآوردگر بگيريم، نظر در هم

ارتباط اند در همديگر با مراحل دومرحله ای، مدل یک در آنكه حال .Q = (X ′
١V

−١
١ X١)

−١X ′
١V

−١
١

شوند. آورده دست به مرحله دو هر با β٢ و β١ بايد و

مستقيم روش به β پارامتر برآورد ٣. ١

از است عبارت β = (β١,β٢)
′ پارامتر برای (BLUE) نااریب خطی برآوردگر بهترین (٣) مدل در

:(٢٠٠٨ شالجی، و (رِنچر

β̃ = (X ′V −١
ε X)−١X ′V −١

ε y, (۴)



۵ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همکاران و گاهی آ میثم

كه آنجا از ρ =
σ٢

٢

σ٢
١

فرض با

Vε =

 σ٢
١V١ ٠

٠ σ٢
٢V٢

 = ρσ٢
١

 ١
ρ
V١ ٠

٠ V٢


داريم: است قطری بلوک ماتريس یک

(X ′V −١
ε X)−١ =

 ١
ρσ٢

١

 X ′
١ D′

٠ X ′
٢

 ρV −١
١ ٠

٠ V −١
٢

 X١ ٠

D X٢

 −١

= ρσ٢
١

 ρX ′
١V

−١
١ X١ +D′V −١

٢ D D′V −١
٢ X٢

X ′
٢V

−١
٢ D X ′

٢V
−١

٢ X٢

−١

,

که فرض این با حال

L = A١١ = ρX ′
١V

−١
١ X١ +D′V −١

٢ D

A١٢ = D′V −١
٢ X٢

A٢١ = X ′
٢V

−١
٢ D

A٢٢ = X ′
٢V

−١
٢ X٢

E = A١·٢٢ = X ′
٢V

−١
٢ X٢ −X ′

٢V
−١

٢ DL−١D′V −١
٢ X٢

داريم:

(X ′V −١
ε X)−١ = ρσ٢

١


L− +L−D′V −١

٢ X٢E
−X ′

٢V
−١

٢ DL− −L−D′V −١
٢ X٢E

−

−E−X ′
٢V

−١
٢ DL− E−

 ,
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همچنين هستند، L و E تعميم يافته وارون ماتريس های ترتيب به L− و E− آن در كه

X ′V −١
ε y =

١
ρσ٢

١

 X ′
١ D′

٠ X ′
٢

 ρV −١
١ ٠

٠ V −١
٢

 y١

y٢


=

١
ρσ٢

١

 ρX ′
١V

−١
١ y١ +D′V −١

٢ y٢

X ′
٢V

−١
٢ y٢

 ,
نتيجه در

β̃ = (X ′V −١
ε X)−١X ′V −١

ε y

=



L−ρX ′
١V

−١
١ y١ +L−D′V −١

٢ X٢E
−X ′

٢V
−١

٢ DL−ρX ′
١V

−١
١ y١

+L−D′V −١
٢ y٢ +L−D′V −١

٢ X٢E
−X ′

٢V
−١

٢ DL−D′V −١
٢ y٢

−L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ y٢

−E−X ′
٢V

−١
٢ DL−ρX ′

١V
−١

١ y١ −E−X ′
٢V

−١
٢ DL−D′V −١

٢ y٢

+E−X ′
٢V

−١
٢ y٢


,

بنابراین

β̃١ = L−ρX ′
١V

−١
١ y١ +L−D′V −١

٢ X٢E
−X ′

٢V
−١

٢ DL−ρX ′
١V

−١
١ y١

+L−D′V −١
٢ y٢ +L−D′V −١

٢ X٢E
−X ′

٢V
−١

٢ DL−D′V −١
٢ y٢

−L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ y٢,

β̃٢ = −E−X ′
٢V

−١
٢ DL−ρX ′

١V
−١

١ y١ −E−X ′
٢V

−١
٢ DL−D′V −١

٢ y٢

+E−X ′
٢V

−١
٢ y٢.

مدل تبديل روش به β برآورد ٣. ٢

به پارامترها برآورد از حاصل نتايج شود، ضرب وارون پذير ماتريس یک در خطی مدل یک طرفين چنانچه

طرفين منظور اين برای (١٩٨٧) ولافوا هستند، سان یک اصلی متغيرهای با تبديل يافته متغيرهای کمک



٧ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . همکاران و گاهی آ میثم

وارون پذير مربعی ماتريس در را (٢) مدل

F =

 In١ ٠

−DQ In٢


(n١+n٢)×(n١+n٢)

به را تبديل يافته مدل پارامترهای برآورد آنگاه .Q = (X ′
١V

−١
١ X١)

−١X ′
١V

−١
١ آن در كه كرد ضرب

صورت

Fy = FXβ + Fε,

يا باشد. ni × ni مرتبه از همانی ماتريس Ini = Ii کنید فرض محاسبات سادگی برای آورد. دست به I١ ٠

−DQ I٢

 y١

y٢

 =

 I١ ٠

−DQ I٢

 X١ ٠

D X٢

 β١

β٢


+

 I١ ٠

−DQ I٢

 ε١

ε٢

 ,
يا y١

−DQy١ + y٢

 =

 X١ ٠

−DQX١ +D X٢

 β١

β٢

+

 ε١

−DQε١ + ε٢

 ,
می توان QX١ = Ip١ كه آنجا از و ε∗٢ = −DQε١ + ε٢ ،y∗

٢ = −DQy١ + y٢ فرض با و

نوشت: y١

y∗
٢

 =

 X١ ٠

٠ X٢

 β١

β٢

+

 ε١

ε∗٢

 ,
صورت به می توان را فوق مدل حال

y∗ = X∗β + ε∗, ε∗ ∼ N(٠,Vε∗), (۵)
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آن در كه نوشت،

y∗ =

 y١

y∗
٢

 , X∗ =

 X١ ٠

٠ X٢

 , β =

 β١

β٢

 , ε∗ =

 ε١

ε∗٢

 ,
صورت به ε∗ كواريانس ماتريس و

Vε∗ = Cov(ε∗) = Cov(Fε) = FCov(ε)F ′

=

 I١ ٠

−DQ I٢

 σ٢
١V١ ٠

٠ σ٢
٢V٢

 I١ −Q′D′

٠ I٢


=

 σ٢
١V١ −σ٢

١V١Q
′D′

−DQσ٢
١V١ DQσ٢

١V١Q
′D′ + σ٢

٢V٢

 .
داريم: ρ =

σ٢
٢

σ٢
١

و C = DQV١ فرض با است.

Vε∗ = σ٢
١

 V١ −C ′

−C CV −١
١ C ′ + ρV٢

 (۶)

از: است عبارت (۵) مدل در β برای BLUE برآورد

β̃∗ = (X∗′V −١
ε∗ X∗)−١X∗′V −١

ε∗ y∗, (٧)

صورت به را β̃∗
٢ و β̃∗

١ مقادير پيچيده، و جبری عمليات سری یک انجام از بعد (١٩٨٧) ولافوا

β̃∗
١ = L−Lβ̂١ +L−D′V −١

٢ y∗
٢

+L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ (DL−D′V −١

٢ − I)y∗
٢ ,

β̃∗
٢ = E−X ′

٢V
−١

٢ y∗
٢ −E−X ′

٢V
−١

٢ DL−D′V −١
٢ y∗

٢ , (٨)

.y∗
٢ = −DQy١ +y٢ و Q = (X ′

١V
−١

١ X ′
١)

−١X ′
١V

−١
١ ،β̂١ = Qy١ آن در كه آورد، دست به
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مستقيم و تبديل يافته روش های در β برآورد مقايسه ٣. ٣

صورت به می توان را (۵) رابطه

β̃١ = (L− +L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ DL−)(ρX ′

١V
−١

١ y١ +D′V −١
٢ y٢)

−L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ y٢, (٩)

رابطه از استفاده با نوشت.

Lβ̂١ = ρX ′
١V

−١
١ y١ +D′V −١

٢ DQy١

داريم

β̃١ = (L− +L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ DL−)

× (Lβ̂١ −D′V −١
٢ DQy١ +D′V −١

٢ y٢)−L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ y٢,

= L−Lβ̂١ +L−D′V −١
٢ (−DQy١ + y٢)

+L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ DL−Lβ̂١

+L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ DL−D′V −١

٢ (−DQy١ + y٢)

−L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ y٢,

y∗
٢ جايگذاری با حال ،y∗

٢ = −Dβ̂١ + y٢ بنابراین ،β̂١ = Qy١ و y∗
٢ = −DQy١ + y٢ چون

داريم بالا رابطه در

β̃١ = L−Lβ̂١ +L−D′V −١
٢ y∗

٢ +L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ DL−Lβ̂١

+L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ DL−D′V −١

٢ y∗
٢

−L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ y٢

= L−Lβ̂١ +L−D′V −١
٢ y∗

٢ +L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ DL−Lβ̂١

+L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ DL−D′V −١

٢ y∗
٢

−L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ y∗

٢ −L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ Dβ̂١
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نتيجه در

β̃١ = L−Lβ̂١+L−D′V −١
٢ y∗

٢ +L−D′V −١
٢ X٢E

−X ′
٢V

−١
٢ (DL−D′V −١

٢ −I)y∗
٢ .

و (۵) روابط اين بنابر ،β̃٢ = β̃∗
٢ داد نشان می توان مشابه طور به است. یکسان (٨) رابطه در β̃∗

١ با كه

.(β̃ = β̃∗) هستند یکسان ديگر یک با (٨)

كاربردی مثال ۴

دو خطی مدل با ونزوئلا١ تاچيرای ملی-تجربی دانشگاه وب صفحه در موجود داده های بخش، این در

دروس نمره و ورودی آزمون به مربوط نمره های داده ها اين می شود. تحلیل و مدل بندی منظم مرحله ای

مهندسی رشته های در را عملی مهارت یک می خواستند كه است دانش آموزانی دبيرستان دوره مقدماتی

دانشگاه در ٢٠١٠ اول نيمسال و ٢٠٠٩ اول نيمسال در عمران يا كامپيوتر علوم ، الكترونیک ، مكانیک

متعلق داده ها كه آنجا از است، شده گرفته نفر ۴٠ حجم به تصادفی نمونه ای نيمسال هر از بگذرانند. مذكور

مختلف نيمسال های در ورودی آزمون و گذرانده اند را مقدماتی دروس كه است دانش آموزانی از گروهی به

می شوند. فرض مستقل متقاضيان مختلف گروه های ميان در داده ها می شود، انجام متوالی غير صورت به

نيمسال نمرات ترتيب به كه می شوند گرفته نظر در دوم و اول مرحله در y٢ و y١ پاسخ متغیرهای

كدام هر X٢ و X١ ماتريس های هستند. داوطلبان ورودی آزمون در ٢٠١٠ اول نيمسال و ٢٠٠٩ اول

متغيرهای دوم ستون و مبدأ از عرض با متناظر ،1 بردار شامل اول ستون كه شده اند تشكيل ستون دو از

ترتيب به X٢٢ و X١١ آنها در كه ،X٢ = [1|X22] و X١ = [1|X11] واقع در يعنی هستند. توضيحی

هستند.داده های مقدماتی دروس نمرات با متناظر دو مرحله و یک مرحله توضيحی متغيرهای مشاهدات

شده اند. ارائه ١ جدول در ٢٠١٠ اول نیمسال و ٢٠٠٩ اول نیمسال یعنی دوم و اول مراحل در نمونه

صورت به داده ها برای را منظم مرحله ای دو خطی مدل می توان

y١ = X١β١ + ε١, ε١ ∼ N(٠, σ٢
١V١),

y٢ = Dβ١ +X٢β٢ + ε٢, ε٢ ∼ N(٠, σ٢
٢V٢).

http://www.unet.edu.ve دانشگاه: سايت ١آدرس
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دوم و اول مراحل در نمونه داده های .١ جدول

دوم مرحله اول مرحله نمونه دوم مرحله اول مرحله نمونه
X٢٢ y٢ X١١ y١ X٢٢ y٢ X١١ y١

٢٨٫۵ ٣۴٫٨٣ ١۶ ۴٩٫۶١ ٢١ ٣٣٫٢۵ ۴٧٫٠٨ ۵٫۵٠ ۴۴٫۶٩ ١
٣۶٫۴٢ ۴٨٫٧۵ ١٢ ۵٢٫٧٩ ٢٢ ٣١٫۶٧ ۴١٫٣٧ ٣۶٫٧۵ ۵٧٫٣٣ ٢
۴١٫٠٨ ۴۶٫٧٠ ١۵٫۵٠ ۵١٫۶۵ ٢٣ ٣۵٫٠٨ ۴۵٫۴١ ۴٧٫١٧ ۶٧٫٨۶ ٣
٢٩٫٧۵ ٣٧٫٧۶ ١۵٫٠٨ ۶١٫٧٢ ٢۴ ٣٣٫٣٣ ٣٨٫٨٧ ١۶٫۶٧ ۴۴٫۵٧ ۴
٢۵٫٧۵ ۴١٫۵٠ ٢٢٫۶٧ ۵۵٫٩٣ ٢۵ ٢۶٫۴٢ ٣٧٫٧۴ ١٧٫۵٨ ۴٩٫٢۵ ۵
٣۶٫٠٨ ۴۶٫٠١ ٣۶٫٣٣ ۵٢٫٨٣ ٢۶ ٣٩٫٢۵ ۴٢٫۶٧ ٢٣٫۶٧ ۵١٫٧٩ ۶
٣٧٫۵٠ ۴٩٫٠١ ٩٫٠٨ ۴٠٫۶٨ ٢٧ ٢٣٫٧۶ ٣۶٫٩٢ ٢٨٫٣٣ ۵٢٫٣٢ ٧
٢٧٫۵٨ ۴٢٫۵١ ١٩٫٢۵ ۵٠٫٨٣ ٢٨ ٢۵ ٣١٫۵۶ ۶٫۴٢ ۴١٫٠٣ ٨
٢۶٫۶٧ ٣٩٫٩۴ ١٠٫۴٢ ۴٧٫۵٠ ٢٩ ٣٢٫١٧ ۴۴٫۵٧ ١٣٫٣٣ ۴۶٫٢۵ ٩
٢۵٫٧۵ ٣٠٫١٨ ١٣٫٣٣ ۴۶٫٢۵ ٣٠ ٣٧٫٨٣ ۴۶٫٩۶ ٢٧٫۵٠ ۵٨٫٢۶ ١٠
٢۴٫٧۵ ٣٨٫١٨ ٢٢٫٩٢ ۴٩٫۴٢ ٣١ ٢۵٫۴٢ ٣٣٫۴٢ ١٢٫١٧ ۴۶٫٨٠ ١١
١٧٫١٧ ۴١٫۶٧ ٢٠٫٧۵ ۵١٫١٧ ٣٢ ٣١٫۴٢ ٣٨٫٢٠ ١۶٫١٧ ۴٩٫١٩ ١٢
٢٣٫۵٨ ٣۵٫١٧ ٢٫١٧ ۴٢٫٧٣ ٣٣ ٢٨٫٩٢ ۴١٫٣٣ ٢٩٫١٧ ۵۴٫۶٨ ١٣
١٩٫۶٧ ٣٣٫۵٠ ۵٫٣٣ ۴٢٫۵٧ ٣۴ ۴٢٫۴٢ ۴٣٫۵٨ ٢٧٫٠٨ ۶١٫٩٢ ١۴
٢١٫٠٨ ٣٢٫٧٩ ١۶٫۴٢ ۴٩٫۵٩ ٣۵ ٣۴٫٨٣ ۴۶٫۴٢ ١٨٫٠٨ ۴٨٫٠۴ ١۵

٢٣ ٣٣٫۴٠ ١٠٫۶٧ ۴۴٫۶٣ ٣۶ ٢٨٫۶٧ ٣٧٫١٧ ٣۶٫٩٢ ۵٧٫٧٩ ١۶
٢٣ ٣٣٫۴٠ ١۴٫٧۵ ۵٢٫۵٣ ٣٧ ۴١٫١٧ ۴٧٫۵٣ ٩٫۵٨ ۴۴٫٣٨ ١٧

٢٢٫١٧ ٣٨٫٣٧ ١۵٫٩٢ ۴۶٫٨٧ ٣٨ ٣٢ ۴٩٫۶٧ ١٣٫۵٠ ۵۶٫۵٨ ١٨
۴١٫٠٨ ۴٧٫٧٩ ١۴ ۵٣٫٧۵ ٣٩ ٢٠٫٧۵ ٣٣٫۵٠ ٧٫۵٠ ۴٠٫۶٢ ١٩
٢١٫٩٢ ٣٩٫٠۵ ٣٢٫۵٨ ۵٨٫۶٣ ۴٠ ٢٩ ٣٧٫١۴ ١٨٫۵٨ ۴٧٫۶٧ ٢٠

ماتريس باشد، X٢ ماتريس ستونی فضای مجموعه زير D ماتريس ستونی فضای آنكه برای داد. تشکیل

یکی به p٢ × p١ ابعاد با ضرب پذير ماتريس یک A آن در كه شود تعريف D = X٢A صورت به D

صورت سه از

A =

 ٠ ٠

٠ 1

 , A =

 1 ٠

٠ ٠

 , A =

 1 ٠

٠ 1


مدل، كواريانس ماتريس رابطه در .C(D) ⊂ C(X٢) داريم: A هر انتخاب با كه است واضح است.
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صورت به V٢ و V١ و ρ =
σ٢

٢

σ٢
١
= ١ صورت این در برابرند. ولی نامعلوم واريانس ها می شود فرض

V١ = V٢ =


١ ٠٫٣ · · · ٠٫٣

٠٫٣ ١ · · · ٠٫٣
...

...
...

...

٠٫٣ ٠٫٣ · · · ١


گرفتن نظر در با هستند. برابر همبستگی دارای نمونه هر درون افراد نمرات يعنی می شوند، گرفته نظر در

A =

 ٠ ٠

٠ 1

 , β١ =

 β١٠

β١١

 , β٢ =

 β٢٠

β٢١

 (١٠)

صورت به مدل

y١ = 1β١٠ +X١١β١١ + ε١,

y٢ = X٢٢β١١ + 1β٢٠ +X٢٢β٢١ + ε٢

= 1β٢٠ +X٢٢(β١١ + β٢١) + ε٢,

برای منظم مرحله ای دو خطی مدل ،β٢٠ = β∗٢٠ و β١١ + β٢١ = β∗٢٢ پارامتر تغيير با می شود. نوشته

صورت به شده ذكر داده های

y١ = 1β١٠ +X١١β١١ + ε١,

y٢ = 1β∗٢٠ +X٢٢β
∗
٢٢ + ε٢.

است. ٢ مرحله بر ١ مرحله تأثير ميزان نشان دهنده β١١ آن در كه می شوند، حاصل
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مدل پارامترهای برآورد ١ .۴

از: عبارتند نياز مورد ماتريس های (٢) در ١ جدول داده های برای

X١ = [1|X١١] =


١ ۵٫۵

١ ٣۶٫٧۵
...

...

١ ٣٢٫۵٨

 , X٢ = [1|X٢٢] =


١ ٣٣٫٢۵

١ ٣١٫۶٧
...

...

١ ٢١٫٩٢

 ,

D = X٢A = [1|X٢٢]

 ٠ ٠

٠ 1

 =


٠ ٣٣٫٢۵

٠ ٣١٫۶٧
...

...

٠ ٢١٫٩٢

 ,

y١ =


۴۴٫۶٩

۵٧٫٣٣
...

۵٨٫۶٣

 , y٢ =


۴٧٫٠٨

۴١٫٣٧
...

٣٩٫٠۵

 , y =

 y١

y٢

 =



۴۴٫۶٩

۵٧٫٣٣
...

۵٨٫۶٣

۴٧٫٠٨

۴١٫٣٧
...

٣٩٫٠۵



,
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X =



١ ۵٫۵ ٠ ٠

١ ٣۶٫٧۵ ٠ ٠
...

...
...

...

١ ٣٢٫۵٨ ٠ ٠

٠ ٣٣٫٢۵ ٠ ٣٣٫٢۵

٠ ٣١٫۶٧ ٠ ٣١٫۶٧
...

...
...

...

٠ ٢١٫٩٢ ٠ ٢١٫٩٢



,

Vε =



σ٢
١ ٠٫٣σ٢

١ · · · ٠٫٣σ٢
١ ٠ ٠ · · · ٠

٠٫٣σ٢
١ σ٢

١ · · · ٠٫٣σ٢
١ ٠ ٠ · · · ٠

...
...

...
...

...
...

...

٠٫٣σ٢
١ ٠٫٣σ٢

١ · · · σ٢
١ ٠ ٠ · · · ٠

٠ ٠ · · · ٠ σ٢
٢ ٠٫٣σ٢

٢ . . . ٠٫٣σ٢
٢

٠ ٠ · · · ٠ ٠٫٣σ٢
٢ σ٢

٢ . . . ٠٫٣σ٢
٢

...
...

...
...

...
...

...
...

٠ ٠ · · · ٠ ٠٫٣σ٢
٢ ٠٫٣σ٢

٢ . . . σ٢
٢


روش دو با β٢ = (β٢٠, β٢١)

′ و β١ = (β١٠, β١١)
′ كه β = (β١,β٢)

′ پارامتر BLUE ادامه در

می شود. بيان

سپس شده اند. مرتب [y١|X١١|y٢|X٢٢] صورت به Excel محيط در ١ جدول داده های ابتدا

تابع کمک به آنگاه می شوند. ذخيره ستون چند و سطر چند در data نام به Text فايل یک قالب در

تهیه β برآورد آوردن بدست برای برنامه سه می شوند. فراخوانی داده ها R نرم افزار محيط در read.table
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اينكه به توجه با هستند. سان یک ديگر یک با برنامه ها اين از حاصل نتايج كه الف) (پیوست است شده

هستند، پيچيده ای عبارت های تبديل يافته و مستقيم روش دو در β٢ و β١ برای آمده دست به فرمول های

داريم: آن اجرای از بعد که می شود پيشنهاد (۴) از استفاده با (beta.hat (برنامه ١ شماره برنامه

β̂١ =

 β̂١٠

β̂١١

 =

 ۴١٫۴٧٧

٠٫۴٩٣

 , β̂٢ =

 β̂٢٠

β̂٢١

 =

 ٢١٫٩٨۵

٠٫١٢۶

 ,

β̂∗٢٢ = β̂١١ + β̂٢١ = ٠٫۴٩٣ + ٠٫١٢۶ = ٠٫۶١٩.

نتايج تحليل ٢ .۴

β̂∗٢٠ = β̂٢٠ می شود ملاحظه كه همان طور است. شده داده نشان ٢ جدول در (١) مدل پارامترهای برآورد

منظم مرحله ای دو خطی مدل پارامترهای برآورد .٢ جدول

٢ مرحله برآوردهای ١ مرحله برآوردهای
β̂∗٢٢ β̂∗٢٠ β̂٢١ β̂٢٠ β̂١١ β̂١٠

٠٫١۶٩ ٢١٫٩٨۵ ٠٫١٢۶ ٢١٫٩٨۵ ٠٫۴٩٣ ۴١٫۴٧٧

پذيرش آزمون نمره روی مقدماتی دروس تأثير β̂∗٢٢ = β̂١١ + β̂٢١ = ٠٫۶١٩ و مدل مبدأ از عرض برآورد

در ذاتی عوامل به مربوط مؤلفه ها از یکی است، شده بيان جزء دو مجموعه توسط كه ،٢٠١٠ اول نيمسال در

β̂٢١ = ٠٫١٢۶ كه است دانش آموز به مربوط ديگر مؤلفه و است β̂١١ = ٠٫۴٩٣ همان كه مقدماتی دروس

است. دو مرحله بر یک مرحله نفوذ اثر ميزان دهنده نشان β̂١١ = ٠٫۴٩٣ است.

دانش آموزان دانش كمبود به توجه با كه است واقعيت اين نشان دهنده فوق مدل ضرايب از تفسير اين

بنابراين كنند. پيگيری جديت با را تجربی دوره های دانش آموزان از بسياری كه است نياز تجربی كارهای در

كرد: بيان زير صورت به می توان را فوق مثال منظم مرحله ای دو خطی مدل شده برآورد بردارهای

ŷ١ = ۴١٫۴٧٧ + ٠٫۴٩٣X١١, ŷ٢ = ٢١٫٩٨۵ + ٠٫۶١٩X٢٢.
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نتيجه گيری و بحث ۵

آماری نظريه پردازان برخی توجه اخير سال های در مرحله ای دو ويژه به و مرحله ای چند خطی مدل های نظريه

داده های نبودن دسترس در اول دليل است. گرفته قرار استفاده مورد كمتر دليل دو به ولی است كرده جلب را

برای نرم افزاری بسته نبود و محاسباتی عبارت های بودن پيچيده ديگر دليل و است مرحله ای دو مناسب

سینها و (١٩٨٧) ولافوا به مربوط روش كنار در تئوری، روش یک ارائه ضمن مقاله اين در آنهاست. محاسبه

تبديل كه آنجا از هستند. سان یک روش دو اين از حاصل برآوردهای داديم نشان ،(٢٠١٣) همکاران و

مستقيم روش از استفاده نمی شود. محاسباتی روش های شدن ساده سبب مرحله ای دو خطی مدل كردن

برنامه یک از استفاده با می توان نيز (۴) رابطه كردن ساده بدون و مستقيماً اينكه ضمن می شود. پيشنهاد

كرد. محاسبه (٣) دومرحله ای خطی مدل با را مدل پارامترهای برآورد ساده نسبتاً محاسباتی

محاسباتی برنامه های الف: پیوست

مستقيم روش به (۴) فرمول محاسبه :١ شماره برنامه

>fix(beta.hat)
bata.hat=function(data,n١=۴٠,n٢=۴٠,p٢=١,p٢=٢){
Y١=data[,١]
Y٢=data[,(p١+١)]
x١١=data[,c(٢:p١)]
x٢٢=data[,c((p٢+١):(p١+p٢))]
Y=rbind(as.matrix(Y١),as.matrix(Y٢))
one=rep(١,n١)
X١=cbind(one,X١١)
X٢=cbind(one,x٢٢)
zero=matrix(٠,n١,p١)
D=cbind(rep(٠,n٢),x٢٢)
X=rbind(cbind(X١,zero),cbind(D,X٢))
V١=matrix(٣. ٠,n١,n٢)
diag(V١)=rep(١,n١)
V٢=V١
zero٢=matrix(٠,n١,n٢)
V.ep=rbind(cbind(V١,zero٢),cbind(t(zero٢),V٢))
beta.hat=solve((t(X)%*%solve(V.ep)%*% X))%*%t(X)%*%solve(V.ep)%*%Y
beta١.hat=beta.hat[١:p١]
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beta٢.hat=beta.hat[(p١+١):(p١+p٢)]
result=list(beta١.hat,beta٢.hat)
return(result)}

مستقيم روش به (۵) فرمول محاسبه :٢ شماره برنامه

>fix(beta.tillstar)
function(data,n١=۴٠,n٢=۴٠,p٢=١,p٢=٢){
Y١=data[,١]
Y٢=data[,(p١+١)]
x١١=data[,c(٢:p١)]
x٢٢=data[,c((p٢+١):(p١+p٢))]
one=rep(١,n١)
X١=cbind(one,x١١)
X٢=cbind(one,x٢٢)
zero=matrix(٠,n١,p١)
D=cbind(rep(٠,n٢),x٢٢)
V١=matrix(٣. ٠,n١,n٢)
diag(V١)=rep(١,n١)
V٢=V١
L=t(X١)%*%solve(V١)%*%X١+t(D)%*%solve(V٢)%*%D
E=t(X٢)%*%solve(V٢)%*%X٢-t(X٢)%*%solve(V٢)%*%D%*%ginv(L)
%*%t(D)%*%solve(V٢)%*%X٢
A١=ginv(L)%*%t(X١)%*%solve(V١)%*%Y١
A٢=ginv(L)%*%t(D)%*%solve(V٢)%*%X٢%*%ginv(E)%*%t(X٢)
%*%solve(V٢)%*%D%*%ginv(L)%*%t(X١)%*%solve(V١)%*%Y١
A٣=ginv(L)%*%t(D)%*%solve(V٢)%*%Y٢
A۴=ginv(L)%*%t(D)%*%solve(V٢)%*%X٢%*%ginv(E)%*%t(X٢)
%*%solve(V٢)%*%D%*%ginv(L)%*%t(D)%*%solve(V٢)%*%Y٢
A۵=-ginv(L)%*%t(D)%*%solve(V٢)%*%X٢%*%ginv(E)%*%t(X٢)
%*%solve(V٢)%*%Y٢
beta١.tillstar=A١+A٢+A٣+A۴+A۵
B١=-ginv(E)%*%t(X٢)%*%solve(V٢)%*%D%*%ginv(L)%*%t(X١)
%*%solve(V١)%*%Y١
B٢=-ginv(E)%*%t(X٢)%*%solve(V٢)%*%D%*%ginv(L)%*%t(D)
%*%solve(V٢)%*%Y٢
B٣=ginv(E)%*%t(X٢)%*%solve(V٢)%*%Y٢
beta٢.tillstar=B١+B٢+B٣
result=list(beta١.till,beta٢.till)
return(result)}
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مدل تبديل روش به (٨) فرمول محاسبه :٣ شماره برنامه
>fix(beta.till)
function(data,n١=۴٠,n٢=۴٠,p٢=١,p٢=٢){
Y١=data[,١]
Y٢=data[,(p١+١)]
x١١=data[,c(٢:p١)]
x٢٢=data[,c((p٢+١):(p١+p٢))]
one=rep(١,n١)
X١=cbind(one,x١١)
X٢=cbind(one,x٢٢)
zero=matrix(٠,n١,p١)
D=cbind(rep(٠,n٢),x٢٢)
V١=matrix(٣. ٠,n١,n١)
diag(V١)=rep(١,n١); V٢=V١
l=matrix(٠,n٢,n٢)
diag(l)=rep(١,n٢)
L=t(X)%*%solve(V١)%*%X١+t(D)%*%solve(V٢)%*%D
E=t(X٢) %*% solve(V٢) %*% X٢-t(X٢) %*% solve(V٢) %*% D %*% ginv(L)
%*% t(D)%*%solve(V٢)%*%X٢
Q=solve((t(X١)%*%solve(V١)%*%X١))%*%t(X١)%*%solve(V١)
K=D%*%Q
Y٢star=-K%*%Y١+Y٢
betahat١=Q%*%Y١
A١=ginv(L)%*%L%*%betahat١
A٢=ginv(L)%*%t(D)%*%solve(V٢)%*%Y٢star
U=D%*%ginv(L)%*%t(D)%*%solve(V٢)
W=U-l
A٣=ginv(L)%*%t(D)%*%solve(V٢)%*%X٢%*%ginv(E)%*%t(X٢)%*%solve(V٢)
%*%W%*%Y٢star
B١=ginv(E)%*%t(X٢)%*%solve(V٢)%*%Y٢star
B٢=-ginv(E)%*%t(X٢)%*%solve(V٢)%*%D%*%ginv(L)%*%t(D)%*%solve(V٢)
%*%Y٢star
beta١.till=A١+A٢+A٣
beta٢.till=B١+B٢
result=list(beta١.till,beta٢.till)
return(result)}
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