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1390*5*16 :ýÂÚ÷¥�� ßþÂ¡� ¾þ¤�� 1390*3*20 :´ê�þ¤¢ ¾þ¤��ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ù¢��÷�¡ �� ��¨�õ FGM ÛÊÔõ ý�ûÝ�Þã� ¥� ý�ù¢��÷�¡ : ùÀ�Ø�ý�Â� �õ�Þä �ûÀó�õ ßþ� .¢�ªüõ ¢�¹þ� �þ��-âþ¥�� Àó�õ â��� Í¨�� �î ¢¤�¢ ¢��øüªø¤ �ó�Öõ ßþ� ¤¢ .À÷¤�¢ üÞî ýÂþÁ�é�Îã÷� ø À÷�ùÀª ü¨¤Â� ö¤�Öµõ ý�ûâþ¥��ýÂ þÁ �é�Îã ÷� � î ¢�ªüõ ¢� ú �È � � ö¤� Ö µ õ� ÷ ý� ûâ þ¥� � ö¢¤ø� ´¨¢ � � ý�Â �ý�Â� üªø¤ ßþ� Â� ùø�ä .Àû¢üõ Çþ��ê� �¤ ñÀõ �¹�µ÷ ¤¢ ø �þ��-âþ¥�� ý�ûÀó�õö¢Âî Â�ÂþÁ�é�Îã÷� ý�Â� À÷���üõ �î Àª Àû��¡ �þ�¤� üÜî ´ó�� ¤¢ �ûÀó�õ Ý�Þã�ö���üõ �ûÀó�õ ýÂþÁ�é�Îã÷� Çþ��ê� �� .¢�ª �µêÂð ¤�î �� ��÷ �þ��-âþ¥�� ý�ûÀó�õ.¢Âî �À�� üãì�ø ý�ûù¢�¢ ý�Â� ýÂ���ÜÎõ ñÀõÀó�õ ,�þ��-âþ¥�� Àó�õ ,ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ù¢��÷�¡ ,üîÀ�� üó�Ú� ,¥��µõ� â��� : ýÀ�Üî ý�ûù��ø.ö¤�Öµõ�÷0 . alamatho�s
i.ui.a
.ir ,¥�¨´õ�ä ß�Æ�ÀÞ½õ :�ó�Öõ ñ�ÿÆõ ×�÷øÂµØó� §¤¢�0 . 60E99 :(2000) ü®�þ¤ ýÀ��á�®�õ Àî



�µê�þÝ�Þã� FGM ý�ûÛÊÔõ ý�Â� ÂþÁ� é�Îã÷� ý�ûÀó�õ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 62�õÀÖõ 1ëÀ¬ Âþ¥ ¯Âª ø¢ ¤¢ �î ´¨� I �� I2 = [0;1℄2 ¥� üã�� � ,C ùÂ�çµõ ø¢ ÛÊÔõÀ�îüõ,I2 �� ÕÜãµõ (u; v) Âû ý�Â� (1C(u;0) = C(0; v) = 0;C(u;1) = u;C(1; v) = v;,v1 � v2 ø u1 � u2 �î ý¤�Ï �� I �� ÕÜãµõ v2 ø v1 ,u2 ,u1 Âû ý�Â� (2C(u2; v2)� C(u2; v1)� C(u1; v2) + C(u1; v1) � 0:ø F ý�ûý¤��î ø H ��b�� âþ¥�� �� ùÂ�çµõ ø¢ âþ¥�� Âû Àû¢üõ ö�È÷ ¤�Ø¨� ��ÌìÛÊÔõ ×þ C ö� ¤¢ �î ,´ª�÷ H(x; y) = C(F (x); G(y)) �¤�¬ �� ö���üõ �¤ G.(2006 ,ßÆÜ÷) ´¨�,(1960) üó¤� ê Í¨�� �î ,´¨� 1FGM ÛÊÔõ ,éøÂãõ ý�ûÛÊÔõ ¥� üØþ�� ö� üÜî ÛØª ø �µêÂð ¤�Âì �ãó�Îõ ¢¤�õ (1956) öÂµÆ�ð¤�õ ø (1960) Û±õ�ð�¤�¬C�(u; v) = uv(1+ �(1� u)(1� v)); �1 � � � 1; 0 � u; v � 1:°þÂ® �Âþ¥ ,¢Â�ðüõ ¤�Âì ù¢�Ôµ¨� ¢¤�õ Ýî ý�ûüÚµÆ��ø ý�Â� ÛÊÔõ ßþ� .´¨�ßþ� ø À�îüõ ¤��µ¡� �¤ [�13 ; 13 ℄ ù¥�� �� ÕÜãµõ ý�û¤�ÀÖõ �ú�� ö� ßõÂ�³¨� üÚµÆ±Þûüþ�ûÝ�Þã� ù¢øÀ½õ ßþ� Çþ��ê� ý�Â� .´¨� FGM ÛÊÔõ ý�û´þ¢øÀ½õ ¥� üØþ�� ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ù¢��÷�¡ ×þ ßµêÂð ÂÑ÷ ¤¢ �ûÝ�Þã� ßþ� ¥� üØþ .´¨� ùÀª �þ�¤��¤�¬C�;�(u; v) = uv + ��(u)�(v) (1)1 Farlie-Gumbel-Morgenstern



63 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö��÷�È��ù�õ åøÂê ,¥�¨´õ�ä ß�Æ�ÀÞ½õø Àª üêÂãõ (1992) � � ó� - �Úþ¤¢ø¤ Í¨�� ¤� � ß� óø� �î ,´¨� � 2 [�1;1℄ � �©ø¤ (2007) ß�Üî ø ÂÈ�ê .À÷¢�¢ �ã¨�� �¤ ö� (2005 ø 2002) ¢¤�Â�ð ø ¢¤�õ�üêÂãõ ,¢�ªüõ ùÀ�õ� ÷ C�;� ÛÊÔõ \Àó�õ â�� �" �î � â�� � ßµ¡�¨ ý�Â � ü± ó��ü¨��Öõ ý�ûÂµõ�¤�� ö¢ø�ê� ,´¨� ùÀª ��� �ûâþ¥�� §�¨� Â� �î ©ø¤ ßþ� ¤¢ .À÷¢Âî.Àû¢üÞ÷ Çþ��ê� �¤ ö� ýÂþÁ�é�Îã÷� ,âþ¥�� �� ü÷�Øõ ø�� 3 Ç¿� ¤¢ .¢�ªüõ üêÂãõ �þ��-âþ¥�� ý�ûÀó�õ 2 Ç¿� ¤¢ �ó�Öõ ßþ� ¤¢� � ´±Æ ÷ � î À ÷�ªüõ ¢�¹ þ� ö¤� Ö µ õ� ÷ ý� ûÀ ó� õ ,üä�¹ �¤� Â µ õ�¤� � ×þ ö¢ø� ê�ý�ûÀó�õ �� «�¡ ´ó�� ¤¢ ø À÷¤�¢ ýÂµÈ�� ýÂþÁ�é�Îã÷� üó�Þãõ ý�ûÀó�õÀó�õ �ÜÞ� ¥� Àó�õ Âû �î ¢�ªüõ ù¢�¢ ö�È÷ 4 Ç¿� ¤¢ .À÷�ªüõ ÛþÀ±� ö¤�Öµõý�ûüðÄþø ö�þ�� ¤¢ .¢�¢ Ý�Þã� ÂµÈ�� ýÂþÁ�é�Îã÷� ý�Â� ö���üõ �¤ �þ��-âþ¥��.À÷�ªüõ ù¢¤ø� ´¨¢ �� �þ��-âþ¥�� ý�ûÀó�õ �� üþ�ûÛÊÔõ ý�Â� üÚµÆ��ø�þ��-âþ¥�� ý�ûÀó�õ 2¢¤�Â�ð ø ¢¤�õ� .ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤ (1) �¤�¬ �� ö¤�Öµõ ýÂµõ�¤� � �Þ� ÷ ù¢��÷�¡Âð� ÍÖê ø Âð� ,´¨� ÛÊÔõ � 2 [�1;1℄ Âû ý�Â� C�;� â��� �î À÷¢�¢ ö�È÷ (2002),À�î ëÀ¬ Âþ¥ ý�û¯Âª ¤¢ ø Àª�� �µ¨��� �fÖÜÎõ I ýø¤ � â���I �� ÕÜãµõ u Âû �±þÂÖ� ý�Â� (1j�0(u)j � 1; (2)I �� ÕÜãµõ u Âû ý�Â� (2j�(u)j � minfu;1� ug; (3).¢�� Àû��¡ �µ¨��� �fÖÜÎõ C�;� �¤�¬ ßþ� ¤¢ë�ê ý�û¯Âª ¤¢ minfu;1� ug ø u(1� u)(1� 2u) ý�ûâ��� ñ�·õ ö���ä ��ý�ûÀó�õ �õ�¢� ¤¢ .À�ª� � C�;� ÛÊÔõ Àó�õ À� ÷�� �üõ ßþ�Â �� � � ø À� �îüõ ëÀ¬.¢�ªüõ ù¢�¢ �Âª �ûö� ö¢¤ø� ´¨¢ �� ©ø¤ ø üêÂãõ �þ��-âþ¥��



�µê�þÝ�Þã� FGM ý�ûÛÊÔõ ý�Â� ÂþÁ� é�Îã÷� ý�ûÀó�õ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 64°��Â� �� âþ¥�� ø üó�Ú� â��� � � üê¢�Ê� Â�çµõ ×þ X À��î ­Âê : 1 ÓþÂã�Âþ¥ �¤�¬ �� \üîÀ�� üó�Ú� â���" .Àª�� F�1(x) üîÀ�� â��� ø F (x) ø f(x).¢�ªüõ ÓþÂã��f (u) = f(F�1(u)); u 2 I:Àó�õ ö� � � ,¢�ª �µ êÂð ÂÑ ÷ ¤¢ C�;�f �¤�¬ �� ÛÊÔõ À ó�õ ö�� �ä � � �f Âð�.À�þ�ðüõ �þ��-âþ¥���f À÷¢Âî ´��� ,Àª�� ö¤�Öµõ ø ÂþÁ� ÕµÈõ f �î üµó�� ¤¢ (2007) ß�Üî ø ÂÈ�ê¯Âª ø¢ Âð� ÍÖê ø Âð� ,´¨� C�;�f ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ÛÊÔõ Àó�õ f (x) � 1; x � 0; (4) F (x) � 1; x � 0; (5)â��� ×þ ý�Â� \�µê�þÝ�Þã� ¥��µõ� â���" ÕÜÎõ ¤Àì �þ  g(x) ö� ¤¢ �î À�ª�� ¤�ÂìÂ�¢�ªüõ ÓþÂã� Âþ¥ �¤�¬ �� g : R! R+ ÂþÁ� ÕµÈõ ´±·õ g(x) = j � ddx ln(g(x))j = jg0(x)g(x) j:.¢�ªüõ ùÀ�õ�÷ \�µê�þÝ�Þã� ¥��µõ� â���"  �g(x) = g0(x)g(x) ßþ� Â� ùø�äÝþ¤�¢ �¤�¬ ßþ� ¤¢ ,Àª�� ¢¤�À÷�µ¨� ñ�õÂ÷ âþ¥�� ý�¤�¢ X À��î ­Âê : 1 ñ�·õf(x) = 1p2� e�x22 ; x 2 R; Normf = jxj > 1; x < �1;.Àª�� �þ��-âþ¥�� Àó�õ ×þ À÷���üÞ÷ �Norm ø ´Æ�÷ ¤�ÂìÂ� (4) ¯ÂªÝþ¤�¢ �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� ×�µÆ¹ó âþ¥�� ý�¤�¢ X À��î ­Âê : 2 ñ�·õFLog(x) = 11+ e�x ; x 2 R; LogF (x) = j e�x1+ e�x j � 1; x � 0; (´¨� ¤�ÂìÂ� x 2 R Âû ý�Â� âì�ø ¤¢) Logf (x) = je�x � 11+ e�x j � 1; x � 0; (´¨� ¤�ÂìÂ� x 2 R Âû ý�Â� âì�ø ¤¢)



65 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö��÷�È��ù�õ åøÂê ,¥�¨´õ�ä ß�Æ�ÀÞ½õ¤¢ .´¨� �þ��-âþ¥�� Àó�õ ×þ �Log ø À�µÆû ¤�ÂìÂ� (5) ø (4) ý�û�Î��¤ �¹�µ÷ ¤¢Ýþ¤�¢ âì�ø�Log(u) = fLog(F�1Log(u)) = u(1� u);.´¨� ¢¤�À÷�µ¨� FGM ù¢��÷�¡ Àó�õ ö�Þû ßþ� øÂþÁ�é�Îã÷� �þ��-âþ¥�� ý�ûÀó�õ 3ö� ýÂþÁ�é�Îã÷� ,âþ¥�� ×þ �� ö�Øõ ø §��Öõ ý�ûÂµõ�¤�� ö¢ø�ê� �î ´¨� ßªø¤�õ� .¢Âî ù¢�Ôµ¨� ùÀþ� ßþ� ¥� ö��µ� ��÷ ��ßþ� ¤¢ À¨¤üõ ÂÑ÷ �� ø Àû¢üõ Çþ��ê� �¤Çþ�� ê� �¤ ö� ýÂ þÁ �é�Îã ÷� ,â þ¥� � � � � ûÂ µ õ�¤� � ß þ� ö¢ø� ê� ¢�¢ ö�È ÷ ö�� �üõù¢�Ôµ¨� Àþ�� ýÂÚþ¢ ©ø¤ ¥� ¢Âî ÂþÁ�é�Îã÷� �¤ Àó�õ ö��µ� �îßþ� ý�Â� ,Àû¢üÞ÷öÀ÷�¨¤ ö��� �� ý�Â� 2üä�¹�¤� Âµõ�¤�� ×þ ¥� ù¢�Ôµ¨� ,�û©ø¤ ßþ� ¥� üØþ .¢�Þ÷â��� öÀ÷�¨¤ ö��� �� .À�îüõ ¢�¹þ� ÀþÀ� âþ¥�� â��� ×þ ¢�¡ �î ´¨� âþ¥�� â���ø (4) ý�û�Î��¤ ¥� ö��� üÞ÷ ÂÚþ¢ ø ¢¤�Áðüõ Â���� üó�Ú� â��� ö¤�Ö� ýø¤ âþ¥��ö���üõ Âþ¥ Ýó ø üîÀ�� üó�Ú� â��� ×Þî �� ,üÜî ´ó�� ¤¢ �õ� .¢Âî ù¢�Ôµ¨� (5).¢¤ø� ´¨¢ �� �þ��-âþ¥�� Àó�õ â���ù�Ú÷� ,Àª�� ÂþÁ� ÕµÈõ f üó�Ú� â��� Âð� : 1 Ýó,j�0f (u)j � 1; u 2 I ,  f (x) � 1; x 2 R (Óó�j�f (u)j � minfu;1� ug; u 2 I ,  F (x) � 1;  �F (x) � 1; x 2 R (�.¢�ªüõ ��±�� ß�Üî ø ÂÈ�ê 2 Ýó �� ���Èõ üó�Àµ¨� �� : ö�ûÂ��¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� ö¤�Öµõ ø ÂþÁ� ÕµÈõ f üó�Ú� â��� À��î ­Âê : 1 ÂîÁ�,f ö¤� Ö � � � � �� � � � �Â þ¥ . �F (x) � 1 ù� Ú ÷�  F (x) � 1 ,x 2 R Â û ý�Â � Â ð�,�¹�µ÷ ¤¢ .F (x) = �F (�x) ø f(x) = f(�x) �F (x) = j f(x)�F (x) j = j f(�x)F (�x) j =  F (�x):2 Resilien
e parameter



�µê�þÝ�Þã� FGM ý�ûÛÊÔõ ý�Â� ÂþÁ� é�Îã÷� ý�ûÀó�õ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 66. �F (x) � 1 ù�Ú÷�  F (x) � 1 ,x 2 R Âû ý�Â� Âð� ßþ�Â����� � 1 Ý ó ,Àª� � ö¤� Ö µ õ ø Â þÁ � Õ µÈõ f �î üµ ó�� ¤¢ Àû¢üõ ö�È ÷ � µØ ÷ ß þ�.´¨� ñ¢�ãõ (5) ø (4) ý�û�Î��¤� ö��� �� X âþ¥�� â��� Âð� .Àª�� ×�µÆ¹ó âþ¥�� ý�¤�¢ X À��î ­Âê : 3 ñ�·õ×�µÆ¹ó üó�Ú� â�� � .Àþ�üõ ´¨¢ �� ö¤�Ö µõ� ÷ ×�µÆ¹ó âþ¥�� ,¢�ª ùÀ÷�¨¤¤¢ .´¨� ùÀª ÓþÂã� ,´¨� üÚó�� Âµõ�¤�� � ö� ¤¢ �î ,� > 0 Âû ý�Â� ö¤�Öµõ�÷ý�Â� ø üÔ�õ �ó�� � > 1 ý�Â� ,´±·õ �ó�� � < 1 ý�Â� ×�µÆ¹ó üó�Ú� â��� âì�øÝþ¤�¢ Àó�õ â��� ßµê�þ ý�Â� �õ� .´¨� ö¤�Öµõ � = 1FAL(x;�) = ( 11+ e�x )�; x 2 R;F�1AL (x;�) = � ln(x�1=� � 1); x 2 I; ALF (x) = j �e�x1+ e�x j � �; x 2 R; ALf (x) = j�e�x � 11+ e�x j � maxf�;1g; x 2 R; AL�F (x) = j �e�x(1+ e�x)�+1(1� 1(1+e�x)� ) j � 1; x 2 R:ù�Ú÷� ,0 < � < 1 Âð� ´¨� üúþÀ��AL(u) = fAL(F�1AL (u)) = �u(1� u1=�).Àþ�üõ ´¨¢ �� �Log(u) = u(1� u) ö�Þû ,� = 1 Âð� .´¨� C�;�AL ÛÊÔõ Àó�õÇ�� ñ��¨ ßþ� ��ßþ� .Àª�� Àó�õ À÷���üÞ÷ ë�ê �¤�¬ �� �AL ,� > 1 ý�Â� �õ�?¢¤�À÷ ¢��ø ´ó�� ßþ� ¤¢ Àó�õ â��� ö¢¤ø� ´¨¢ �� ý�Â� üªø¤ �þ� �î Àþ�üõÂû  �F ø  F , f �î 3 ñ�·õ À�÷�õ üþ�û¢¤�õ ¤¢ �� À�îüõ ×Þî �õ �� Âþ¥ �µØ÷´¨¢�� �¤ Àó�õ ö��µ� ��÷ À�µÆû ×þ ¥� Âµð¤�� �ûö�Âî ßþ� ¥� ü¡Â� �õ� À÷¤�À÷�Âî �¨.¢¤ø�F ø f °��Â� �� âþ¥�� ø üó�Ú� â��� ý�¤�¢ X üê¢�Ê� Â�çµõ À��î ­Âê : 2 ÂîÁ� �F (x) � � ø  F (x) � � , f (x) � � Ý�ª�� �µª�¢ 0 < � <1 ý�Â� Âð� .Àª��.¢�� Àû��¡ � 2 [�1;1℄ Âû ý�Â� C�;��f ÛÊÔõ Àó�õ ��f (u) = �f (u)� ù�Ú÷�



67 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö��÷�È��ù�õ åøÂê ,¥�¨´õ�ä ß�Æ�ÀÞ½õ�þ��-âþ¥�� Àó�õ â��� ,� > 1 �� ×�µÆ¹ó üó�Ú� â��� ý�Â� ,2 ÂîÁ� ¥� ù¢�Ôµ¨� ��,Àó�õ ßþ� âì�ø ¤¢ .Àþ�üõ ´¨¢ �� ��AL(u) = 1��AL(u) = u(1� u 1� ) �¤�¬ ��.´¨� u(1� u) ¥� Â�ÂþÁ� é�Îã÷� �î Àû¢üõ ´¨¢ �� �¤ ���î ø Ù÷�û ÛÊÔõ�� ��÷ ö¤�Öµõ ý�ûÀó�õ ý�Â� À÷��� üõ 2 ÂîÁ� �î ´¨� üúþÀ� ,ÂîÁ� �� ���� ��ü�ãþ ß�Üî ø ÂÈ�ê ý�û¯Âª �� ´±Æ÷ �¤ ýÂ�Ó�ã® ý�û¯Âª �î ¢�ª �µêÂð ¤�î�î ¢¥�¨üõ Ýû�Âê �¤ ö�Øõ� ßþ� 2 ÂîÁ� âì�ø ¤¢ .À�îüõ ö��� (5) ø (4) ý�û�Î��¤.Àþ� ´¨¢ �� C�;� ÛÊÔõ ý�Â� ýÂµÈ�� ý�ûÀó�õ, g ö� ý�Â� �î �µ¨��� �fÖÜÎõ ø ùÂ�çµõ ×þ g üó�Ú� â��� Âû ý�Â� á�Þ¹õ ¤¢.¢¤ø� ´¨¢ �� ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ÛÊÔõ Àó�õ ö���üõ ,À�ª�� ¤�À÷�Âî �¨ Âû , �G ø  G�µê�þÝ�Þã� ý�ûÀó�õ 4Âû ý�Â� �î ¢�ªüõ ¢�ú�È�� �ûÀó�õ ýÂþÁ�é�Îã÷� ý�Â� ÂÚþ¢ üªø¤ Ç¿� ßþ� ¤¢ö��� �� ©ø¤ ßþ� .Àª�� �µª�¢ ¢Â�¤�î À÷���üõ �þ��-âþ¥�� ý�ûÀó�õ �ÜÞ� ¥� ,Àó�õâ��� ×þ �î ´¨� Àó�õ â��� ý�Â� üä�¹�¤� Âµõ�¤�� ¥� ù¢�Ôµ¨� ü�ãþ Àó�õ â��� öÀ÷�¨¤ý�ûüðÄþø ´¨� ßØÞõ �µ ê� þÝ�Þã� À ó�õ ßþ� .À�îüõ ¢�¹þ� � µ ê� þÝ�Þã� À ó�õ.Àª�� �µª�¢ ��óø� Àó�õ �� ü�ø�Ôµõ üÚµÆ��ø­Âê �� ù�Ú÷� ,Àª�� � 2 [�1;1℄ Âû ý�Â� C�;� ÛÊÔõ Àó�õ â��� � Âð� : 1 ��Ìì.´¨� C�;�� ÛÊÔõ Àó�õ ,� 2 [�1;1℄ Âû ý�Â� ��÷ �� â��� ,� � 2â��� � �î ��ö� ¥� .j��(u)j � min(u;1� u) �î ¢�ªüõ ù¢�¢ ö�È÷ �Àµ�� : ö�ûÂ�Ýþ¤�¢ ´¨� Àó�õ0 � j�(u)j � min(u;1� u) � 1; u 2 I:� � 2­Âê �� �¹�µ÷ ¤¢0 � j��(u)j � j�(u)j � min(u;1� u) � 1:



�µê�þÝ�Þã� FGM ý�ûÛÊÔõ ý�Â� ÂþÁ� é�Îã÷� ý�ûÀó�õ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 68�î ��ö� ¥� .´¨� ¤�ÂìÂ� ��÷ j(��(u))0j � 1 �Î��¤ �î ¢�ª ù¢�¢ ö�È÷ ´Æ�ê�î ñ��Ýþ¤�¢ ,´¨� j�0(u)j � 1 �¹�µ÷ ¤¢ ø Àó�õ â��� �j(��(u))0j = j��0(u)���1(u)j � �j���1(u)j: üêÂÏ ¥�0 � j�(u)j � min(u;1� u)ßþ�Â���� ,j�(u)j � 12 �¹�µ÷ ¤¢j(��(u))0j � �j���1(u)j � �(12 )��1� 1; � � 2.´¨� Ûõ�î ö�ûÂ� øö��� �� �Log Âð� ñ�� .�Log(u) = u(1� u) �î Àª ù¢�¢ ö�È÷ 2 ñ�·õ ¤¢ : 4 ñ�·õÝþ¤�¢ ,¢�ª ùÀ÷�¨¤ ���Log(u) = (�Log(u))� = u�(1� u)�:� 2 [�1;1℄ Âû ý�Â� C�;��Log ÛÊÔõ Àó�õ ��Log ,� � 2 �þ � = 1­Âê �� ßþ�Â����ÛÊÔõ Àó�õ ö�Þû ,´¨� u(1� u) ¥� Â�ÂþÁ�é�Îã÷� �î Àó�õ ßþ� âì�ø ¤¢ .´¨��¤�¬ �� (2000) ý�¡ ø ý�C(u; v) = uv + �u�v�(1� u)�(1� v)��� � � 1­Âê �� ��AL(u) = u(1� u 1� ) Âð� ñ�� .´¨� � � 2 ø � = � ­Âê ��Ýþ¤�¢ ¢�ª ùÀ÷�¨¤ � ö������AL(u) = u�(1� u 1� )�:



69 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö��÷�È��ù�õ åøÂê ,¥�¨´õ�ä ß�Æ�ÀÞ½õ.´¨� � 2 [�1;1℄ Âû ý�Â� C�;���AL ÛÊÔõ Àó�õ ���AL ,� � 2 �þ � = 1­Âê �� �î´ó�� ¤¢ ø ´¨� ��Log ��÷ ø �AL ø �Log ¥� Â�ÂþÁ�é�Îã÷� Àó�õ ßþ� �î ´¨� üúþÀ�.¢�ªüõ ÛþÀ±� �ûö� üõ�Þ� �� «�¡C�;�� ÛÊÔõ Àó�õ Àó�õ À÷���üõ �� ��÷ � < 2­Âê �� �ûÀó�õ ü¡Â� ý�Â� �µ±ó�.´Æ�÷ üÜî Âõ� ßþ� Àû¢üõ ö�È÷ Âþ¥ ñ�·õ �õ� .Àª�� � 2 [�1;1℄ Âû ý�Â��¤�¬ ßþ� ¤¢ ,�(u) = min(u;1� u) À��î ­Âê : 5 ñ�·õ��(u) = (�(u))� = (min(u;1� u))�:Ýþ¤�¢ u = 12 ¤¢ �� �� �¹�µ÷ ¤¢j��0(u)j = �[min(u;1� u)℄��1:Ýþ¤�¢ u = 0=49 ý�Â� ,� = 1=5 À��î ­Âê ñ��j��0(u)j = 1=5(0=49)0=5 = 1=05 > 1:ÛÊÔõ À ó�õ À ÷�� �üÞ ÷ ��(u) = (min(u;1 � u))� ,� = 1=5­Âê � � ßþ�Â �� � �.Àª�� � 2 [�1;1℄ Âû ý�Â� C�;��ý�ûüðÄþø ´¨� ßØÞõ �µê� þÝ�Þã� ý�ûÀó�õ �î ¢�ªüõ ù¢�¢ ö�È÷ �õ�¢� ¤¢Ý�û�Ôõ Àþ� � �Àµ �� � õ� .À�ª� � � µª�¢ �� óø� À ó�õ ý�ûüðÄþø � � ü�ø�Ô µõ üÚµÆ��ø.À÷�ª üêÂãõ ÂÑ÷ ¢¤�õ üÚµÆ��øÂ � ç µ õ ´ Ô � .(PQD) 3´ ± · õ ü ã �Â õ ü Ú µ Æ ��ø (Ó ó� : 2 ÓþÂã�,(x; y) Â û ý�Â � Â ð� ,À � þ� ð ´ ± · õ ü ã �Â õ � µ Æ ��ø �¤ (X;Y ) ü ê¢� Ê �.P (X � x; Y � y) � P (X � x)P (Y � y)¥� ý��ó�±÷¢ üóø�÷ �¤ Y üê¢�Ê� Â�çµõ .(LTD(Y jX)) 4²� ¥� ý��ó�±÷¢ üóø�÷ (�ý¢�ã¬Â�è x �� ´±Æ÷ y Âû ý�Â� P (Y � yjX � x) Âð� ,À�þ�ð X °Æ� Â� ²�.Àª��3 Positive Quadrant Dependent4 Left Tail De
reasing



�µê�þÝ�Þã� FGM ý�ûÛÊÔõ ý�Â� ÂþÁ� é�Îã÷� ý�ûÀó�õ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 70ý¢� ã¬ �¤ Y üê¢�Ê � Â � ç µ õ .(RTI(Y jX)) 5´¨�¤ ¥� ý�� ó� ± ÷¢ ý¢� ã¬ (�x �� ´±Æ÷ y Âû ý�Â� P (Y > yjX > x) Âð� ,À�þ�ð X °Æ� Â� ´¨�¤ ¥� ý��ó�±÷¢.Àª�� üóø�÷Â�èüê¢�Ê� ¤�Ï �� �¤ Y üê¢�Ê� Â�çµõ .(SI(Y jX)) 6ý¢�ã¬ üê¢�Ê� ¤�Ï �� (�x � � ´ ± Æ ÷ y Â û ý�Â � P (Y > yjX = x) Â ð� ,À � þ� ð X °Æ� Â � ý¢� ã ¬.Àª�� üóø�÷Â�è¤¢ �¤ Y ø X ü ê¢� Ê � ý� ûÂ � ç µ õ .(RCSI) 7ý¢� ã ¬ ´ ¨�¤ � ª� ð ¤¢ (���Þ� ý�Â� P (Y > y;X > xjY > y0; X > x0) Âð� ,À�þ�ð ý¢�ã¬ ´¨�¤ �ª�ð.Àª�� üóø�÷Â�è y0 ø x0 �� ´±Æ÷ ,y ø x ý�û¤�ÀÖõ²� �ª�ð ¤¢ �¤ Y ø X üê¢�Ê� ý�ûÂ�çµõ .(LCSD) 8üóø�÷ ²� �ª�ð ¤¢ (�,y ø x ý�û¤�ÀÖõ ��Þ� ý�Â� P (Y � y;X � xjY � y0; X � x0) Âð� ,À�þ�ð üóø�÷.Àª�� ý¢�ã¬Â�è y0 ø x0 �� ´±Æ÷â��� °Æ� Â� ,C�;� ÛÊÔõ ý�Â� üÚµÆ��ø Ý�û�Ôõ �� À�îüõ ×Þî Âþ¥ ��Ìì.À÷�ª ö��� � Àó�õâ��� �� �µ¨��� (X;Y ) üê¢�Ê� ¤�¢Â� À��î ­Âê :(2002 ,¢¤�Â�ð ø ¢¤�õ�) 2 ��ÌìÝþ¤�¢ �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� � > 0 ø C�;� ÛÊÔõ�(u) > 0 Ý�ª�� �µª�¢ u 2 I Âû ý�Â� Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû PQD ,Y ø X (Óó�.�(u) < 0 �þ.Àª�� ���Øþ �(u)u Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû LTD ,Y ø X (�.Àª�� ���Øþ �(u)u�1 Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû RTI ,Y ø X (�.À�ª�� LTD Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû LCSD ,Y ø X (�.À�ª�� RTI Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû RCSI ,Y ø X (�.Àª�� ÂãÖõ �þ �À½õ �(u) Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû SI ,Y ø X (�5 Right Tail In
reasing6 Sto
hasti
ally In
reasing7 Right Corner Set In
reasing8 Left Corner Set De
reasing



71 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö��÷�È��ù�õ åøÂê ,¥�¨´õ�ä ß�Æ�ÀÞ½õÍ¨�� ùÀª À�ó�� ÛÊÔõ �î ¢�¢ ö�È÷ ö���üõ üð¢�¨ �� 2 ��Ìì ¥� ù¢�Ôµ¨� ���¹�µ÷ ¤¢ ø SI ,RTI ,LTD ,PQD ý�ûüðÄþø ý�¤�¢ ,�Log(u) = u(1� u) Àó�õ,��Log(u) = (�Log(u))� = u�(1 � u)� À ó� õ ý�Â � � õ� .´ ¨� RCSI ø LCSDÍÖê ��Log(u) �¹�µ÷ ¤¢ ø À�µÆ�÷ ���Øþ � 6= 1 ý�¥� �� � ø � ý�û´ÞÆì ý�ûâ���ÛÊÔõ ×þ �� À�îüõ ×Þî �µê�þÝ�Þã� Àó�õ ßþ� âì�ø ¤¢ .´¨� PQD üðÄþø ý�¤�¢.¢�ª Û¬�� �ø�Ôµõ ý�ûüðÄþø ��ý�û¤�ÀÖõ ÍÖê �ûâ��� ßþ� �î ´¨� üúþÀ� ,�þ��-âþ¥�� Àó�õ ÓþÂã� �� ���� ��� ø � ý�û´ÞÆì ý�ûâ��� üþ���Øþ ý�û¯Âª ßþ�Â���� À��îüõ ¤��µ¡� �¤ üÔ�õ�÷Âþ¥ �¤�¬ �� �¤ 2 ��Ìì ö���üõ ø À���þüõ Çû�î ö¢�� ý¢�ã¬Â�è �� 2 ��Ìì:¢Âî üÆþ�÷¥��×þ � ø � > 0 ,C�;� ÛÊÔõ â��� � � �µ¨��� (X;Y ) üê¢�Ê� ¤�¢Â� Âð� : 3 ��Ììù�Ú÷� ,Àª�� �þ��-âþ¥�� Àó�õ.À�µÆû PQD ,Y ø X (Óó�.Àª�� ý¢�ã¬Â�è �(u)u Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû LTD ,Y ø X (�.Àª�� ý¢�ã¬Â�è �(u)u�1 Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû RTI ,Y ø X (�.Àª�� ÂãÖõ �(u) Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû SI ,Y ø X (�,2 ��Ìì Â���� �¹�µ÷ ¤¢ .À�îüõ ¤��µ¡� �¤ ´±·õ ý�û¤�ÀÖõ ÍÖê � â��� (Óó� : ö�ûÂ�.À�µÆû PQD ,Y ø X�(u)u �õ� .Àª�� ���Øþ �(u)u Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû LTD ,Y ø X ,2 ��Ìì Õ±Ï (�Ý�ª�� �µª�¢ Âð� ´¨� ���Øþ[�(u)u ℄0 = u�0(u)� �(u)u2 � (�)0; u 2 I, u�0(u) � (�)�(u); u 2 I:.¢�� Àû��¡ u�0(u) � �(u) ,I �� ÕÜãµõ u Âû ý�Â� ,Àª�� üóø�÷Â�è �(u)u Âð� ñ��üêÂÏ ¥� .Àª� � �0(u) � 0 Àþ� � ,À�îüõ ¤� � µ¡� �¤ ´±·õ ý�û¤�ÀÖõ ÍÖê � ö��´±·õ ù¤��Þû À÷���üÞ÷ �0(u) ,´¨� �µ¨��� �fÖÜÎõ � ö�� �õ� .�(0) = �(1) = 0.Àª�� ý¢�ã¬Â�è À÷���üõ ÍÖê �(u)u �¹�µ÷ ¤¢ .Àª��



�µê�þÝ�Þã� FGM ý�ûÛÊÔõ ý�Â� ÂþÁ� é�Îã÷� ý�ûÀó�õ : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : 72�(u)u�1 �õ� .Àª�� ���Øþ �(u)u�1 Âð� ÍÖê ø Âð� À�µÆû RTI ,Y ø X ,2 ��Ìì Õ±Ï (�ù�ðÂû ´¨� ���Øþ[ �(u)u� 1 ℄0 = (u� 1)�0(u)� �(u)(u� 1)2 � (�)0; u 2 I, (u� 1)�0(u) � (�)�(u); u 2 I:.¢�� Àû��¡ (u� 1)�0(u) � �(u) ,I �� ÕÜãµõ u Âû ý�Â� ,Àª�� üóø�÷Â�è �(u)u�1 Âð�üÔ�õ ù¤��Þû À÷���üÞ÷ �0(u) �î ´êÂð �¹�µ÷ ö���üõ Û±ì ´ÞÆì �� ���Èõ ¤�Ï ��.Àª�� ý¢�ã¬Â�è À÷���üõ ÍÖê �(u)u�1 �¹�µ÷ ¤¢ .Àª��.Àª�� ÂãÖõ �þ �À½õ �(u) Âð� ÍÖê ø Âð� À�µÆû SI ,Y ø X ,2 ý��Ìì Õ±Ï (�À÷���üÞ÷ ,´¨� ´±·õ ù¤��Þû ø �µ¨��� �fÖÜÎõ �(u) ö�� ø �(0) = �(1) = 0 �õ�.Àª�� �À½õù¢¤ø� ´¨¢ �� �þ��-âþ¥�� Àó�õ �î À÷¤�¢ ¢Â�¤�î ü�¤�¬ ¤¢ 3 �þ 2 ý�û��ÌìüÚµÆ��ø ý�ûüðÄþø �î Àª�� ¥�� ÷ ýÀó�õ �� ´¨� ßØÞõ üû�ð �õ� .À�ª�� ùÀªÀó�õ ßµê�þ ¥� Û±ì ,Âþ¥ áÂê ¥� ù¢�Ôµ¨� �� ö���üõ �¤�¬ ßþ� ¤¢ .Àª�� �¤�¢ �¤ ü¬�¡üê¢�Ê� ¤�¢Â � üÚµÆ��ø ý�ûüðÄþø ,ö� âþ¥� � ¥� ù¢� Ô µ¨� � � ÍÖê ø � þ� �-âþ¥� �.¢¤ø� ´¨¢ �� �¤ (X;Y )ÛÊÔõ ø f üó�Ú� â��� �� âþ¥�µÞû ø �µ¨��� üê¢�Ê� Â�çµõ ø¢ Y ø X Âð� : 1 áÂêù�Ú÷� ,Àª�� f �� ÂÒ��µõ �þ��-âþ¥�� Àó�õ � ø � > 0 ,C�;�. �f �  �F (x) ,R �� ÕÜãµõ x Âû ý�Â� Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû LTD ,Y ø X (Óó�. ��F �  �f (x) ,R �� ÕÜãµõ x Âû ý�Â� Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû RTI ,Y ø X (�. �f 0 �  �f (x) ,R �� ÕÜãµõ x Âû ý�Â� Âð� ÍÖê ø Âð� ,À�µÆû SI ,Y ø X (�Û¬�� ö���üõ ,¢�ª ùÀ÷�¨¤ ö��� �� Àó�õ ×þ �îßþ� ý�� �� �ûßþ� Â� ùø�äý�Â� .´êÂð ÂÑ÷ ¤¢ Àó�õ ö���ä �� �¤ ü÷��� Âû �� �ûÀó�õ ¥� üû��µõ ý¢�Àã� �Â®,C�;� ÛÊÔõ ù��¿ó¢ Àó�õ ø¢ Âû �Â® Û¬�� �î ¢�ª ´��� ´Æ�ê�î ¤�Ñ�õ ßþ�Àþ�� �µ±ó� .´¨� � 2 [�1;1℄ Âû ý�Â� C�;� ÛÊÔõ Àó�õ ×þ ,� 2 [�1;1℄ Âû ý�Â��� ,À��î üõ ¤��µ¡� �¤ [0; 12 ℄ �� ÕÜãµõ ý�û¤�ÀÖõ �ûÀó�õ ßþ� �î ��ö� ¥� ´ª�¢ ����.¢�ªüõ ×þ¢�÷ � ÛÊÔõ �� C�;� ÛÊÔõ ,�ûö��� �þ �û�Â® Û¬�� ¢�Àã� Çþ��ê�



73 : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : ö��÷�È��ù�õ åøÂê ,¥�¨´õ�ä ß�Æ�ÀÞ½õÀó�õ ×þ ¢�¡ ,ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ÛÊÔõ ù��¿ó¢ Àó�õ ø¢ Âû �Â® Û¬�� : 4 ��Ìì.´¨� ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ÛÊÔõÂ û ý�Â � ,C�;�i Û Ê Ô õ ù�� ¿ ó¢ À ó� õ â �� � ø¢ �2 ø �1 À � � î ­Â ê : ö� ûÂ �i = 1;2 ,j�i(u)j � min(u;1 � u) � 1 �¤� ¬ ß þ� ¤¢ .À � ª� � � 2 [�1;1℄Ýþ¤�¢ �¹�µ÷ ¤¢ .¢�� Àû��¡0 � j�1(u)�2(u)j � [min(u;1� u)℄2 � min(u;1� u); u 2 I:Ýþ¤�¢ ß��»Þûj ddu [�1(u)�2(u)℄j = j�10(u)�2(u) + �1(u)�20(u)j� j�10(u)jj�2(u)j+ j�1(u)jj�20(u)j� 12 (j�1 0(u)j+ j�2 0(u)j) � 1:ý�Â� ��(u) = �1(u)�2(u) �¹�µ÷ ¤¢ ø À�µÆû ¤�ÂìÂ� (3) ø (2) ý�û�Î��¤ ßþ�Â����.´¨� C�;�� ÛÊÔõ Àó�õ � 2 [�1;1℄ ÂûýÂ�ð�¹�µ÷ ø ¶½�¤¢ FGM ÛÊÔõ ý�Â� �î ´¨� üêøÂãõ ý�ûÝ�Þã� ¥� üØþ ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ÛÊÔõ â���ßþ� ¤¢ .¢�ªüõ ¢�¹þ� Àó�õ â��� Í¨�� ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ÛÊÔõ .¢�ªüõ �µêÂð ÂÑ÷�� ø Àª �µêÂð ÂÑ÷ ¤¢ �þ��-âþ¥�� ý�ûÀó�õ ö���ä ´½� �ûÀó�õ ßþ� ¥� ý��µ¨¢ �ó�Öõù¢�¢ ö�È÷ ß��»Þû .Àª ù¢�¢ Çþ��ê� �ûö� ýÂþÁ�é�Îã÷� ,üä�¹�¤� Âµõ�¤�� ¥� ù¢�Ôµ¨�üÚµÆ��ø ý�ûüðÄþø � � üþ�ûÀó�õ ö���üõ üä�¹�¤� Âµõ�¤� � ¥� ù¢�Ôµ¨� � � �î ÀªÀó�õ ø¢ Âû �Â® Û¬�� �î Àª ù¢�¢ ö�È÷ ßþ� Â� ùø�ä .¢¤ø� ´¨¢ �� �ø�ÔµõßþÀ� ø ´¨� ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ÛÊÔõ Àó�õ ×þ ¢�¡ ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ÛÊÔõ ù��¿ó¢.¢¤ø� ´¨¢ �� ýÂµõ�¤�� �Þ�÷ ÛÊÔõ ý�Â� ýÂµÈ�� ý�ûÀó�õ ö���üõ ÕþÂÏ
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