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 پیشگفتار

گزاری به بخشی از جامعه شکر و سپاس فراوان خداوند بزرگ را که نعمت خدمت
تخصصی نظریه قابلیت اعتماد و سمینار  پنجمینعلمی کشور را نصیب ما نمود تا 

های ترتیبی و قطب علمی داده با همکاری ١٣٩٨ماه فروردین را در  کاربردهای آن
انجمن آمار ایران  ،دانشگاه یزد مرکز پژوهشی دانشکده علوم ریاضی فضایی و حمایت

  در دانشگاه یزد برگزار نماییم. پایگاه استنادی علوم اسلام  و

و  های جهانی در زمینه قابلیت اعتماداین سمینار با هدف معرفی پیشرفت
های نظر درباره یافتهو فراهم نمودن فرصتی در جهت همکاری و تبادل کاربردهای آن

  .گرددبرگزار مینوین پژوهشگران در این عرصه 

مقاله  ۵٣ پس از داوری، تعداد از بین مقالات دریافت شدهلازم به ذکر است که 
  .گردیدصورت پوستر پذیرفته مقاله به ١٣ سخنرانی و تعداد صورتبه

- بهنی که از همه مسئولاسمینار اجرایی علمی و های دانیم از سوی کمیتهمیبایسته     
اند، از جمله ریاست مستقیم یا غیرمستقیم در برگزاری سمینار نقش داشتهصورت 

، همکاران هیات علمی، یزد ، معاونت محترم پژوهشی دانشگاهیزد محترم دانشگاه
  گزاری نماییم.سپاس یزدنشگاه داهای مختلف آمار و کارکنان قسمت بخشدانشجویان 

 و مقالات خلاصه تنظیم و تهیه همچنین و سمینار دبیرخانه کامپیوتری امور کلیه    
و دکتر علی  روزگاررسول دکتر  آقایان دریغبی پشتکار و همکاری با سمینار راهنمای

، خانم مرجان انتظاری و خانم رویا نظری السادات مشکوتیرحمت هاخانم ،دولتی
در پایان  .داریم را قدردانی و تشکر نهایتن عزیزا این از بدینوسیله که پذیرفت صورت

در داوری مقالات یاری  بایست از اعضای کمیته علمی و سایر همکارانی که ما رامی
و سایر  ایرانانجمن آمار  های ترتیبی و فضایی،قطب علمی دادهو همچنین  اندنموده

کلیه عزیزانی که ما را در برگزاری این  کننده (مادی و معنوی) وهای حمایتسازمان
  نماییم. گزاری اند، قدردانی و سپاسسمینار یاری نموده

  

  عیسی محمودی (دبیر) 

  ١٣٩٨فروردین                                                                         
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 اجرایی پنجمین سمینار تخصصی های برگزاری، علمی واسامی اعضای کمیته

  نظریه قابلیت اعتماد و کاربردهای آن

  اعضای کمیته برگزاری 

  رئیس دانشگاه یزد     دکتر محمدصالح اولیاء .١

  های ترتیبی و فضاییقطب داده مدیر  جعفر احمدی دکتر . ٢

  معاون پژوهش و فناوری دانشگاه يزد  لطفیمحمدمهدی دکتر . ٣

  مالی دانشگاه یزداداریمعاون   آبادیشریف مروتی علیدکتر . ۴

 معاون آموزشی و تحصیلات تکمیلی دانشگاه یزد لقمانی قاسم بریددکتر . ۵

  معاون دانشجویی دانشگاه یزد  شاهیانصادقی محمدرضا دکتر. ۶

  ریاضی دانشگاه یزدعلوم رئیس دانشکده   حجت اله ذاکرزادهدکتر . ٧

  دبیر سمینار  . دکتر عیسی محمودی٨

  اجراییاعضای کمیته 

مشهد دانشگاه فردوسی  . دکتر جعفر احمدی١  

.  دکتر حمزه ترابی٢  دانشگاه یزد 

.  دکتر هادی جباری نوقابی٣ مشهد دانشگاه فردوسی   

کبر جعفری.  دکتر علی٤ ا  دانشگاه یزد 

برآوردهدستعلی . دکتر ٥  دانشگاه یزد 

.  دکتر علی دولتی٦  دانشگاه یزد 

ذاکرزادهاله .  دکتر حجت٧  دانشگاه یزد 

. دکتر رسول روزگار٨  دانشگاه یزد 

 دانشگاه یزد  . دکتر محمدصادق زمانی٩

. دکتر عیسی محمودی١٠  دانشگاه یزد 

. دکتر سیدمحسن میرحسینی١١  دانشگاه یزد 
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  علمیعضای کمیته ا

  مشهد فردوسی دانشگاه  احمدیجعفر  . دکتر١
  اصفهاندانشگاه  .  دکتر مجید اسدی٢
  دانشگاه مازندران .  دکتر اکبر اصغرزاده٣
  دانشگاه همدان سرشت.  دکتر ابراهیم امینی۴
  کرمانشاهرازی دانشگاه  الدین ایزدی.   دکتر محی۵
  دانشگاه یزد .   دکتر حمزه ترابی۶
  دانشگاه اصفهان .   دکتر مهدی توانگر٧
کبر جعفری.   دکتر علی٨   دانشگاه یزد ا
  دانشگاه تهران دکتر فیروزه حقیقی.  ٩

  کرمانشاه یدانشگاه راز ی.  دکتر بهاءالدين خالد١٠
  دانشگاه بیرجند .  دکتر محمد خنجری صادق ١١
  مشهد فردوسی دانشگاه پرست.  دکتر مهدی دوست١٢
  دانشگاه یزد اله ذاکرزاده.  دکتر حجت١٣
  دانشگاه شیراز زاده.  دکتر سمیه زارع١۴
  دانشگاه یزد .  دکتر محمدمهدی لطفی١۵
  دانشگاه یزد .  دکتر عیسی محمودی١۶
  شیراز دانشگاه جواد بهبویان .  دکتر١٧
  باهنر کرمانشهید دانشگاه   .  دکتر ماه بانو تاتا١٨
  دانشگاه شهید بهشتی .  دکتر احمد خدادادی١٩
  دانشگاه صنعتی امیرکبیر .  دکتر اسماعیل خرم ٢٠
  دانشگاه صنعتی اصفهان  دکتر علی زینل همدانی  .٢١
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آزمون زمان کل تبدیل از هایی ویژگی

برزادران محتشمی غلامرضا امینی، محمد ، اصفهانی١ مجتبی

مشهد فردوسی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه

می قرار مطالعه مورد آن های ویژگی و معرفی آزمون زمان کل تبدیل آزمون، زمان کل مفهوم معرفی از پس مقاله این در چکیده:

ترتیب از برخی با آن ارتباط و آزمون زمان کل تصادفی ترتیب پایان در و شده بیان آزمون زمان کل نمودار رسم نحوه ادامه در گیرد.

در آن از کاربردهایی و شود می بیان وزنی متغیرهای وسیله به تصادفی ترتیب این حفظ شرایط گرفته، قرار بررسی مورد تصادفی های

گردد. می ارائه اعتماد قابلیت مفاهیم برخی

.NBUT محدب، ترتیب ،TTT مشاهده ،TTT تصادفی ترتیب آزمون، زمان کل تبدیل کلیدی: واژه�های

پیش�گفتار ١

واحدهای شکست شوند)، می مشاهده واقعی فرآیند یک در (یا گیرند می قرار آزمون تحت همزمان طور به واحد چند که هنگامی

کردن کار حال در هنوز ها واحد از تعدادی آزمایش، طی در زمان از لحظه هر در بنابراین، دهد. می رخ مختلف های زمان در مختلف

تکمیل که واحدهایی یعنی واحدها عمر طول مجموع نشانگر آزمون زمان کل ی آماره اند. خورده شکست ها واحد از تعدادی و هستند

و بارلو وسیله به بار اولین برای آزمون زمان کل مفهوم فعال)است. (واحدهای ناقص های واحد یا خورده) شکست (واحدهای شده

و صعودی شکست نرخ با های داده آنالیز برای [۵] کامپو و بارلو توسط ادامه در و شد معرفی همکاران[٢] و بارلو و [٣] داکسوم

تحقیقات ادامه در کرد. بیان عمر طول های آزمون در را آن از کاربردهایی پروشان[۴] و بارلو سپس گرفت. قرار استفاده مورد نزولی

مورد آنها های کاربرد و ها ویژگی و معرفی محققین توسط آزمون زمان کل تصادفی ترتیب و آزمون زمان کل تبدیل زمینه، این در

گداختگی مفاهیم عمر، جایگزینی درآمد، نابرابری زمینه در کاربرد توان می آزمون زمان کل تبدیل کاربردهای از گرفت. قرار مطالعه

برد. نام را بقاء تحلیل و تجزیه و

داده برای مناسب مدل انتخاب در نمودار این است. نامنفی های داده آنالیز برای مناسب معیار یک آزمون زمان کل تبدیل نمودار

فراوان کاربرد به توجه با شود. مراجعه [۵] کامپو و بارلو به بیشتر مطالعه برای است. مفید شکست نرخ درباره اطلاعات بهبود و ها

رابطه این در کنون تا میلادی ٧٠ دهه از مختلف های دیدگاه از زیادی مطالعات محققان آمار مختلف های زمینه در ١ TTT مفهوم

کنیم. می اشاره اخیر های سال تحقیقات از برخی به خلاصه طور به که اند داده انجام

لی دادند. قرار مطالعه مورد کلاس این در را تصادفی متغیرهای خواص از NBUTبرخی کلاس معرفی [١]با همکاران و احمد

ارتباط و ها ویژگی و بیان را (GTTT ) آزمون زمان کل ترتیب تعمیم تصادفی، های ترتیب از خانواده یک معرفی [١١]با شیکد و

(GTTT ) ترتیب حفظ شرایط و ها ویژگی آوردند. دست به را بیمه و اعتماد قابلیت در آن کاربرد و تصادفی های ترتیب سایر با آن

m.esfahani@um.ac.ir اصفهانی: ١مجتبی
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گرفته قرار مطالعه مورد [٩] ژاو فنگ توسط NWUT و NBUT مفاهیم اساس بر آن سازی مشخصه و مرتب های آماره توسط

و راوی است. داده قرار بررسی مورد تصادفی آزمایش تعداد و تصادفی آزمایش زمان دیدگاه دو از را TTT مفهوم [٨] کارونی است.

TTT تبدیل از جدید ویژگیهای بیان است. پرداخته تصادفی های ترتیب سایر و NBUT کلاس بین ارتباط بررسی به [١۵] پراتیبا

TTT های ترتیب حفظ شرایط است. شده مطالعه [١٣] سانکاران و نایر توسط اعتماد قابلیت مفاهیم از برخی و تبدیل این ارتباط و

وینشکومار است. گرفته قرار مطالعه مورد [۶] ریکلمه و بلزونس توسط ٢(GOS) یافته تعمیم ترتیبی های آماره وسیله به EW و

در اند. آورده دست به ها چندک از استفاده با را تصادفی های ترتیب از برخی TTT تبدیل گرفتن نظر در با نیز [١٨] همکاران و

ریزوان اند. کرده ارائه تصادی های کران برای ناپارامتری آزمون یک TTT تبدیل از استفاده با [١۴] همکاران و سانکاران ادامه

و کرده سازی مشخصه را عمر طول و سالخوردگی های کلاس از برخی EW تبدیل های ویژگی از استفاده با نیز [١۶] همکاران و

اند. آورده دست به را آنها های ویژگی

نمودار رسم نحوه ٣ بخش در پردازیم. می آن های ویژگی از برخی بیان به TTT تبدیل معرفی از پس بعد بخش در ادامه در

مکانیکی های مولفه شکست به مربوط داده سری یه برای همچنین و وایبول توزیع برای را نمودار این و نموده بیان را TTT تبدیل

از کاربردهایی همچنین و تصادفی های ترتیب سایر با آن ارتباط و معرفی بخش۴ در TTT تصادفی ترتیب ادامه در کنیم. می ارائه

شود. می بیان آن

TTT تبدیل ٢

معرفی را مقیاسی TTT تبدیل آن، های ویژگی برخی بیان از پس و معرفی مختلف روش دو به را TTT تبدیل ابتدا قسمت این در

هستند آزمون تحت مولفه n تصادفی آزمایش یک در کنید فرض الف) دهیم. می قرار بررسی مورد یکدیگر با را آنها ارتباط و کنیم می

نشان X١:n ≤ X٢:n ≤ ... ≤ Xn:n با را ها مولفه پی در پی شکست های زمان اگر افتند. می کار از مختلف های زمان در و

مطلقا توزیع تابع با X عمر طول تصادفی متغیر توزیع از مرتب های آماره ها Xr:n آن در که ، Xr:n < t ≤ Xr+١:n و دهیم

شود: می بیان زیر صورت به (٠, t) بازه در آزمون زمان کل آماره آنگاه است. F پیوسته

τ(t) = nX١:n + (n− ١)(X٢:n −X١:n) + ...+ (n− r + ١)(Xr:n −Xr−١:n) + (n− r)(t−Xr:n)

با را F توزیع با مرتبط TTT تبدیل صورت این در باشد. µ متناهی میانگین Fو (٠−) = ٠ با عمر توزیع یک F کنید فرض ب)

شود. می تعریف زیر صورت به و داده نشان H−١
F

H−١
F (t) =

∫ F−١(t)

٠
F̄ (s)ds for ٠ ≤ t ≤ ١ (١− ٢)

F−١(t) = inf{x : F (x) ≥ t} آن در که

شود: می تعریف زیر صورت به و دهیم می نشان φ(u) با را مقیاسی آزمون زمان کل تبدیل ج)

φ(u) =

∫ F−١(u)

٠ F̄ (s)ds

µ
for ٠ ≤ u ≤ ١ (٢− ٢)

.φ(u) =
H−١

F (u)

µ دیگر عبارت به

Generelized Order Statistics٢

٢



کرد: بازنویسی نیز زیر صورت به را مقیاسی TTT تبدیل توان می الف قسمت از استفاده با

φr:n =
τ(Xr:n)

τ(Xn:n)
=

∑r
j=١(n− j + ١)(Xj:n −Xj−١:n)∑n
j=١(n− j + ١)(Xj:n −Xj−١:n)

, X٠:n = ٠

نوشت زیر صورت به توان می را Xعمر طول متغیر آزمون زمان کل تبدیل (٢-١) رابطه در متغیر تغییر یک انجام با

T (u) =

∫ u

٠
(١− p)q(p)dp (٣− ٢)

است. X عمر طول متغیر چندک q(p)تابع آن در که

است. آمده زیر در اختصار به T (u) تبدیل های ویژگی از برخی

باشد. پیوسته F اگر تنها و اگر است صعودی تابع یک T (u)(١
.φ(u) = T (u)

µ (٢
.Q(u) =

∫ u

٠
T

′
(p)

١−p dp (٣
X٢:n n:X١و بین و nX١:n برابر X١:n شکست زمان تا ٠ لحظه از آزمون برای شده صرف زمان کل بالا تعریف به توجه با

−n)است. r)(t−Xr:n) برابر t Xr:nو بین آزمون زمان نهایت در ترتیب همین به و −n)است ١)(X٢:n −X١:n) با برابر

برابر شکست امین r مشاهده تا برابر آزمون زمان کل بنابراین

τ(Xr:n) = nX١:n + (n− ١)(X٢:n −X١:n) + ...+ (n− r + ١)(Xr:n −Xr−١:n)

است.

. φr:n = τ(Xr:n)
nX̄n

آنگاه X̄n =
∑n

j=١ Xj:n

n اگر

صورتی در کند، می صرف افتادن کار از لحظه تا شدن آزمایش برای مولفه یک که است زمانی میانگین دهنده نشان H−١
F (t)

باشد. داشته ادامه آزمایش تحت های مولفه تمام از درصد t افتادن کار از زمان تا آزمایش که

IFR(DFR)باشد توزیع یک F اگر است. توزیع تابع یک HF یعنی TTT تبدیل معکوس که داد نشان توان می راحتی به

HF یعنی است، (محدب) مقعر H−١
F نتیجه در و است. x هر برای (نزولی) صعودی d

dtH
−١
F (t)|t=F (x) = ١

r(x) آنگاه

است. محدب(مقعر)

TTT نمودار ٣

همچنین و ها داده برای مناسب مدل انتخاب در نمودار این است. نامنفی های داده آنالیز برای مفید ابزار یک آزمون زمان کل نمودار

است. مفید بسیار ها داده شکست نرخ درباره اطلاعات بهبود

را آن کاربرد و رسم مختلف های حالت در وایبول توزیع برای را نمودار این و کنیم می بیان را TTT نمودار رسم نحوه ادامه در

دهیم. می قرار بررسی مورد

تعمیر قابل غیر مستقل مولفه n شکست های زمان از شده مرتب نمونه یک ٠ = t(٠) ≤ t(١) ≤ ... ≤ t(n) کنید فرض

شود. می رسم زیر روش به مشاهدات این TTT نمودار باشند. R(t) = ١− F (t) بقای تابع و F عمر توزیع با

همان Sjها که j = ١,٢, ..., n برای Sj = Sj−١ + (n − j + ١)(t(j) − t(j − ١)) و S٠ = ٠ کنید فرض -١

هستند. TTT مقادیر

j = ٠,١, ..., n برای uj = Sj

Sn
رابطه وسیله به TTT مقادیر سازی نرمال -٢

٣



یکدیگر. به آنها کردن وصل و ( j
n , uj) نقاط رسم -٣

سمت بالا گوشه در آن انتهای و شوند می شروع چپ سمت پایین گوشه از که است منحنی شامل TTT نمودار اساس، این بر

عمر توزیع مقیاسی TTT تبدیل نمودار به TTT نمودار کند میل بینهایت به ،n،نمونه حجم که هنگامی دارد. قرار واحد مربع راست

دهد. می نشان وایبول توزیع برای را TTT نمودار ٣ و ٢ و ١ های شکل شود. می همگرا F
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شکل پارامتر برای نزولی شکست نرخ و ١ از کمتر شکل پارامتر برای صعودی شکست نرخ دارای وایبول توزیع که دانیم می

۵ ثابت مقیاس پارامتر با وایبول های داده برای TTT نمودار از است. ١ شکل پارامتر برای ثابت شکست نرخ و ١ از بیشتر

ها داده شکست نرخ که هنگامی و مقعر TTT نمودار باشند صعودی شکست نرخ دارای ها داده که هنگامی که شود می مشاهده

واحد مربع نیمساز خط TTT نمودار ثابت شکست نرخ با های داده برای همچنین باشد. می محدب TTT نمودار باشد نزولی

شود.) مراجعه [٧] به بیشتر مطالعه (برای است.

واقعی های داده برای کاربرد

شکست نرخ نوع تعیین همچنین و ها داده برای مناسب مدل تشخیص TTT نمودار های کاربرد از یکی شد مشاهده که همانطور

همکاران و مورتی از ۴.١ های (داده سیستم یک از مکانیکی مولفه ٢۴ شکست زمان به مربوط های داده مطالعه در باشد. می آنها

با است. شده داده برازش ها داده به ٢۵.٨ مقیاس پارامتر و ٢.٢٩ شکل پارامتر با وایبول مدل آنها تحلیل و تجزیه از پس ([١٢]

نمودار باشد. نزولی دارای ها داده شکست نرخ که رود می انتظار است یک از بزرگتر که شده برازش مدل شکل پارامتر مقدار به توجه

شکل در ١٠٠٠٠ و ٢۴ های نمونه حجم در شده بیان پارامترهای با وایبول توزیع از هایی داده همچنین و ها داده این برای TTT

توزیع از داده ٢۴ و مکانیکی(نقاط) قطعه ٢۴ برای آرمون زمان کل نمودار شود می مشاهده که طور همان است. شده داده نشان ۴

که بوده IFR صعودی شکست نرخ دارای ها داده یعنی این و است مقعر ( وایبول(منحنی داده ١٠٠٠٠ و شکسته) (نمودار وایبول

باشد. می انتظار مورد نتیجه این وایبول توزیع ویژگی به توجه با

TTT تصادفی ترتیب ۴

TTT ترتیب با را آنها ارتباط و کرده معرفی را دیگر تصادفی های ترتیب از برخی TTT تصادفی ترتیب معرفی از پس بخش این در

باشند منفی نا تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض کنیم. می بیان اختصار به

۵
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مکانیکی قطعات شکست نرخ های داده TTT نمودار :۴ شکل

X ≤ttt Y نمادهای با و گوییم TTT ترتیب در Y از کوچکتر Xرا ١−Hآنگاه
F (p) ≤ H−١

G (p), p ∈ (٠,١) اگر الف)

دهیم. می نشان F ≤ttt Gیا

ψ = {h(u) > ٠ ∀u ∈ (٠,١), h(u) = ٠ ∀u ̸∈ (٠,١)} مجموعه از h تابع هر برای اگر ∫ب) F−١(p)

−∞
h(F (x))dx ≤

∫ G−١(p)

−∞
h(G(x))dx p ∈ (٠,١) (١− ۴)

دهند. می نشان F ≤(h)
ttt G یا X ≤(h)

ttt Y نمادهای با و نامند GTTT ترتیب در Y از کوچکتر را X تصادفی متغیر آنگاه

در Y از کوچکتر را X آنگاه WX(p) =
∫∞
F−١(p) F̄ (x)dx ≤

∫∞
G−١(p) Ḡ(x)dx = WY (p) ،p ∈ (٠,١) اگر ج)

مراجعه [١٠] شیکد و لی کوچار، به بیشتر اطلاع (برای دهیم می نشان F ≤ew G Xیا ≤ew Y نمادهای با و گوییم EW ترتیب

باشند. Gو F معکوس توابع ترتیب به G−١ و F−١ و باشند G و F توزیع توابع با تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض شود).

در Y کوچکتراز را X آنگاه باشد صعودی تابعی G−١(p) − F−١(p) و باشند پیوسته راست از G−١ و F−١ اگر الف)

دهیم. می نشان X ≤disp Y نماد با و نامند پراکندگی ترتیب

از کوچکتر را X گوییم آنگاه E[ϕ(X)] ≤ E[ϕ(Y )] باشیم داشته ϕ : R −→ R که ϕ صعودی مقعر تابع هر برای اگر ب)

میدهیم. نشان F ≤icv Gیا X ≤icv Y های نماد با و نامند صعودی مقعر ترتیب در Y

[٠, b) و [٠.a) های گاه تکیه دارای که باشند G و F پیوسته مطلقا توزیع توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X اگر ج)

محدب تبدیل ترتیب در Y از کوچکتر را X آنگاه باشد محدب تابعی G−١(F ) و اند نامتناهی یا متناهی ثابتهای b و a و هستند

دهیم. می نشان F ≤c G یا X ≤c Y های نماد با و نامند

نشان X ≤∗ Y نماد با و نامیم ستاره٣ درترتیب Y از کوچکتر را X آنگاه باشد صعودی x > ٠ به Gنسبت
−١F (x)

x اگر د)

می�دهیم.

Star٣
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که دهیم می نشان Xttt با را داده رخ X وقتی آزمون زمان کل مشاهده باشد µ <∞ با نامنفی تصادفی متغیر یک X وقتی

است. TTT تبدیل معکوس Xttt توزیع تابع که شود می ثابت راحتی به و شود می تعریف Xttt = TX(F (X)) صورت به

دارای Y اگر کند می صدق نیز IFRA و IFR مفاهیم در است آزمون زمان کل مشاهده معرف که Xttt تصادفی متغیر

اگر تنها و اگر است IFR خاصیت دارای Xttt که داد نشان توان می سادگی به ،F̄ (y) = ١
١+y , y ≥ ٠ یعنی باشد پارتو توزیع

است. IFRA خاصیت دارای Xttt آنگاه X ≤∗ Y اگر این بر علاوه و X ≤c Y

بیان وزنی های متغیر وسیله به ترتیب این حفظ شرایط و تصادفی های ترتیب از برخی با TTT تصادفی ترتیب ارتباط ادامه در

شود. می

آنگاه: باشند نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X اگر

Xttt ≤st Yttt ⇐⇒ X ≤ttt Y الف)

X ≤st Y =⇒ Xttt ≤st Yttt و X ≤ttt Y =⇒ Xttt ≤ttt Yttt ب)

با نمایی تصادفی متغیر یک Y آن در که X ≤ew Y اگر تنها و اگر است NBUE خاصیت دارای X که این به توجه با

داریم E(X) = E(Y ) اگر طرفی از است. E(X) میانگین

X ≤ew Y ⇐⇒ X ≥ttt Y

.[١٠] همکاران و کوچار

آنگاه باشند. نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض

X ≤icv Y =⇒ Xttt ≤icv Yttt الف)

.X ≤disp Y ⇐⇒ Xttt ≤disp Yttt ⇐⇒ Xew ≤disp Yew ب)

آن در که X ≥icv Y اگر است HNBUE خاصیت دارای X نامنفی تصادفی متغیر که دادند نشان [١٧] شانتیکومار شیکد

اگر که دهد می نتیجه (۶ · ۴) قضیه بنابراین .Yttt = U(٠, E(X)) و است E(X) میانگین با نمایی تصادفی متغیر یک Y

.Xttt ≥icv U(٠, E(X)) آنگاه باشد HNBUE خاصیت دارای X نامنفی تصادفی متغیر

تابع یک w(.) همچنین و باشد F (.) پیوسته مطلقا توزیع تابع و f(.) چگالی تابع با نامنفی تصادفی متغیر Xیک کنید فرض

حالت تصادفی متغیر fw(x) = w(x)f(x)
E(w(x)) چگالی تابع با Xw تصادفی متغیر و باشد حقیقی اعداد محور روی شده تعریف نامنفی

باشد. X متغیر ∫وزنی ∞
x

w١(t)f(t)dt∫ ∞
x

w٢(t)g(t)dt
≤ E(w١(X))

E(w٢(Y )) و باشند G و F پیوسته مطلقا توزیع توابع با نامنفی تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض

آنگاه

Xw١ ≤ttt Yw٢ .

آنگاه: باشد برقرار قبل گزاره شرایط ∫اگر ∞
x

w١(t)f(t)dt∫ ∞
x

w٢(t)f(t)dt
≤ E(w١(X))

E(w٢(X)) =⇒ Xw١ ≤ttt Xw٢ (١∫ ∞
x

w(t)f(t)dt∫ ∞
x

w(t)g(t)dt
≤ E(w(X))

E(w(Y )) =⇒ Xw ≤ttt Yw (٢∫ ∞
x

w(t)f(t)dt

F̄ (t)
≤ E(w(X)) =⇒ X ≤ttt Xw (٣

کنیم: تعریف X تصادفی متغیر هر برای کنید فرض

Xt = [X − t|X > t], t ∈ x : F (x) < ١

٧



هرگاه: گوییم NBUT (NWUT ) را X نامنفی تصادفی متغیر

Xt ≤ttt (≥ttt)X, t ≥ ٠

Xttt آنگاه باشد [٠,١] بازه روی نزولی و نامنفی تابع h یک و NBUT متغیر یک X اگر که داد نشان [٩] ژیائو فنگ

و باشد X متغیر توزیع از همتوزیع و مستقل تصادفی نمونه یک X١, X٢, ..., Xn اگر همچنین هستند. NBUT نیز X(h)
ttt و

است. NWUT نیز X آنگاه باشد NWUT متغیر یک Xn:n

گیری نتیجه ۵

بررسی گرفت. قرار مطالعه مورد ها داده برخی برای آزمون زمان کل نمودار رفتار و آزمون زمان کل تبدیل های ویژگی مقاله این در

باشد. می نظر مد تحقیق آینده در ها توزیع سایر برای نمودار این رفتار
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دومتغیره لیندلی توزیع یک اعتماد قابلیت و وابستگی ویژگی�های برخی

میرحسینی سیدمحسن ، جانقربان١ شادی

یزد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه

ساخت بنابراین ندارد، را کافی انعطاف�پذیری توزیع این اما است. لیندلی توزیع عمر، طول مبحث در مهم توزیع�های از یکی چکیده:

ارائه را منفی وابستگی با دومتغیره لیندلی عمر طول توزیع یک مقاله این در می�شود. احساس چندمتغیره و دومتغیره توزیع�های

سری سیستم�های اعتماد قابلیت معیارهای و همبستگی ضرایب وابستگی، مفاهیم جمله از آن ویژگی�های از برخی بررسی به و می�دهیم

می�پردازیم. پیشنهادی مدل به توجه با موازی و

درستنمایی. نسبت وابستگی وابستگی، مفاهیم همبستگی، ضرایب موازی، و سری سیستم�های عمر طول کلیدی: واژه�های

.39B82 ،34K20 ،39B52 ،47A55 موضوع�بندی: كد

پیش�گفتار ١

زیست، محیط علوم هیدرولوژی، همچون فیزیکی، و طبیعی پدیده�های مختلف زمینه�های در چندمتغیره و دومتغیره توزیع�های از

در حالی�که در دارند، مثبت ارتباط باهم عمر طول توزیع�های اکثر که می�دانیم است. شده استفاده فیزیولوژی و پزشکی علوم اقتصاد،

از دما و بارش اقلیمی، متغیرهای بین در همچنین اند. وابسته منفی به�طور که دارند وجود نامنفی زوجی تصادفی متغیرهای عمل

عنوان به است. برخوردار زیادی اهمیت از کشاورزی و هواشناسی مطالعات در آن�ها دقیق تخمین و هستند برخوردار به�سزایی اهمیت

مطالعه برای که می�کنند ایجاد منفی وابستگی بارش مدت طول و بارندگی شدت که دادند نشان همکاران و کورته ١٩٩٧ سال در مثال،

بارش بین منفی همبستگی وجود به خود مطالعات در همکاران و هانگ ٢٠٠٩ سال در می�گردد. استفاده آن از سیلاب فراوانی توزیع

کردند. اشاره چین زرد رودخانه حوضه در دما و

و قیطانی شد. ارائه [۵] لیندلی توسط ١٩۵٨ سال در که است لیندلی توزیع عمر، طول زمینه�ی در پرکاربرد و مهم توزیع�های از یکی

تحلیل در مناسبی عملکرد توزیع این که دادند نشان و دادند قرار بررسی مورد را توزیع این آماری خواص ٢٠٠٨ سال در [٢] همکاران

که داشت آن بر نیز را ما و گرفت قرار محققان توجه مورد توزیع این بعد به ٢٠٠٨ سال از می�دهد. نشان خود از عمر طول داده�های

است. مناسب عمر طول داده��های تحلیل برای و دارد منفی وابستگی پیشنهادی توزیع دهیم. پیشنهاد را لیندلی دومتغیره توزیع

همبستگی، ضرایب و گشتاورها شرطی، و حاشیه�ای توزیع�های منفی، وابستگی با دومتغیره لیندلی توزیع معرفی ضمن مقاله، این در

موازی و سری سیستم�های عمر طول ادامه در و کرده بیان را مکانی وابستگی تابع و وابستگی ضرایب از جداولی وابستگی، مفاهیم

به�دست نیز را پارامترها ML گشتاورهای و داده قرار بررسی مورد را دومتغیره لیندلی توزیع برای وابسته مؤلفه�های با مؤلفه�ای دو

می�آوریم.

shj.as.11@gmail.com جانقربان: ١شادی



دو�متغیره لیندلی توزیع ٢

مستقل نامنفی تصادفی متغیرهای Z٣ و Z٢ ،Z١ کنید فرض دارد. وجود عمر طول توزیع�های ساخت برای مختلفی روش�های

و X = Max(Z١, Z٣) یا Y = Min(Z٢, Z٣) و X = Min(Z١, Z٣) از استفاده با را وابسته متغیرهای می�توان باشند.

با بنابراین ندارد وجود روش این از استفاده با منفی وابستگی ایجاد امکان که می�رسد نظر به کرد. تولید Y = Max(Z٢, Z٣)

[۵] ١٩۵٨ سال در لیندلی توزیع می�پردازیم. لیندلی توزیع معرفی به ابتدا داریم. فوق مشکلات حل بر سعی زیر روش از استفاده

شد: ارائه زیر چگالی تابع با لیندلی توسط

f(x) =
θ٢

θ + ١ (١+ x)e−θx, x > ٠, θ > ٠.

و θ + ٢/θ(θ + ١) میانگین�های با ترتیب به لیندلی توزیع از مستقل تصادفی متغیرهای Z٢ و Z١ کنید فرض ادامه، در

می�کنیم: تعریف زیر به�صورت را (X,Y ) دوتایی تصادفی متغیر هستند. λ+ ٢/λ(λ+ ١)
X = Z١, Y = eZ٢−Z١ .

توزیع روش از استفاده با است. [١] همکاران و بوهین از برگرفته دو�متغیره، لیندلی توزیع این ساخت برای ایده، که است ذکر به لازم

نوشت: زیر به�صورت را (X,Y ) پیوسته احتمال چگالی تابع می�توان تصادفی، متغیرهای از توابعی

f(x, y) =


(θλ)٢

(θ+١)(λ+١) (١+ x)(١+ x+ ln y)e−x(θ+λ)y−(١+λ) ٠ < x <∞, e−x < y <∞

٠ جاها .سایر
(١)

شرطی و حاشیه�ای توزیع�های ١.٢

پس است. θ + ٢/θ(θ + ١) میانگین با لیندلی توزیع تعریف، به توجه با ،X حاشیه�ای چگالی تابع می�شود ملاحظه که همان��طور

می�کند: پیروی زیر رابطه�ی از fY |X(y|x) شرطی چگالی تابع

fY |X(y|x) =


λ٢

(λ+١) (١+ x+ ln y)e−xλy−(١+λ), y > e−x,

٠ جاها .سایر

می�شود: زیر فرم به ساده محاسبات انجام و (١۴) از استفاده با Y حاشیه�ای چگالی تابع حال

fY (y) =


∫∞
− lnx

f(x, y)dx = (θλ)٢yθ−١

(θ+١)(λ+١)(θ+λ) (١− ln y + ٣ ln y+٢
θ+λ

٢
(θ+λ)٢

), ٠ < y < ١,∫∞
٠ f(x, y)dx = (θλ)٢

(θ+١)(λ+١)(θ+λ) (١+ ln y + ln y+٢
θ+λ

٢
(θ+λ)٢

), y > ١.

از: است عبارت fX|Y (x|y) شرطی چگالی تابع

fX|Y (x|y) =


[١+ ln y + (٢+ ln y)x+ x٢]

[١− ln y + ٣ ln y+٢
θ+λ + ٢

(θ+λ)٢
]
(θ + λ)e−x(θ+λ)y−(θ+λ), ٠ < y < ١, x > − ln y,

[١+ ln y + (٢+ ln y)x+ x٢]

[١+ ln y + ln y+٢
θ+λ + ٢

(θ+λ)٢
]
(θ + λ)e−x(θ+λ)y−(θ+λ), y > ١, x > ٠.

١١



همبستگی ضریب و گشتاورها ٢.٢

داریم: بنابراین می�کند پیروی لیندلی توزیع از X شرطی چگالی توزیع چون می�پردازیم. حاشیه�ای توزیع گشتاورهای بررسی به ابتدا

E(Xr) =
r!(θ + r + ١)
θr(θ + ١) ,

و

E(X) = θ + ٢/θ(θ + ١), V ar(X) =
θ٢ + ۴θ + ٢
θ٢(θ + ٢(١ .

توزیع گشتاور r-امین آوردن به�دست برای حال شود. مراجعه [٢] همکاران و قیطانی به لیندلی توزیع بیشتر جزئیات مشاهده برای

کرد: عمل زیر به�صورت می�توان fY (y)

E(Y ) =MZ(١)٢MZ(١−)١

=
λ٣θ٢(θ + ٢)

(λ+ ١)(λ− ٢(١(θ + ٣(١ ,

(٢)

داریم: (١۵) به باتوجه پس است. لیندلی توزیع گشتاور مولد MZi(t)تابع آن در که

E(Y r) = E(er(Z٢−Z١))

=
(λθ)٢)(λ− r + ١)(θ + r + ١)
(θ + ١)(λ+ ١)(θ + r)٢(λ− r)٢

.

نوشت: زیر به�صورت می�توان را V ar(Y ) حال

V ar(Y ) =
(λθ)٢)

(θ + ١)(λ+ ١) [
(λ− ١)(θ + ٣)
(λ− ٢(٢(θ + ٢(٢ − λ۴θ٢(θ + ٢(٢

(λ+ ١)(λ− ١)۴(θ + ١)۵ ].

هر می�تواند Y و X بین همبستگی ضریب که است این شده پیشنهاد دوبعدی توزیع برای اصلی انگیزه شد، بحث قبلا که همان�طور

به را Y و X همبستگی ضریب اکنون کند. اختیار موجود منفی وابسته دومتغیره توزیع�های برخلاف را (−١,٠) فاصله در مقداری
داریم: Z٢ و Z١ استقلال از استفاده با می�آوریم. دست

Cov(X,Y ) = E(Z١e
−Z١)E(eZ٢)− E(Z١)E(eZ٢)E(e−Z١)

=
−λ٣θ(θ + ۴)

(λ+ ١)(λ− ٢(١(θ + ١)۴ .

(٣)

می�شود: محاسبه زیر به�صورت Y و X بین همبستگی ضریب است. برقرار λ > −١ برای (١٧) رابطه

ρ(X,Y ) =

−λ٣θ(θ+۴)
(λ+١)(λ−١)٢(θ+١)۴√

θ٢+۴θ+٢
θ٢(θ+١)٢

(λθ)٢)
(θ+١)(λ+١) [

(λ−١)(θ+٣)
(λ−٢)٢(θ+٢)٢ −

λ۴θ٢(θ+٢)٢
(λ+١)(λ−١)۴(θ+١)۵ ]

. (۴)

١٢



محاسبه را توزیع شرطی واریانس و ریاضی امید اکنون، کند. اختیار را ٠ ١−و بین مقادیر می�تواند Y Xو بین همبستگی ضریب

از: عبارت�اند به�ترتیب Y |X = x شرطی واریانس و شرطی ریاضی امید می�کنیم.

E(Y |X = x) =
λ٢

λ+ ١e
−λx

∫ ∞

e−x

y−λ(١+ x+ ln y)dy

=
λ٣

(١− λ٢)(λ− ١)e
−x, λ > ١,

و

V ar(Y |X = x) = λ٢e−٢x(
(λ− ١)

(λ+ ١)(λ− ٢)(٢− λ)
− λ۴

(١− λ٢(٢(λ− ٢(١ ), λ > ٢.

نسبت و صعودی رفتاری x به نسبت که می�شویم متوجه λ تغییرات برحسب و x تغییرات برحسب E(Y |X = x) نمودار رسم با

است معنا این به این و است لگاریتمی خط معادله یک X روی Y رگرسیونی معادله می�دهد. نشان خود از نزولی رفتاری λ به

[x تغییرات برحسب E(Y |X = x) [نمودار

[λ تغییرات برحسب E(Y |X = x) [نمودار

λ تغییرات برحسب و x تغییرات برحسب E(Y |X = x) نمودار :١ شکل

با که است x از نزولی تابعی V ar(Y |X = x) که است توجه جالب همچنین است. x از خطی تابع lnE(Y |X = x) که

١٣



است. شده محدود λ٢( (λ−١)
(λ+١)(λ−٢)(٢−λ) −

λ۴

(١−λ٢)٢(λ−١)٢ )

منفی وابستگی مفاهیم ٣

وابستگی می�دهیم. قرار بررسی مورد پیشنهادی مدل برای را خواص این و می�کنیم معرفی را وابستگی مفهوم چندین بخش، دراین

حاشیه�ای توزیع توابع دارای که باشد (X,Y ) زوجی تصادفی متغیرهای از توزیع تابع F (x, y) کنید فرض منفی(مثبت): ربعی

yها و x همه�ی ازای به اگر دارد منفی ربعی وابستگی F توزیع تابع هستند. F٢(y) و F١(x)

F (x, y) ≤ F١(x)F٢(y). (۵)

اگر داریم مثبت ربعی وابستگی مشابه به�طور باشد. برقرار (x, y) جفت یک حداقل برای نابرابری اگر است اکید به�طور وابستگی

رگرسیونی وابستگی شود. رجوع ١٩۶۶ سال در [۴] لهمن به بیشتر جزئیات برای شود. عوض نامساوی جهت (١۶) نابرابری در

x < x
′
همه�ی برای و ها y همه�ی برای اگروتنهااگر دارند منفی رگرسیونی وابستگی F (x, y) منفی(مثبت):

F (y|x) ≤ F (y|x
′
), (۶)

نسبت وابستگی داریم. مثبت رگرسیونی وابستگی شود عکس (١٩) نامساوی جهت اگر .F (y|x) = P (Y ≤ y|X = x) که

y١ ≤ y٢ و x١ ≤ x٢ هر ازای به اگر دارند منفی درستنمایی نسبت وابستگی Y و X تصادفی متغیرهای گوییم منفی: درستنمایی

.(١٩۶٨ کند(کارلین پیروی زیر رابطه�ی از f(x, y) توام احتمال چگالی تابع

f(x١, y١)f(x٢, y٢) ≤ f(x١, y٢)f(x٢, y١).

اثبات. است. منفی درستنمایی نسبت وابستگی دارای (١۴) چگالی تابع

x١ ≤ x٢ ⇒ x١(ln y٢ − ln y١) ≤ x٢(ln y٢ − ln y١)

⇒ x١ ln y٢ + x٢ ln y١ ≤ x١ ln y١ + x٢ ln y٢

⇒ ١+ x٢ + ln y٢ + x١ + x١x٢ + x١ ln y٢ + ln y١ + x٢ ln y١ + ln y١ ln y٢

≤ ١+ x٢ + ln y١ + x١ + x١x٢ + x١ ln y١ + ln y٢ + x٢ ln y٢ + ln y١ ln y٢

⇒ (١+ x١ + ln y١)(١+ x٢ + ln y٢) ≤ (١+ x١ + ln y١)(٢+ x٢ + ln y١)

⇒ (θλ)٢

(θ + ١)(λ+ ١) (١+ x١)(١+ x١ + ln y١)e
−x١(θ+λ)y

−(١+λ)
١

(θλ)٢

(θ + ١)(λ+ ١) (١+ x١)(٢+ x٢ + ln y٢)e
−x٢(θ+λ)y

−(١+λ)
٢

≤ (θλ)٢

(θ + ١)(λ+ ١) (١+ x١)(١+ x١ + ln y٢)e
−x١(θ+λ)y

−(١+λ)
٢

(θλ)٢

(θ + ١)(λ+ ١) (١+ x١)(٢+ x٢ + ln y١)e
−x٢(θ+λ)y

−(١+λ)
١

�
ربعی وابستگی و منفی رگرسیونی وابستگی یعنی وابستگی�ها بقیه است برقرار منفی درستنمایی نسبت وابستگی این�که به توجه با

١۴



نتیجه نیز منفی ربعی وابستگی درنتیجه و است برقرار منفی درستنمایی نسبت وابستگی این�که به توجه با می�دهد. نتیجه را منفی

همبستگی ضریب نظیر همبستگی ضرایب از برخی ادامه در شد. بیان (١٧) در که می�شود منفی نیز کواریانس بنابراین می�شود،

است. آمده ١ و ١ جداول در آن�ها نتایج از خلاصه�ای می�آوریم. به�دست را (ρ) پیرسون و (ρs) اسپیرمن ،(τk) کندال

متفاوت وnهای θ = ٢ و λ = ١٠٫ ۵ ازای به پیرسون و اسپیرمن کندال، همبستگی ضرایب :١ جدول

نمونه اندازه τk ρs ρ

٢٠ −٠٫ ٨۵٢۶ −٠٫ ٩۴٨٨ −٠٫ ٩۴۴۵
۵٠ −٠٫ ٨۶۴۴ −٠٫ ٩۶٧۶ −٠٫ ٩٣٨٢
١٠٠ −٠٫ ٨٧٢٧ −٠٫ ٩٧۴١ −٠٫ ٩٠۶٧
٢٠٠ −٠٫ ٨٩٨٨ −٠٫ ٩٨٢٩ −٠٫ ١٩١۶

θو λ مختلف مقادیر و n = ١٠٠٠ به�ازای پیرسون و اسپیرمن کندال، همبستگی ضرایب :٢ جدول

پارامترها τk ρs ρ

λ = ١٠٫ ۵, θ = ٣٫ ۵ −٠٫ ٧٧١٣ −٠٫ ٩١٠٢ −٠٫ ٩٧۴٨
λ = ٨, θ = ٢ −٠٫ ٨١٨٨ −٠٫ ٩۴٩٩ −٠٫ ٨۵۶٢

λ = ۶٫ ۵, θ = ١٫ ۵ −٠٫ ٨٣٣٠ −٠٫ ٩۵٢۶ −٠٫ ٨٣۴١
λ = ۵, θ = ١ −٠٫ ٨۶۶٣ −٠٫ ٩٧٠۶ −٠٫ ٧٠٣١
λ = ۴, θ = ٠٫ ۵ −٠٫ ٩١۶۶ −٠٫ ٩٨٧۶ −٠٫ ۶٢۴١
λ = ٣, θ = ٠٫ ٢۵ −٠٫ ٩۴۵٣ −٠٫ ٩٩۴٩ −٠٫ ٣۵۴۴

منفی درستنمایی نسبت وابستگی با آن ارتباط و مکانی وابستگی تابع ۴

مکانی، وابستگی تابع تعریف در باشد. f(x, y) احتمال چگالی تابع با دوبعدی پیوسته تصادفی جفت یک (X,Y ) کنید فرض

مجموعه یک K مجموعه که هنگامی است. دکارتی حاصلضرب از مجموعه یک f(x, y) توأم چگالی از K گاه تکیه که کنید فرض

است. متفاوت مکانی وابستگی با منطقأ که کند ایجاد Y و X بین دیگری وابستگی تواند می آن شکل نیست، دکارتی حاصلضرب

می�شود: تعریف زیر به�صورت (X,Y ) مکانی وابستگی تابع

γf (x, y) =
∂٢

∂x∂y
ln f(x, y),

فرض می�دهیم. ارائه مکانی وابستگی تابع از جالب و مهم بسیار ویژگی یک اکنون باشد. داشته وجود جزئی مشتقات درصورتی�که

f(x, y) آنگاه است. دکارتی حاصلضرب Kیک که شده Kتعریف مجموعه روی که باشد (X,Y جفت( چگالی تابع f(x, y) کنید

وانگ و هولاند به می�توان اثبات برای .γf (x, y) ≤ (≥)٠ اگروتنهااگر است (مثبت) منفی درستنمایی نسبت وابستگی دارای

با کنیم. بررسی دومتغیره لیندلی توزیع برای را قضیه در آمده به�دست ویژگی تا می�دارد برآن را ما بالا قضیه کرد. رجوع [٣] ١٩٨٧

١۵



داریم: پیشنهادی دومتغیره لیندلی توزیع برای ۴ تعریف از استفاده

γf (x, y) = − ١
y(١+ x+ ln y)٢

,

منفی مقداری کل در درنتیجه می�شود، مثبت مقداری و رسیده ٢ توان به هم پرانتز داخل عبارت و y > ٠ چون که است ذکر قابل

است. ٩ گزاره تایید دارای پیشنهادی توزیع بنابراین شد، γf (x, y) ≤ ٠ �این�که به توجه با داشت. خواهیم

موازی و سری سیستم�های توزیع�های ۵

با (X,Y ) تصادفی بردار از استفاده با آن عمر طول که داریم را وابسته�ای احتمال�های با دومولفه�ای سیستم�های قسمت این در

MS = Min(X,Y) با سری سیستم عمر طول کنید فرض است. R(x, y) = P (X > x, Y > y) پیوسته اعتماد قابلیت

دومتغیره لیندلی توزیع برای را MP و MS متغیرهای توزیع ادامه، در �شود. تعریف MP = Max(X,Y) با موازی سیستم و

است: زیر به�صورت که می�آوریم به�دست

FMS (s) = ١− F̄Z١(s)FZ٢(s+ ln s),

FMP
(p) = FZ١(p)F̄Z٢(p+ ln p),

(٧)

MPبه�ترتیب MSو احتمال چگالی توابع هستند. λ و θ پارامترهای با لیندلی توزیع از مستقل تصادفی متغیرهای Z٢ و Z١ که

است: زیر به�قرار

fMS
(s) = fZ١(s)FZ٢(s+ ln s)− (

s+ ١
s

)fZ٢(s+ ln s)F̄Z١(s),

fMP (p) = fZ١(p)F̄Z٢(p+ ln p)− (
p+ ١
p

)fZ٢(p+ ln p)FZ١(p).

(٨)

اعتماد قابلیت معیارهای ١.۵

تابع R(t) = ١− F (t) که می�شود تعریف h(t) = f(t)
R(t) صورت به پارامتری تک پیوسته تصادفی متغیر برای شکست نرخ تابع

می�شود. تعریف m(t) = ١
R(t)

∫∞
t
R(x)dx به�صورت نیز باقی�مانده عمر طول میانگین تابع است. اعتماد قابلیت

باقی�مانده میانگین تابع و شکست نرخ تابع آن�گاه کند، پیروی پیشنهادی دومتغیره لیندلی توزیع از (X,Y ) تصادفی بردار اگر

قابلیت تابع شکست، نرخ تابع تعاریف از استفاده با می�آید. به�دست زیر به�صورت به�ترتیب موازی و سری سیستم�های برای عمر طول

١۶



می�شود: تعریف زیر به�صورت موازی و سری سیستم�های برای خطر نرخ تابع ،(٨) و (٧) روابط و اعتماد

hMS
(s) =

fZ١(s)FZ٢(s+ ln s)− ( s+١
s )fZ٢(s+ ln s)F̄Z١(s)

F̄Z١(s)FZ٢(s+ ln s)
,

hMP
(p) =

fZ١(p)F̄Z٢(p+ ln p)− (p+١
p )fZ٢(p+ ln p)FZ١(p)

١− FZ١(p)F̄Z٢(p+ ln p)
,

mMS (s) =
١

F̄Z١(s)FZ٢(s+ ln s)

∫ ∞

s

F̄Z١(x)FZ٢(x+ lnx)dx,

mMP
(p) =

١
١− FZ١(p)F̄Z٢(p+ ln p)

∫ ∞

p

(١− FZ١(x)F̄Z٢(x+ lnx))dx.

هستند. λ و θ پارامترهای با لیندلی توزیع از مستقل تصادفی متغیرهای Z٢ و Z١ که شود توجه

پارامترها برآورد ۶

درستنمایی ماکسیمم روش به λ و θ نامعلوم پارامترهای برآورد برای می�پردازیم. پیشنهادی مدل پارامترهای برآورد به قسمت، این در

است: زیر به�صورت (θ, λ) درستنمایی تابع می�گیریم. نظر در را (X١, Y١), ..., (Xn, Yn) دو�متغیره تصادفی نمونه�ی ،(MLE)

L(θ, λ) =

n∏
i=١

(θλ)٢

(θ + ١)(λ+ ١) (١+ xi)(١+ xi + ln yi)e
−xi(θ+λ)y

−(١+λ)
i

=
(θλ)٢n

(θ + ١)n(λ+ ١)n
n∏

i=١
(١+ xi)

n∏
i=١

(١+ xi + ln yi)e
−

∑n
i=١ xi(θ+λ)e−(١+λ)

∑n
i=١ lnyi

نوشت: زیر به�صورت می�توان را درستنمایی تابع لگاریتم

l(θ, λ) = ٢n ln θ + ٢n lnλ− n ln(θ + ١)− n ln(λ+ ١) +
n∑

i=١
ln(١+ xi)

+
n∑

i=١
ln(١+ xi + ln yi)− (λ+ θ)

n∑
i=١

xi − (١+ λ)
n∑

i=١
ln yi

از: عبارت�اند به�ترتیب λ و θ برآوردهای مشتق�گیری، از پس

θ̂ =
−(
∑n

i=١ xi − n) +
√
(
∑n

i=١ xi − n)٢ + ٨n
∑n

i=١ xi

٢
∑n

i=١ xi
,

و

λ̂ =
−(
∑n

i=١ xi +
∑n

i=١ ln yi − n) +
√
(
∑n

i=١ xi +
∑n

i=١ ln yi − n)٢ + ٨n
∑n

i=١ xi +
∑n

i=١ ln yi

٢(
∑n

i=١ xi +
∑n

i=١ ln yi)
.

با است. θ پارامتر با لیندلی توزیع برای ML برآورد همانند و است xi-ها از تابعی فقط θ MLپارامتر برآورد که است ذکر قابل

داریم: α و θ پارامتر�های به نسبت دوم مشتق�گیری
∂٢l(θ, λ)

∂θ٢
=

−٢n
θ٢

+
n

(θ + ٢(١ ,
∂٢l(θ, λ)

∂λ٢
=

−٢n
λ٢

+
n

(λ+ ٢(١ ,
∂٢l(α, λ)

∂θ∂λ
= ٠. (٩)

١٧



است: زیر به�صورت فیشر اطلاع ماتریس و هستند λ و θاز درستنمایی ماکسیمم برآورد�های λ̂ و θ̂ کنید فرض

I(θ̂, λ̂) =

−∂٢l(θ,λ)
∂θ٢

−∂٢l(θ,λ)
∂θ∂λ

−∂٢l(θ,λ)
∂θ∂λ −∂٢l(θ,λ)

∂λ٢


θ=θ̂,λ=λ̂

(١٠)

آمده به�دست برآوردهای این�صورت در است، منفی معین آمده به�دست ماتریس که می�شود مشاهده (١٠) و (٩) به توجه با بنابراین

هستند. MLE

منفی وابستگی با دومتغیره لیندلی توزیع شبیه�سازی ٧

می�شود: دنبال زیر الگوریتم کند، پیروی منفی وابستگی با لیندلی توزیع از که (X,Y ) تصادفی بردار تولید برای

Lindley(θ)؛ توزیع از Z١ متغیر تولید .١

Lindley(λ)؛ توزیع از Z٢ متغیر تولید .٢

Y؛ = Exp(Z٢ − Z١) و X = Z١ درنظرگرفتن .٣

است. λ و θ پارامترهای با دومتغیره لیندلی توزیع دارای (X,Y ) زوج پس .۴

می�شود. گرفته نظر در منفی وابستگی با دومتغیره لیندلی توزیع از نمونه�ای θ و λ درستنمایی ماکسیمم برآوردکننده�های بررسی برای

می�یابد. کاهش nافزایش با خطا مربعات میانگین و اریبی که می�دهند نشان جداول این است. آمده ۵ جدول در نتایج خلاصه�ی

منفی وابستگی با دومتغیره لیندلی توزیع θ = ٢ و λ = ١٠٫ ۵ پارامترهای ML برآورد :٣ جدول

n = ٢٠ n = ۵٠ n = ١٠٠ n = ٢٠٠
λ = ١٠٫ ۵

λ̂ ١٠٫ ٩٩۶٠ ١٠٫ ۶٨٧٩ ١٠٫ ۵٧۵٧ ١٠٫ ۵٢۶٠
Bias ٠٫ ۴٩۶٠ ٠٫ ١٨٩٧ ٠٫ ٠٧۵٧ ٠٫ ٠٢۶٠
MSE ۵٫ ۴۴۴١ ٢٫ ٢۴۴۴ ٠٫ ٩٧۴٧ ٠٫ ۴٧١۵
θ = ٢

θ̂ ٢٫ ٠٨٧٧ ٢٫ ٠٣۶٩ ٢٫ ٠١٧۶ ٢٫ ٠١۶٢
Bias ٠٫ ٠٨٧٧ ٠٫ ٠٣۶٩ ٠٫ ٠١٧۶ ٠٫ ٠١۶٢
MSE ٠٫ ١۴٧٢ ٠٫ ٠۵۴٣ ٠٫ ٠٢۴٧ ٠٫ ٠١٣١
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GARCH مدل با سفر زمان پیش�بینی اطمینان قابلیت بررسی

روزگار رسول ، جمالی١ مریم

یزد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه

بسیار هوشمند نقل و حمل سیستم�های در سفر زمان دقیق پیش�بینی و است نقل و حمل در اساسی مقیاس یک سفر زمان چکیده:

در پیش�بینی اطمینان قابلیت حال این با می�شود؛ استفاده سفر زمان پیش�بینی برای بسیاری تکنیک�های حاضر حال در است. مهم

راه است، زمان به وابسته تغییراتش اینکه به توجه با سفر زمان پیش�بینی اطمینان قابلیت است. نگرفته قرار بررسی مورد روش�ها این

پیش�بینی فواصل شناسایی سفر، اطمینان قابلیت بررسی برای معیارها از یکی می�آورد. فراهم سیستم�ها عملکرد گیری اندازه برای را

به واقعی ترافیکی اطلاعات انتشار آن�ها هدف که است سیستم�هایی توسعه در زیادی اهمیت دارای PI گیری اندازه است. (PI)

برای اطمینان قابلیت به مربوط اطلاعات ارائه و سفر زمان نوسانات بررسی برای GARCH مدل از استفاده روش است. مسافران

برای می�دهند نشان را سازی مدل کل روند که واقعی شهری ترافیک داده�های از نمونه دو دارد. اهمیت بسیار سفر زمان پیش�بینی

پیش�بینی فواصل و (PSD) شرطی شده پیش�بینی استاندارد انحراف از آزمایشات در گرفتیم، نظر در پیش�بینی اطمینان قابلیت بررسی

،(RMSE) ​​ریشه میانگین خطای که می�دهد نشان نتایج می�کنیم. استفاده سفر زمان بینی پیش اطمینان قابلیت بیان برای (PI)

در همچنین می�یابد کاهش اطمینان قابلیت افزایش با (MAPE) درصد مطلق خطای میانگین و (MAE) مطلق خطای میانگین

پیش�بینی اطمینان قابلیت خوبی به GARCH مدل که می�شود ثابت معیار دو این به توجه با می�آید. بدست معقولی PIهای دیگر مثال

است. پذیر امکان پیشنهادی روش�های از استفاده و می�کند مشخص را سفر زمان

ترافیک. مدیریت ،GARCH مدل زمانی، سری سفر، زمان سفر، زمان پیش�بینی کلیدی: واژه�های

.39B82 ،34K20 ،39B52 ،47A55 موضوع�بندی: كد

پیش�گفتار ١

سفر زمان دقیق بینی پیش است. هوشمند نقل و حمل سیستم�های در مشکلات ترین اساسی و مهمترین از یکی سفر زمان پیش�بینی

شرایط از مهم جنبه یک عنوان به است. مسیر یک برای ریزی برنامه انجام هنگام در ترافیک شرایط آوردن دست به راه�های از یکی

خود به را محققان از بسیاری علاقه سفر، زمان بینی پیش و می�دهد نشان را ترافیک وضعیت برای دیدگاهی سفر، زمان ترافیک،

یک آینده مقدار بینی پیش که است زمانی سری�های تحلیل به مربوط بینی پیش روش�های مهمترین از دیگر یکی است. کرده جلب

از مجموعه�ای عنوان به کلی طور به سفر زمان برای زمانی سری یک روش�ها این در است. متغیر همان گذشته مقادیر اساس بر متغیر

بخش دو از تئوری لحاظ به شده مشاهده سری یک می�شود. گرفته نظر در شده�اند، مرتب زمان ترتیب به که است آماری مشاهدات

یک عنوان به معمولا و است بیرونی اختلالات نتیجه که خطا یا نویز قسمت و واقعی فرایند توسط شده تولید سری می�شود، تشکیل

تکنیک�های است. بینی پیش و سازی مدل برای اصلی قسمت نویز مولفه�ی حذف بنابراین، می�شود. گرفته نظر در تصادفی روند

maryam.jamali@stu.ac.ir جمالی: ١مریم



اجرا قابل خاصی شرایط تحت و گرفته قرار استفاده مورد محقق چندین توسط ARIMA فصلی مدل ARIMAو مدل مانند متعددی

هستند[١].

اگر ترافیک، کنترل سیستم�های یا ترافیک مسیر سازی بهینه در مثال عنوان به است، مهم بسیار معیار یک اطمینان قابلیت

نیست. اعتماد قابل ترافیک کنترل یا مسیر سازی بهینه برای ریزی برنامه نباشد، اعتماد قابل بخش�ها از برخی سفر زمان بینی پیش

اگر است. اعتماد قابل بسیار ترافیک کنترل یا مسیر سازی بهینه برنامه شود، گرفته نظر در سفر زمان بینی پیش از اطمینان اگر

غیر و شرطی واریانس دو هر گرفت. نادیده توان نمی را واریانس اندازه و رفتار بدانیم، را ترافیک بینی پیش از اطمینان می�خواهیم

انتظار مورد مقدار مثال عنوان به میشود، گرفته نظر در ثابت عنوان به یا و شود نمی گرفته نظر در یا کلی حالت در نویز مولفه�ی شرطی

عبارت به شود. می نامیده ناهمسان نام به فرضیه این است. باهم خطاها تمام واریانس معادل شده داده خطای از یک هر مربع از

نویز مولفه شرطی واریانس که است این فرضیه حقیقت در حال این با میشود. گرفته نظر در یکسان بینی�ها پیش همه اطمینان دیگر،

مناسب است است عادی امر یک عمل در که هوایی، و آب و ترافیکی حوادث مانند منتظره غیر رویدادهای اثر دلیل به است، ثابت

داده�ها دیگر به نسبت داده�ها از برخی برای خطا شرایط که می�رود انتظار و نباشد برابر است ممکن خطا انتظار مورد مقدار نیست.

در استاندارد انحرافات تخمین باشد، ناهمسان ها نویز اگر برخوردارند. ناهماهنگی از داده�ها که شود می گفته اینجا، در باشد. بیشتر

قابلیت درباره اطلاعاتی توانیم نمی ما مثال، این در است. فایده بی پارامترها برآورد چه اگر است، قبول غیرقابل الذکر فوق مدل�های

آوریم. بدست را بینی پیش اطمینان

شرطی واریانس�های بینی پیش و سازی مدل برای خاص طور به (ARCH) شرطی واریانس در ناهمسانی با خودبازگشتی مدل

تشخیص به قادر اما هستند، آسان عمل در و ساده مدل�هایی ARCH مدلهای چه است.اگر شده طراحی استاندارد انحرافات یا

Bollerslev وسیله به و شد [٢]معرفی Engle توسط ARCH مدل هستند. بینی پیش در تغییرات و خطی غیر ای، خوشه خطاهای

از ترکیبی که را روشی [۴] همکاران و Kamarianakis شد. معرفی GARCH مدل عنوان با آن یافته تعمیم [٣] Taylor و

بعدها برده�اند. کار به است، شرطی واریانس مدلسازی برای GARCH فرآیند و شرطی میانگین مدلسازی برای ARIMA فرآیند

مدل�های و بخشیدند بهبود ARIMA-GARCH از استفاده با را همکاران و Kamarianakisروش Stathopoulos و Tsekeris

پیش نسبی سرعت از ترافیک، حوزه در GARCH مدل مطالعات از برخی در بعد�ها و کردند معرفی را ARFIMA-FIAPARCH

داده�های نوسانات در ظاهری تغییرات که می�دهد نشان مطالعات این همه است. شده معرفی سفر زمان و ترافیکی جریان بینی،

GARCH مدل از استفاده از هدف شود. حاصل خطی غیر وابستگی از خاصی نوع از است ممکن و است بینی پیش قابل ترافیکی

برآورد و پیش�بینی را سفر زمان داده�های نوسان توانیم می ما مدل، این اساس بر است. نویز شرطی واریانس مدلسازی و مطالعه برای

معادله روش�ها بعضی خلاف بر آوریم. دست به سفر زمان پیش�بینی برای را اطمینان قابلیت میتوانیم اطلاعات این طریق از و کنیم.

این مشابه، طور به .[۴] نمی�شود محدود (ARMA) (Autoregressive Average-Moving) مدل به پیشنهادی روش میانگین

می�دهد اعتمادی قابل پیش�بینی که را نمونه�ای نقاط ما این، بر علاوه شود. اعمال هم تر پیچیده معادله مدل�های دیگر به می�تواند روش

است[۴]. بالاتر شده داده نمایش نقاط دقت که دید توان می روش این اساس بر می�دهیم. نمایش را

زمانی نقطه�ای بینی پیش روش کند، می تغییر توجهی قابل طور به ترافیکی شرایط و مختلف های دوره در سفر زمان آنجائیکه از

فواصل کارآیی، های شاخص از یکی بینی، پیش برای است. دقیق و اعتماد قابل کمتر شود می برخورد نامطلوب ترافیکی شرایط با که

شده محاسبه زمانی فاصله یک PI کرد. ارزیابی را سفر زمان بینی پیش نتایج پایایی توان می آن اساس بر که است (PI) بینی پیش

ترافیک مدیران و مسافران ها، PI بودن دسترس در دهد. می پوشش قبلی شده تعیین احتمالات با را سفر انتظار زمان مقادیر که است

زمان و مسیر انتخاب برای را متعددی های راه بنابراین و کنند تعیین را سفر زمان بینی پیش قطعیت عدم میزان تا سازد می قادر را
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است پایدار نسبتا ترافیک وضعیت که است معنی بدان کوچک PIهای کنند. می ایجاد شرایط بهترین و بدترین با مقابله برای خروج

غیر مقادیر عنوان به را ها داده واریانس آنها که است این ای نقطه فعلی بینی پیش های روش از بسیاری های محدودیت از دیگر یکی

ساختار ساده ثابت واریانس فرض اگرچه است. زمان از تابعی واریانس عمل در اینکه اوجود با کنند. می محسوب ثابت و وابسته

[۵] اندازد. می خطر به را بینی پیش اطمینان قابلیت و دقت اما است، شده نصب مدل

واریانس بینی پیش و مدل ساخت فرآیند دوم، بخش در GARCH مدل مختصر معرفی از پس است: زیر شرح به مقاله این بقیه

میشود. شده ذکر اخر بخش در نتایج از بعضی نهایت، در می�کنیم. توصیف بعد بخش�های در را تجربی نتایج و شرطی

شرطی واریانس در ناهمسانی با یافته تعمیم خودبازگشتی مدل ٢

با واریانس تغییرات و می�کنند، پیروی صفر میانگین با گوسی توزیع از خطاها معین زمان یک در که است این GARCH اصلی ایده

قبلی، متناهی مقادیر از خطی ترکیب یک واریانس دارد. مطابقت مشروط) heteroscedasticity مثال، عنوان (به زمان تغییرات

است. شده ارائه GARCH مدل فرم از مختصری ارائه است. واریانس و خطاها مربع جمله از

کند: صدق زیر شرایط در εt اگر گویند q ≥ ٠ و p ≥ ١ با GARCH فرایند از را εt زمانی سری یک

εt = htηt (١)

h٢t = α٠ +

p∑
i=١

αiε
٢
t−i +

q∑
j=١

βjh
٢
t−j (٢)

مدل با برابر که است. εt−k, k ≥ ٠ از مستقل ∀t, ηt و ηt ∼ iidN(٠,١) و هستند نامنفی βj αiو و α٠ ضرایب که

دهند. ارائه دقیق شرطی واریانس برآورد می�توانند GARCH مدل�های عملی، نظر از است. q=0 اگر ARCH(p)

نوسانات بنابراين است. قبلی واریانس و خطاها مربع از رگرسیونی مدل یک خطا واریانس که میشود مشاهده فوق روابط از

اغلب هم فعلی زمان واریانس باشد، بزرگ قبلی بار چندین واریانس اگر دیگر، عبارت به است. تاريخي حافظه ويژگي داراي خطاها

مدل مشخصه این است. کوچک اغلب فعلی زمان واریانس باشد، کوچک گذشته بار چندین واریانس اگر مقابل، در است. بزرگ

شود. می نامیده نوسانی بندی خوشه که است یافته تعمیم ARCH

مدل ساختار ٣

(٢ شده؛ تعیین خطی بخش حذف و سفر زمانی سری برای (١ شود: گیری نتیجه زیر شرح به می�تواند بینی پیش روش جریان نمودار

شرطی مانده باقی خطاهای مجموعه اگر (٣ و دارد؛ وجود ARCH اثر آیا اینکه بررسی و مدل برآورد مانده باقی خطاهای بررسی

بسازیم. را (GARCH (یا ARCH مدل یک باشد، ناهمسان صورت به که است
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معیارشناسی مدل یک ساخت ١.٣

شوند. انتخاب فصلی ARIMA و ARIMA ،ARMA مانند سفر زمان گیری اندازه مدل عنوان به توانند می مدل�ها از بسیاری

باقی خطای سری برای ARCH اثر آیا اینکه بررسی بعدی گام آوریم. می بدست را εt مانده باقی خطای سری مدل، برآورد از پس

دارد. وجود εt مانده

ARCHمدل تاثیر بررسی ٢.٣

به LM آزمون .Ljung-Box Qآزمایش و [٢] LM چندگانه تست مانند دارد، وجود ARCH تأثیر بررسی برای مختلفی روش�های

است: شده استفاده مقاله این در که است زیر شرح به خلاصه طور

مثال: عنوان به εt خطاهای باقیمانده از ε٢t سری مربع برای AR(r) مدل ساختن -١

ε٢t = ε٠ + α١ε
٢
t−١ + · · ·+ αrε

٢
t−r + et (٣)

است. et v iid(٠, δ٢) که
فرضیه: آزمون -٢

ندارد. وجود ARCH مدل از تاثیری اینجا در که H٠ : αi = ٠, i = ١,٢, . . . r صفر: فرضیه

i. هر برای H١ : αi ̸= ٠ جایگزین: فرضیه

آنگاه باشد درست صفر فرض اگر است. برازش نیکویی R٢ و است نمونه سایز T که LM = TR٢ ازمون: آماره و

[١] نیست. ARCH فرایند یک سری که معناست این به کرد رد نتوان را صفر فرض اگر دیگر عبارت به است. LM ∼ χ٢(r)

( GARCH (یا ARCH مدل یک ساختار -٣

تصویب می�تواند آمده دست به مرتبه با ARCH مدل است، پایین مرتبه از موجود ARCH سری که داد نشان قبلی آزمون اگر

GARCH مانند پایین�تر مرتبه GARCHاز مدل است، بالا مرتبه از ARCH سری که می�دهد نشان آزمون اگر خلاصه، طور به شود.

تابع و (ACF) همبستگی خود تابع تحلیل با مدل مرتبه می�شود. توصیه نیز غیره و (1,1) و GARCH (1,2) و GARCH (2,1)

و ARCH مدل نهایی مرتبه ،ARMA مدل مانند این، بر علاوه آید. می دست به نیز ε٢t سری از (PACF) جزیی همبستگی خود

شود انتخاب [۵] (SBC یا BIC) شاروث بیزی اطلاعات معیار یا (AIC) کاییک آ اطلاع معیار براساس می�تواند نیز GARCH

می�شوند. برآورد درستنمایی ماکسیمم روش با پارامترهای نهایت در و

می ،GARCH شده برآورد مدل از استفاده با است. ضروری مدل سازگاری آزمون ،GARCH مدل پارامترهای برآورد از پس

LM(یا تست است. η̂t = εt/ĥt مانده باقی های خطا مجموعه اساس، این بر کنیم. برآورد ĥ٢t)را ) سری شرطی واریانس توانیم

یا دارد وجود مانده باقی خطاهای از η٢t سری در خودهمبستگی اثر آیا اینکه بررسی برای دوباره تواند می (Ljung-Box Q آزمون

باشد. نداشته وجود η٢t خودهمبستگی که صورتی در دانست مناسب می�توان را مدل خیر.
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میدهد نمایش واضح صورت به را a شکل مستطیل داخل قسمت (b)و SARIMA مدل از باقیمانده (a)خطای :١ شکل

است SARIMA مدل خطاهای باقیمانده ومربع خطاها باقیمانده خودهمبستگی توابع :٢ شکل

واریانس در همسانی نا با یافته تعمیم خودبازگشتی مدل از پیشبینی ۴

برای شد. داده نمایش قبل قسمت در GARCH مدل شرطی واریانس بگیرید، نظر در را εt, t = ١,٢, · · · , T زمانی سری

داریم GARCH مدل از استفاده Tبا زمان در پیشبینی

ĥ٢T+١ = E(h٢T+١ | ψT ) (۴)

فاصله�ی p به تنها شرطی واریانس که آنجا از GARCH(p,q) مدل در است. T زمان از قبل اطلاعت ی دارنده بر در ψT که

داریم: است وابسته گذشته زمانی فاصله q شرطی واریانس و گذشته زمانی
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ĥ٢T+١ = E(α٠ +

p∑
i=١

αiε
٢
T−i+١ +

q∑
j=١

βjh
٢
T−j+١) (۵)

= α٠ +

p∑
i=١

αiε
٢
T−i+١ +

q∑
j=١

βjh
٢
T−j+١

آزمون نتایج و تحلیل تجزیه ۵

تا ٢٠٠۶ دسامبر ١ از داده است، شده گرفته چین پکن در سفر زمان گیری اندازه سیستم از تحلیل و تجزیه برای اول مثال داده�های

و می�شوند پردازش آزمایشی داده�های عنوان به اولیه نمونه ١٠٠٠٠ است. نمونه عدد ١٩٣٩٢ و روز ٢٠٢ مدت به ٢٠٠٧ ژوئن ٢٠

مثال داده�های و هستند. آفلاین آزمون در بینی�ها پیش همه که است توجه قابل می�گیرند. قرار استفاده مورد آزمون داده�های برای بقیه

نتیجه در شدند. جایگزین شده گم زمانی فواصل از سالانه میانگین صورت به گاه شده گم های داده است. ٢٠٠٨ سال کل از بعد

آوری جمع فرکانس شدند. انتخاب مطالعه این برای دقیقه�ای پنج مشاهدات ۵١۵۵٢ شامل سفر زمان اطلاعات از کاری روز ١٧٩

در نوسانات که آنجا از دهد. نشان را واقعی ترافیکی شرایط درباره مهم اطلاعات تا است کوتاه کافی اندازه به دقیقه�ای پنج شده�ی

٧ تا ٣ از سفر زمان داده�های نوسانات روی بر مطالعه این بنابرین است روز شبانه ساعات بقیه از مشاهده�تر قابل ٧ تا ٣ ساعت�های

دارد. تمرکز صبح

کیلومتر) ریتان(٠.٧۵ جاده های داده ١.۵

در که می�کند استفاده بعدی سه عصبی شبکه یک از ANN مدل میگیریم. نظر در داده�ها آوری جمع برای را ANN مدل مثال این در

است. سفر زمان شده بینی پیش خروجی، و است گذشته در سفر زمان ۵ میانگین ورودی داده�های دارد. وجود عصبی سلول ده دوم لایه

که (GARCH مدل (ساخت ٣ و (ARCH اثر (تست ٢ مراحل سپس می�آوریم، دست به را مانده باقی خطاهای آزمایش، از پس

و است شده ساخته مانده باقی خطاهای سری برای (١،١) GARCH مدل نهایت، در می�دهیم. انجام را شد داده توضیح ٣ بخش در

است: آمده دست به زیر صورت به شرطی استاندارد معیار انحراف

ĥ٢t = ۵٧٫ ٢۶٣+ ٠٫ ۴۶١ε٢t−١ + ٠٫ ۵٢٩h٢t−١ (۶)

انحراف و شده بینی پیش احتمالی خطاهای ترتیب به ۴ شکل و می�دهد. نشان را روز سه سفر زمان بینی پیش نتایج ٣ شکل

نتایج می�شود. ارزیابی PSD صحت سپس می�شود، بیان PSD توسط سفر زمان بینی پیش اطمینان قابلیت هستند. استاندارد معیار

است. شده داده نشان زیر جدول در

می�توان MAPEرا MAEو ،RMSE مقادیر آزمایش، از بعد و است اولیه مقادیر از کمتر RMSE مقادیر تمام که دید می�توان

است. دقیق بسیار مثال این در استاندارد انحراف بینی پیش کرد. محدود بسیار
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آینده روز سه برای بینی پیش نتایج :٣ شکل

استاندارد معیار انحراف و شده بینی پیش احتمالی خطاهای :۴ شکل

ARIMA- مدل عملکرد که گرفت نتیجه می�توان می�دهد. نشان ARIMAرا (1,1,1) - GARCH (1,2) مدل نتایج جدول

روش در که می�دهد نشان مثال این باشد. ٨٠٠٠ از کمتر نمونه اعضای تعداد که وقتی ویژه به است، ضعیف بسیار GARCH

کرد. کسب خوبی بسیار نتایج می�توان باشد، مناسب شده انتخاب مدل اگر شود. انتخاب آزادانه می�تواند معادله پیشنهادی

U.S در هستون بزرگراه امتداد در واقع نقلیه وسایل خودکار تشخیص های ایستگاه ٢.۵

پیش و سازی مدل برای آن شده شناخته کاربرد و آن اجرای سهولت دلیل به میانگین معادله عنوان به ARIMA مدل مثال این در

بهترین شود. می تعیین (AIC) اطلاع معیار براساس ARIMA مناسب دستورالعمل است. شده انتخاب ترافیک پارامترهای بینی

است: AIC مقدار کمترین دارای که است آن مدل

AIC = −٢log(L) + ٢m (٧)

استفاده با مدل پارامترهای است. مدل برای شده انتخاب پارامترهای تعداد m و است خاص مدل برای داده احتمال L آن در که

مجموعه هر برای ARIMA مدل پارامترهای و بهینه دستورات شوند. می برآورد R آماری افزار نرم توسط درستنمای حداکثر روش از

آمده جدول در MAنیز (q) و AR (p) های مدل MAاز و AR های قسمت به مربوط ضرایب است. شده ارائه زیر جدول در داده

است.

می�کنیم استفاده Ljung-Box روش از شود می شناخته ARCH اثر عنوان به همچنین که شرطی، ناهمسانی تاثیر آزمون برای

٢۶



PSD جدول :١ جدول
deviation standard predicted of threshold point sample reliable of Number RMSE MAE MAPE

Infinite ٩٣٩٢ ۴٩.۶٨٩٧ ٢٨.٩٨٢ ١۴.٠٩

۴۵ ٧۵٨٧ ۴٠.٢٢۶٨ ٢٣.٩۶٩۶ ١١.٨۵

۴٠ ۶٩٧۶ ٣۶.٣۴٠٧ ٢٢.٧۴۶۵ ١١.۴١

٣۵ ۶٠٨١ ٣۴.٠۶٣۴ ٢١.۴٩٩۴ ١٠.٩٢

٣٠ ۴۴١٣ ٢٩.۶٣٧٨ ١٩.٨٣٩۵ ١٠.١۵

٢٨ ٣۴٧۶ ٢٨.۵٠٧۵ ١٩.٢۵۴٢ ٩.٨١

٢۵ ١۴۶٠ ٢۶.١١٨١ ١٧.۶١١٢ ٩.٠٣

٢۴ ۶٧٣ ٢١.۴٢٢١ ١۵.٩٠٢١ ٨.٢٣

٢٣ ۵٨ ١٩.۵۶٩٧ ١۴.٠٩٣۶ ٧.١۶

ARIMA مدل توسط برآورد جدول :٢ جدول
Factor Model AR(١) AR(٢) MA(١) MA(٢) MA(٣) MA(۴) MA(۵) MA(۶)

١ ARIMA(٢،٢،٣)

Coefficients ٠.٣٩٣١ ٠.٣٢۴٣ ١.٠٧٠٧- ٠.٢٣٢۴- ٠.٣٠٣٢ na na na

SE ٠.٢٧٨٧ ٠.١٩٣٢ ٠.٢٧۴٩ ٠.٣۶٧٣ ٠.١١٣ na na na

٢ ARIMA(٠،١،۶)

Coefficients na na ٠.٣۶٩٧ ٠.١٨۴٣ ٠.١١۶١ ٠.٠۵۶۶ ٠.٠٠٧ ٠.٠٧۶٣

SE na na ٠.٠٣٣۶ ٠.٠٣۶۴ ٠.٠٣۵٩ ٠.٠٣٢٣ ٠.٠٣۵١ ٠.٠٣۴۵

٣ ARIMA(١،١،۵)

Coefficients ٠.٧٩٧٨ na ٠.٣٢٠٣- ٠.٠٧١٣- ٠.١۴٠٣- ٠.٠١٣٩ ٠.٠٩۵٢ na

SE ٠.٠۶ na ٠.٠۶٧٣ ٠.٠۴٣٧ ٠.٠٣٨٩ ٠.٠٣۶ ٠.٠٣٢٨ na

۴ ARIMA(٢،١،۴)

Coefficients ٠.۴٧ ٠.٢٣٧٢ ٠.٣٠٣٨- ٠.١٧٧۶ ٠.٠٨۴٧٢ ٠.٨٧۵ na na

SE ٠.٣١١٩ ٠.٢۶۶٢ ٠.٣٠٩٩ ٠.٢١٩۶ ٠.٠۴٠۵ ٠.٠۴۶٢ na na

۵ ARIMA(٢،١،۴)

Coefficients na na na na na ٠.٢٧٠٢- na na

SE na na na na na ٠.٠٣١٩ na na

مدل یک و برویم بعدی مرحله به باید سپس دارد. وجود ARCH اثر شود، رد صفر فرضیه اگر است زیر صورت به آن فرضیه�های که

کنیم. انتخاب مناسب ARCH

H٠ : ρ١ = ρ٢ = · · · = ρm = ٠ (٨)

Qm = N(N + ٢)
m∑

h=١
ρ٢h/(N − h)

زیر جدول است. شده آزمون مدل تاخیر عدد m و m از تابعی Qm و نمونه سایز N و ای نمونه خودهمبستگی تابع ρ٢m که

مقدار از p مقادیر تمام تقریبا است. ٠.٠۵ داری معنا سطح دهد. می نشان را ١٠ تا تاخیر هر برای Ljung-Box آماره p مقادیر

دارد.[۵] وجود ARCHاثر نتیجه در و است قوی همبستگی دهنده نشان که است ٠.٠۵ از کمتر مربع مجاز

٢٧



ARIMA مدل توسط برآورد جدول :٣ جدول
Factor lag١ lag٢ lag٣ lag۴ lag۵ lag۶ lag٧ lag٨ lag٩ lag١٠

١ Residual ٠.۶۵۶ ٠.۵٠۴ ٠.۶٩۶ ٠.۶٩۴ ٠.۵٧١ ٠.۵۶٧ ٠.٣۵۵ ٠.٣۵۴ ٠.۴۴۴ ٠.٠۶٨

residual Squared ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١>

٢ Residual ٠.۵٣٩ ٠.٨١٨ ٠.٩٣۶ ٠.٩٢٧ ٠.٩٣١ ٠.٩۶٩ ٠.۶۶٧ ٠.۵٨٧ ٠.١۴١ ٠.١۶٨

residual Squared ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١>

٣ Residual ٠.٧٨٩ ٠.۶٠١ ٠.٧٣۴ ٠.٨۶١ ٠.٩٣٣ ٠.۵٨۶ ٠.١٩ ٠.١۵۵ ٠.١۵٨ ٠.٢٠۵

residual Squared ٠.٠١٨ ٠.٠١٨ ٠.٠١٣ ٠.٠٢٨ ٠.٠١٧ ٠.٠٢۴ ٠.٠٣۵ ٠.٠۵٨ ٠.٠٨۵ ٠.١١

۴ Residual ٠.٠٠۵ ٠.٠١٩ ٠.٠۴٢ ٠.٠۵٨ ٠.٠٠٧ ٠.٠٠١ ٠.٠٠٢ ٠.٠٠٣ ٠.٠٠۶ ٠.٠۴

residual Squared ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١>

۵ Residual ٠.٠٠٢ ٠.٠٠۴ ٠.٠١١ ٠.٠٢٢ ٠.٠۴ ٠.٠۶ ٠.٠٩۴ ٠.١٣ ٠.١٨١ ٠.١٩١

residual Squared ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١> ٠.٠٠١>

نتیجه ۶

طور به مدل این از استفاده با سفر زمان نوسانات سازی مدل روند ،GARCH مدل شناسی روش و مفهوم براساس مقاله، این در

در که کردیم استفاده مختلف شهری خودروهای نقل و حمل سیستم روی بر مختلف آزمایش دو از ما سپس، است. شده معرفی دقیق

پیشنهادی روش شود، انتخاب درستی به میانگین معادلۀ اگر که می�شود دیده شد. پذیرفته شرطی واریانس ناهمسانی مدل تاثیر دو هر

باشد. داشته خوبی بسیار نتایج می�تواند
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بوت و ماکسیمم درستنمایی روش به شده نمایی وایبل توزیع پارامترهای برآورد
دار رتبه مجموعه�ای نمونه�گیری اساس بر استرپ

عليزاده مراد افشاری، محمود حيدری١، سعيد

بوشهر خلیج�فارس دانشگاه آمار، گروه

روش ابتدا مقاله این در است. جامعه ویژگی�های استنتاج و ها داده از اطلاعات حداکثر استخراج آماری تحلیل اصلی هدف چکیده:

بر را شده نمایی وایبل توزیع پارامترهای ماکسیمم درستنمایی برآورد سپس و معرفی را دار رتبه مجموعه�ای نمونه�گیری و استرپ بوت

پارامترها برای را صدکی اطمینان فاصله استرپ بوت از استفاده با ادامه در می�آوریم. به�دست دار رتبه مجموعه�ای نمونه�گیری اساس

می�آوریم. به�دست

بقا. تحلیل تنش-مقاومت، مدل استرپ، بوت کلیدی: واژه�های

.39B82 ،34K20 ،39B52 ،47A55 موضوع�بندی: كد

پیش�گفتار ١

بازنمونه�گیری ایده اساس بر روش این کرد. ارائه آماره�ها نمونه�ای توزیع و دقت اندازه برآورد برای را استرپ بوت روش [١] افرون

همان استرپ بوت بررسی تحت مباحث است. یافته فراوانی گسترش کامپیوتر از استفاده با اخیر سال چند در که است داده�ها از

حداقل با و آسان سریع، انعطاف، قابل را مباحث این کامپیوترها است. یافته تغییر استفاده مورد ابزار تنها هستند، آمار سنتی مسایل

تخمین�های به دقت معیار دادن نسبت برای است کامپیوتری متد یک استرپ بوت آمار در .[٣] می�سازند ممکن ریاضی فرضیات

عمومی طور به زد. تخمین را نمونه داده�های توزیع از ای آماره هر تقریبا میتوان ساده خیلی روش یک با تنها تکنیک این در نمونه داده

استفاده با را واریانس مانند برآوردگر یک ویژگیهای واقع در استرپ بوت آید. می حساب به گیری بازنمونه روشهای از روش این

مشاهده های داد تجربی توزیع تقریبی، توزیع برای استاندارد انتخاب یک میزند. تخمین نمونه های داده کل از تقریبی توزیع یک از

شده توزیع مساوی طور به و توزیع هم و مستقل جمعیتی از ها مشاهده از ای مجموعه کرد فرض بتوان که حالتی در است. شده

تصادفی های نمونه واقع در ها بازنمونه این از کدام هر که شود سازی پیاده نمونه باز تعدادی ساخت با میتواند استرپ بوت هستند،

این از کرد. استفاده آماری فرض آزمون ساخت در میتوان استرپ بوت از همچنین هستند. اصلی های داده مجموعه از جایگذاری با

داشته شک ها فرض این مورد در که هنگامی پارامتری های فرض پایه بر استنباطی های متد برای جایگزینی عنوان به معمولا روش

بوت از شود پیچیده محاسباتی فرمول استاندارد، خطای محاسبه برای یا باشد غیرممکن پارامتری استنباط که مواردی در یا باشیم

برای اطمینان بازه و استاندارد خطای تخمین برای روش این است. آن سادگی استرپ بوت بزرگ فایده یک میشود. استفاده استرپ

مناسبی روش علاوه به میباشد ساده بسیار همبستگی ضرایب و نسبتها صدکی، های نقطه مثل توزیع پارامترهای پیچیده برآوردگرهای

است. نتایج پایداری بررسی و کنترل برای

s_mheydari@yahoo.com حيدری: ١سعيد



دار رتبه ای مجموعه گیری نمونه و ساده تصادفی گیری نمونه ٢

ساده تصادفی گیری نمونه ١.٢

” روش دو به که است ساده تصادفی گیری نمونه رود، می بکار اطلاعات جمع�آوری برای که گیری نمونه در متداول روش�های از یکی

واحد N حجم به ای جامعه از واحد n انتخاب روش ساده، تصادفی گیری نمونه شود. می انجام جایگذاری” بدون و” جایگذاری” با

عمل، در باشند. داشته شدن انتخاب برای یکسانی شانس کرد، انتخاب توان می که ای نمونه

N
n

 ی همه که قسمی به است،

وسیله�ی به یا آنگاه کنند، می گذاری شماره تا ١ از را جامعه واحدهای شود. می انتخاب واحد به واحد ساده، تصادفی ی نمونه یک

واحد n معرف که را عدد n متوالیاً کنند، می تولید را جدولی چنین که کامپیوتری های برنامه ی بوسیله یا و تصادفی اعداد جدول

قبلا که جامعه واحد هر انتخاب برای مساوی شانس باید رود، می بکار که فرآیندی انتخابی، هر در نمایند. می انتخاب هستند، نمونه

یکسان شانس روش، این با ممکن متمایز نمونه�ی

N
n

تمام که کرد تحقیق توان می راحتی به کند. فراهم است، نشده استخراج

ساده�ی تصادفی گیری نمونه گیری، نمونه روش رود، کنار جامعه از شده انتخاب واحد انتخاب، هر در اگر دارند. شدن انتخاب برای

نمونه گیری، نمونه روش شود، برگردانده جامعه به دوباره شده، انتخاب واحد انتخاب، هر در اگر اما شود. می نامیده جایگذاری بدون

شود. می نامیده باجایگذاری ساده�ی تصادفی گیری

دار رتبه ای مجموعه گیری نمونه ٢.٢

اندازه�گیری که شرایطی در شد. معرفی مرتع �های بازدهی میانگین برآورد برای [۶] اینتایر مک توسط بار اولین نمونه�گیری روش این

مجموعه�ای گیری نمونه کرد، بندی رتبه هزینه کمترین با و سادگی به را جامعه واحدهای بتوان اما باشد پرهزینه و سخت جامعه واحدهای

روش می�دهد. انجام جامعه پارامترهای درباره استنباط برای ساده تصادفی نمونه�گیری روش به نسبت را کاراتری روش�های رتبه�دار

نسبت تایی، k ی نمونه هر می�شود. انتخاب جامعه از kتایی نمونه k kتایی، ی نمونه یک انتخاب برای که است صورت این به RSS

دارای واحد دوم، kتایی ی نمونه از رتبه، کوچکترین دارای واحد اول، تایی k ی نمونه از سپس و شده بندی رتبه نظر، مورد متغیر به

اندازه بندی، رتبه خطای کاهش منظور به شود. می گیری اندازه رتبه، بزرگترین دارای واحد ام، k kتایی ی نمونه از و ... رتبه، دومین

دار، رتبه ای مجموعه گیری نمونه از حاصل برآوردگرهای کارایی افزایش جهت اساس، این بر گیرند. می نظر در ۴ یا ٣ معمولا را k ی

کرد. تکرار مرتبه چندین را دار رتبه ای مجموعه گیری نمونه فرآیند توان می

تصادفی گیری نمونه بکارگیری با شده نمایی وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکزیمم برآورد ٣.٢

ساده

باشند. λ مقیاسی پارامتر و (α, Y ) شکل پارامترهای با EW توزیع از تایی n تصادفی نمونه�ی ,Z١یک Z٢, ., Zn کنید فرض

بود زیرخواهد بصورت (LL) درستنمایی تابع لگاریتم پس

L(α, λ, γ) = nLnα+ nLnγ + nγlnλ+ (γ − ١)
∑

Lnζi + (α− ١) (١)

٣٠



گرفته مشتق پارامترها تک تک به نسبت درستنمایی تابع لگاریتم از پارامترها، (MLE) درستنمایی ماکزیمم برآوردگر یافتن جهت

دهیم. می قرار صفر مساوی را روابط و
∂L(α, λ, γ)

∂α
=
n

α
+
∑

Ln[١− exp−(λζi)
γ ] = ٠ (٢)

∂L(α, λ, γ)

∂λ
=
nγ

λ
+ (α− ١)γλγ−١

∑ exp−(λζi)
γ

١− exp−(λζi)γ
ζγi − γλγ−١

∑
ζγi = ٠ (٣)

∂L(α, λ, γ)

∂λ
=
n

γ
+ nLnλ+

∑
Lnζi

+ (α− ١)λγ
∑ exp−(λζi)

γ

١− exp−(λζi)γ
Ln(λζi)− λγ

∑
ζγi Ln(λζi) = ٠(۴)

کنیم. می استفاده عددی روشهای از بنابراین است، ناممکن عددی غیر روشهای به معادلات این حل

مجموعه�ای گیری نمونه بکارگیری با شده نمایی وایبل توزیع پارامترهای درستنمایی ماکزیمم برآورد ۴.٢

رتبه�دار

نمایی وایبل ی جامعه از q = kn ی اندازه به دار رتبه ای مجموعه ی نمونه {Yij : i = ١, ..., n; j = ١, ..., k} کنید فرض

باشد. (تکرارها) ها چرخه تعداد ، kو مجموعه سایز ،n و باشند γ و α شکل پارامترهای و λ مقیاسی پارامتر با شده

بود: خواهد زیر بصورت Yij چگالی تابع صورت این در کند، می استفاده ترتیبی های آماره از حقیقت در روش این چون

fi(yij) =
n!

(i− ١)!(n− i)!
αγλγyγ−١

ij exp(−λyij)γ

[١− exp(−λyij)γ ]iα−١ ∗ (١− [١− exp(−λyij)γ ]α)n−i

بود: خواهد زیر بصورت درستنمایی تابع بنابراین

L(α, λ, γ, Y ) =
k∏

j=١

n∏
i=١

fi(yij)

= Cαnkγnkλnkγ
k∏

j=١

n∏
i=١

yγ−١
ij exp(−λγ

k∑
j=١

n∑
i=١

yγij)

∗
k∏

j=١

n∏
i=١

[١− exp(−λyij)γ ]iα−١
k∏

j=١

n∏
i=١

(١− [١− exp(−λyn−i
ij )γ ]α)
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داریم: دهیم، نشان L∗ با را LnL(α, λ, γ, Y ) اگر است. ثابت عدد C که

L∗ = C∗ + nk(Lnα+ Lnγ) + nkγLnλ

+ (γ − ١)
k∑

j=١

n∑
i=١

Lnyij − λγ
k∑

j=١

n∑
i=١

yγij) +

k∑
j=١

∑
i=١

(iα− ١)Ln[١− exp(−λyij)γ ]

+
k∑

j=١

n∑
i=١

(n− i)Ln(١− [١− exp(−λyn−i
ij )γ ]

را روابط و گرفته مشتق پارامترها این به نسبت L∗ از γ و λ ، α برای MLE برآوردگرهای یافتن جهت است. ثابت عدد C∗ که

دهیم. می قرار صفر مساوی

٠ =
∂L∗

∂α

=
nk

α
+

k∑
j=١

n∑
i=١

iLn[١− exp(−λyij)γ ]

−
k∑

j=١

n∑
i=١

(n− i)
[١− exp(−λyij)γ ]Ln[١− exp(−λyij)

(١− [١− exp(−λyn−i
ij )γ ])

٠ =
∂L∗

∂λ
=
nkγ

λ
− γλγ−١

k∑
j=١

n∑
i=١

yγij

+ γλγ−١
k∑

j=١

∑
i=١

(iα− ١)
yγijexp(−λyij)γ

١− exp(−λyn−i
ij )γ

− αγλγ−١
k∑

j=١

n∑
i=١

(n− i)
yγijexp(−λyij)γ [١− exp(−λyn−i

ij )γ ]α−١

(١− [١− exp(−λyn−i
ij )γ ]α)

٠ =
∂L∗

∂γ

=
nk

γ
+ nkLnλ+

k∑
j=١

n∑
i=١

Lnyij − λγLnλ
k∑

j=١

n∑
i=١

yγij

− λγ
k∑

j=١

n∑
i=١

yγijLnyij

+ λγ
k∑

j=١

n∑
i=١

(iα− ١)
yγijLnλyijexp(−λyij)γ

[١− exp(−λyn−i
ij )γ ]

− αγ
k∑

j=١

n∑
i=١

(n− i)
yγijexp(−λyij)γLnλyij [١− exp(−λyn−i

ij )γ ]α−١

(١− [١− exp(−λyn−i
ij )γ ]α)

کنیم. می استفاده عددی روشهای از بنابراین است. ناممکن عددی، غیر روشهای به معادلات این حل
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R برای استرپ بوت اطیمینان فاصله ٣

به این از که بوت�استرپ صدکی روش می�شوند: معرفی بوت�استرپ پارامتری روش�های بر مبتنی اطمینان فاصله دو بخش، این در

پایه بر و میشود خوانده boot-t که بوت�استرپ استیودنتیده روش می�باشد. افرون[٢] نظریه پایه�ی بر و می�شود خوانده boot-p بعد

میدهیم: نشان را روش دو هر با R برای اطمینان فاصله برآورد خلاصه طور به می�باشد هال٢(١٩٨٨) نظریه�ی

بوت�استرپ صدکی اطمینان فاصله ١.٣

است: زیر صورت به بوت�استرپ صدکی اطمینان فاصله برآورد الگوریتم

کنیم. می محاسبه را β̂ λ̂و ،α̂ مقادیر X١, ...Xn و Y١, ..., Yn نمونه از استفاده با اول: گام

استرپ بوت نمونه�ی λ̂ و β̂ مقادیر از استفاده با مشابه طور به و X١, ..., Xn استرپ بوت نمونه�ی λ̂ و α̂ از استفاده با دوم: گام

R̂∗ با و آورده بدست R برای را بوت�استرپ برآورد Y ∗
١ , ...Y

∗
n و X∗

١ , ...X
∗
n از استفاده با حال می�کنیم. تولید را Y١, ..., Yn

دهیم. می نشان

میکنیم. تکرار بار N را دوم گام سوم: گام

G−١(x) = دهیم: قرار اگر حال شود، GX(x)تعریف = P (R̂∗ ≤ x)صورت به R̂∗ تجمعی توزیع تابع کنید فرض چهارم: گام

می�شود. تعریف زیر صورت به R برای ١)١٠٠− γ) اطمینان فاصله x هر برای صورت این در .Rboot−P (x)

(R̂boot−p(
γ

٢ )), (R̂boot−p(١− γ

٢ ))

R برای استرپ بوت استیودنتیده اطمینان فاصله ٢.٣

میباشد: زیر صورت به بوت�استرپ استیودنتیده اطمینان فاصله برآورد الگوریتم

کنیم. می محاسبه را β̂ λ̂و ،α̂ مقادیر X١, ...Xn و Y١, ..., Yn نمونه از استفاده با اول: گام

استرپ بوت نمونه�ی λ̂ و β̂ مقادیر از استفاده با مشابه طور به و X١, ..., Xn استرپ بوت نمونه�ی λ̂ و α̂ از استفاده با دوم: گام

R̂∗ با و آورده بدست R برای را بوت�استرپ برآورد Y ∗
١ , ...Y

∗
n و X∗

١ , ...X
∗
n از استفاده با حال می�کنیم. تولید را Y١, ..., Yn

میکنیم: تعریف را زیر آماره و دهیم می نشان

T ∗ =

√
m(R̂∗ − R̂)√
var(R̂∗)

میکنیم. تکرار بار N را دوم گام سوم: گام

به R ١)١٠٠برای − γ) اطمینان فاصله برای را پایین و بالا حدود آمده بدست بار N تعداد به که T ∗ از استفاده چهارم:با گام

میکنیم: تعیین زیر صورت

میکنیم: تعریف x هر برای و می�گیریم نظر در H(x) = P (T ∗ ≤ x) صورت به را T ∗ تجمعی توزیع تابع

R̂boot−t = R̂+m
−
١
٢
√
var(R̂)H−١(x)
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می�شود: تعریف زیر صورت به R برای ١)١٠٠− γ) تقریبی اطمینان فاصله

(R̂boot−t(
γ

٢ )), (R̂boot−t(١− γ

٢ ))

سازی شبیه ۴

،α = ١٫ ۵ پارامترهای با شده نمایی وایبل توزیع از تایی ٢٠ ی ساده تصادفی ی Mapleنمونه افزار نرم از استفاده با قسمت، این در

نرم در مجهولی سه ای معادله سه دستگاه یک صورت به را ۵ و ۴ ،٣ معادلات سپس کنیم. می تولید λ = ١٫ ۵ و γ = ١٫ ۵
یابیم. می باشند، می λ̂ و γ̂ ، α̂ که را دستگاه های ریشه ، fsolveتابع طریق از آنگاه کنیم، می افزارMapleوارد

شبیه برای تکرارها تعداد کند. می استفاده عددی روشهای انواع از معادلات دستگاه حل برای ، fsolveتابع که است ذکر به لازم

است. شده گرفته نظر در ١٠٠٠ سازی،

α ازای Rبه درستنمایی حداکثر خطای مربعات میانگین و اریبی میزان :١ جدول

α = ١٫ ۵

SRS کارایی

معلوم λ مجهول λ معلوم λ مجهول λ

٠٫ ٠۵٠٫)٩٧ ٠١٢۶) ٠٫ ٠٫)٠٧٣٠ ٠١۶٧) ١٫ ٠٧٩٣ ١٫ ٠٠۵٩
٠/٠٣٩۴(٠/٠٠٩۴) ٠/٠٠۵(٠/٠٠٧٨)٠ ١٫ ١٣٨٢ ١٫ ۶٢٨٢
(٠/٠٠٣٢)٠/٠٢٠٢ ٠/٠٠۵(٠/٠٠٧٨)٠ ١/٧١٨٧ ١/۶٩۴۴
٠/٠٠١١(٠/٠٠۴۵) ٠/٠٠١١(٠/٠٠۴۶) ١/٠٢٢٢ ١/٠٨۶٩

(n,m) RSS

معلوم λ مجهول λ

(۵,١۵) ٠٫ ٠٠۵٠٫)٨ ٠١٣۶) ٠٫ ٠٫)٠١٣٧ ٠١۶٨)
(١٠,١٠) (٠/٠١٠٧)٠/٠٠٣٩ ٠/٠٠۴(٠/٠١٢٧)٨
(١۵,٣٠) ٠٫ ٠٠٢۴(٠٫ ٠٠۵۵) ٠٫ ٠٠۶٠٫)٨ ٠٠۶١)
(٢٠,٣٠) ٫ ٠٠٠۶(٫ ٠٠۴۶) ٠٫ ٠٠۴۵(٠٫ ٠٠۵٠)

شبیه�سازی نتایج ١.۴

میگردد. بررسی پارامتری مختلف شرایط تحت استرپ بوت از استفاده با R درستنمایی حداکثر برآورد سازی شبیه بخش این در

است مجهول λ که زمانی R درستنمایی حداکثر برآورد

n,m = ازای به درستنمایی حداکثر براورد در
١
el

∑el
i=١(R

∗ − R̂∗
i )

٢ خطا مربعات میانگین و
١
el

∑el
i=١(R

∗ − R̂∗
i ) اریبی

در β = ١٫ ۵ و α = ١٫ ۵,٢,٢٫ ۵,٣,٣٫ ۵ برای همچنین و β = ١٫ ۵,٢,٢٫ ۵,٣,٣٫ ۵ αو = ١٫ ۵ و ١۵,٢٠,٢۵,٣٠
اند.مقادیر شده گرفته نظر در یک برابر را دلتا و لامبدا شود وارد سازی شبیه در خدشه�ای اینکه است.بدون شده ارایه ٢ و ١ جداول
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β ازای به R درستنمایی حداکثر خطای مربعات میانگین و اریبی میزان :٢ جدول

α = ١٫ ۵

SRS کارایی

معلوم λ مجهول λ معلوم λ مجهول λ

٠٫ ٠٫)٠٧٠٩ ٠١۴٢) ٠٫ ٠۶٩۵(٠٫ ٠١۵٨) ١٫ ١١٢۶ ١٫ ٢١۵١
(٠/٠١١٩)٠/٠١٢٣ ٠٫ ٠٫)٠٠٢١ ٠٠٩٩) ١ ١٫ ۴٢۴٢
٠/٠٢۶١(٠/٠٠۴٧) ٠/٠٣٣۵(٠/٠٠۵٣) ١/٣۴٠۴ ١٫ ٣٠١٨
٠/٠٠٣٣(٠/٠٠۴٣) ٠/٠٠۵٨(٠/٠٠۴١) ١/٢٠٩٣ ١٫ ٣۶۵٨

(n,m) RSS

معلوم λ مجهول λ

(۵,١۵) ٠٫ ٠١۴٠٫)٠ ٠١۵٨) ٠٫ ٠١۶٠٫)٨ ٠١٩٢)
(١٠,١٠) (٠/٠١١٩)٠/٠٠١٧ ٠/٠٠١٩(٠/٠١۴١)
(١۵,٣٠) ٠٫ ٠٠۵٠٫)٧ ٠٠۶٣) ٠٫ ٠٠۵٠٫)٩ ٠٠۶٩)
(٢٠,٣٠) ٫ ٫)٠٠٣٣ ٠٠۵٢) ٠٫ ٠٫)٠٠٣٢ ٠٠۵۶)

اند. شده داده نمایش پارانتز داخل در خطا مربعات میانگین

اختلاف که میشود متوقف زمانی تکرار روند و می�شود محاسبه ١ اولیه مقدار با ثابت نقطه تکرار روش به λ درستنمایی حداکثر برآورد

رابطه از R درستنمایی حداکثر برآورد نهایت در و γ و β ، α برآورد ، λ برآورد از پس باشد. ١٠-۶ از کوچکتر متوالی تکرار دو

می�شود. محاسبه R̂ =
β̂

β̂ + α̂
هر در خطا مربعات میانگین و اریبی اساس بر MLE ،کارایی کوچک نمونه اندازه برای حتی که میشود مشاهده ٢ و ١ جداول به توجه با

سازگاری ویژگی میابد.این کاهش خطا مربعات میابد،میانگین mافزایش و n که زمانی n = m ازای است.به رضایت�بخش روش دو

در می�یابد.همچنین کاهش خطا مربعات میانگین n(m) افزایش با ثابت، n(m) ازای به می�کند.همچنین تایید Rرا پارامتر MLE

گفت می�توان می�یابد.درنتیجه کاهش R درستنمایی حداکثر برآورد خطای مربعات میانگین β افزایش با که می�شود مشاهده ١ جدول

جداول به توجه با نیز و می�شود محاسبه مشابه روش به نیز مجهول های پارامتر سایر است. دقیق�تر βبزرگتر مقادیر ازای به Rبرآورد

می�یابد. کاهش خطا مربعات میانگین m(n) باافزایش که میشود مشخص
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شده اصلاح گسسته متناسب خطر نرخ مدل یک در اعتماد قابلیت ویژگی�های بررسی

برمال�زن٢ قباد روزگار١، رسول ، خیاط١ محدثه

یزد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ١

زابل دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده آمار، گروه ٢

است. شده معرفی همکاران و بالاکریشنان توسط اعتماد قابلیت در انعطاف�پذیر خانواده�های از یکی عنوان به خطر نرخ مدل چکیده:

و خطر نرخ معمولی، تصادفی ترتیب شدن حفظ و سالخوردگی خواص به و می�شود گرفته نظر در مدل این گسسته حالت مقاله این در

است. شده پرداخته توزیع�ها از خانواده دراین درستنمایی نسبت

گسسته. خطر نرخ مدل خطر، نرخ ترتیب معمولی، تصادفی ترتیب کلیدی: واژه�های

.39B82 ،34K20 ،39B52 ،47A55 موضوع�بندی: كد

پیش�گفتار ١

کردند. معرفی را توزیع�ها از انعطاف�پذیر و کلی خانواده یک توزیع، به شکل پارامتر یک کردن اضافه با (١٩٩٧) الکین و مارشال

مارشال-الکین توزیع�های خانواده به زیر، توزیع�های خانواده صورت این در +Rباشد. روی دلخواه بقای تابع یک بیانگر F̄ کنید فرض

است: معروف

Ḡ(x;α) =
αF̄ (x)

١− ᾱ F̄ (x)
, x ∈ R+, ᾱ = ١− α , α > ٠. (١)

مراجعه (٢٠١٣) داس و ناندا (٢٠٠١)و گوپتا و کرمانی به مارشال-الکین توزیع�های خانواده مورد در بیشتر جزئیات مشاهده برای

نمایید.

توزیع�ها از انعطاف�پذیر و کلی خانواده یک شود استفاده �F̄λ(x) کلی خانواده از F̄ (x) جای به ،(١) رابطه در Ḡ بقای تابع در اگر

در تاکنون که نتایجی ببینید.) (٢٠١٨) همکاران و (بالاکریشنان می�شود حاصل شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل عنوان تحت

بررسی هدف مقاله، این در است. بوده F̄λ(x) بقای تابع بودن پیوسته فرض با است آمده دست به توزیع�ها از خانواده این با رابطه

واقعیت، عالم در است. F̄λ(x) بودن گسسته فرض با توزیع�ها از خانواده این در تصادفی مقایسه و سالخورگی خواص مطالعه و

به می�توان را موارد این از مثال چندین می�شوند. گرفته نظر در گسسته صورت به عمر، طول متغیرهای آن در که دارند وجود مواردی

کرد: بیان زیر صورت

زمان جای به آن در که می�شوند جمع�آوری ماهیانه یا هفته�ای صورت به که سیستم�ها یا قطعات خرابی مورد در گزارش�هایی الف)

است. شده ثبت شکست�ها تعداد شکست�ها،

انجام خرابی از قبل تا کامل طور به که گردش�هایی تعداد پژوهشگر و می�کنند کار گردشی صورت به که سیستم�هایی یا قطعات ب)

شدن. خراب از قبل تا فتوکپی دستگاه یک از شده گرفته کپی�های کل تعداد مانند می�کند. ثبت را می�شود

m.khayyat1391@gmail.com خیاط: ١محدثه



می�شود. زده تقریب گسسته تصادفی متغیر یک با پیوسته تصادفی متغیر یک اوقات گاهی اندازه�گیری، امر در سهولت دلیل به ج)

است. پیموده آن، لاستیک�های سائیدگی از قبل تا اتومبیل یک که کیلومترهایی تعداد مانند

و بارلو توسط ابتدا در گسسته، تصادفی متغیرهای مطالعه گردید. آغاز پیوسته متغیرهای از دیرتر گسسته عمر طول متغیرهای مطالعه

گرفت. قرار بررسی و بحث مورد نویسندگان سایر توسط سپس و شده شروع (١٩٨١) پروشان

بقای تابع و P (X = k) احتمال جرم تابع دارای N = {١,٢, · · · } تکیه�گاه با X گسسته تصادفی متغیر کنید فرض

پارامترهای با شده اصلاح گسسته متناسب خطر نرخ توزیع دارای Y تصادفی متغیر صورت، این در باشد. F̄ (k) = P (X > k)

بقا تابع دارای هرگاه ،(Y ∼MDPHR(α, λ)) است λ و α

H̄(k) =
αF̄λ(k)

١− ᾱ F̄λ(k)
, k ∈ N , λ > ٠ , α > ٠ , ᾱ = ١− α.

احتمال جرم تابع و

P (Y = k) = H̄(k − ١)− H̄(k)

=
α(F̄λ(k − ١)− F̄λ(k))

(١− ᾱ F̄λ(k − ١)) (١− ᾱ F̄λ(k))
, k ∈ N,

این خطر نرخ تابع است. شکل پارامتر عنوان به λ و تیلت پارامتر عنوان به α توزیع، این �در است. α > ٠, λ > ٠ آن در که باشد

از: است عبارت توزیع

rY (k) =
P (Y = k)

H̄(k − ١)

=
F̄λ(k − ١)− F̄λ(k)

F̄λ(k − ١)(١− ᾱF̄λ(k))
, k ∈ N.

X اولیه متغیر سالخوردگی خواص شدن حفظ عدم و شدن حفظ بررسی به ابتدا است: راستا دو در مقاله این در شده بیان نتایج

و اولیه متغیرهای بین تصادفی مقایسه سپس است. شده پرداخته H̄(k) بقای تابع با Y ثانویه متغیر به نسبت ،F̄ (k) بقای تابع با

F̄٢(k) و F̄١(k) ترتیب به بقای توابع با مستقل تصادفی متغیر X٢دو X١و کنید فرض دقیق�تر، بیان به است. شده بررسی ثانویه،

ترتیب به بقاهای توابع با تصادفی متغیر دو Y٢ و Y١ کنید فرض همچنین باشند.

H̄١(k;λ١) =
αF̄

λ١
١ (k)

١− ᾱF̄
λ١
١ (k)

, k ∈ N

و

H̄٢(k;λ٢) =
βF̄

λ٢
٢ (k)

١− β̄F̄
λ٢
٢ (k)

, k ∈ N,

می�شود: داده نشان آنگاه باشد λ١ ≤ λ٢ و α ≥ β اگر باشند.

X١ ≥st X٢ =⇒ Y١ ≥st Y٢.

است: شده حاصل زیر نتیجه آنگاه α ≥ β ≥ ١ و λ١ = λ٢ اگر همچنین،

X١ ≥hr X٢ =⇒ Y١ ≥hr Y٢,

٣٨



Y٢ و Y١ تصادفی متغیرهای توسط ،X٢ و X١ بین درستنمایی نسبت ترتیب جهت که است شده داده نشان نقض مثال دو با و

توابع دارای که باشند N = {١,٢, · · · } مشترک تکیه�گاه�های با گسسته تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض نمی�شود. حفظ

خطر نرخ توابع و Ḡ(k) = P (Y > k) ،F̄ (k) = P (X > k) بقای توابع و P (Y = k) ،P (X = k) احتمال

.(٢٠٠٧ شانتیکومار، و (شیکد باشند. rY (k) = P (Y = k)/P (Y ≥ k) و rX(k) = P (X = k)/P (X ≥ k)

رابطه ،k ∈ N هر ازای به هرگاه ،(X ≥st Y ) است Y تصادفی متغیر از بزرگتر معمولی۴، تصادفی ترتیب در X تصادفی متغیر

امیدهای وجود شرط با و ϕ : Rn → R صعودی تابع هر برای اگر (X ≥st Y ) دیگر، عبارت به یا باشد. برقرار F̄ (k) ≥ Ḡ(k)

باشد: برقرار زیر نابرابری ریاضی،

E(ϕ(X)) ≥ E(ϕ(Y )).

rY (k) ≥ rX(k) رابطه ،k ∈ N هر ازای به هرگاه ،(X ≥hr Y است( Y از بزرگتر خطر۵، نرخ ترتیب Xدر تصادفی متغیر

باشد. k برحسب صعودی تابعی F̄ (k)/Ḡ(k) نسبت اگر فقط و اگر است X ≥hr Y دیگر، عبارت به باشد. برقرار

است: برقرار فوق، تصادفی ترتیب�های بین زیر رابطه

X ≥hr Y =⇒ X ≥st Y.

نمود. مراجعه (٢٠٠٧) شانتیکومار و شیکد به می�توان تصادفی، ترتیب�های جزئیات از بیشتر گاهی آ برای

باشد: برقرار زیر نامساوی هرگاه است (ILR) صعودی درستنمایی نسبت خاصیت دارای X تصادفی متغیر (الف)

P (X = k + ٢)P (X = k) ≤ P ٢(X = k + ١) , k ∈ N. (٢)

عوض (٢) نامساوی جهت هرگاه است (DLR) نزولی درستنمایی نسبت خاصیت Xدارای تصادفی متغیر ترتیب، همین به

شود.

یا باشد. k ∈ N برحسب صعودی تابعی r(k) هرگاه است (IFR) صعودی خطر نرخ خاصیت دارای X تصادفی متغیر (ب)

باشد. k از نزولی تابعی F̄ (k + ١)/F̄ (k) نسبت معادل، بطور

k ∈ Nبرحسب نزولی تابعی r(k) هرگاه است (DFR) نزولی خطر نرخ خاصیت Xدارای تصادفی متغیر ترتیب، همین به

باشد. k از صعودی تابعی F̄ (k + ١)/F̄ (k) نسبت معادل، بطور یا باشد.

باشد. k در نزولی تابعی [F̄ (k)]١/k هرگاه است (IFRA) صعودی خطر نرخ میانگین خاصیت دارای X تصادفی متغیر (پ)

.[F̄ (k)]١/k ≥ [F̄ (k + ١[(١/(k+١) دیگر، عبارت به یا

تابعی [F̄ (k)]١/k هرگاه است (DFRA) نزولی خطر نرخ میانگین خاصیت دارای X تصادفی متغیر ترتیب، همین به

باشد. [F̄ (k)]١/k ≤ [F̄ (k + ١[(١/(k+١) دیگر، عبارت به یا باشد. k در صعودی

Usual stochastic order۴

Hazard rate order۵

٣٩



هرگاه است (NBU) کارکرده از بهتر نو خاصیت دارای X تصادفی متغیر (ت)

F̄ (j + k) ≤ F̄ (j)F̄ (k) , j, k ∈ N. (٣)

شود. عوض (٣) نامساوی جهت هرگاه است (NWU) کارکرده از بدتر نو خاصیت Xدارای تصادفی متغیر ترتیب، همین به

است. IFR خاصیت دارای نیز Y توزیع α ≥ ١ برای آنگاه باشد IFR خاصیت دارای X تصادفی متغیر اگر (الف)

است. DFR خاصیت دارای نیز Y توزیع α ≤ ١ برای آنگاه باشد DFR خاصیت دارای X تصادفی متغیر اگر (ب)

اثبات.

است: زیر صورت به Y تصادفی متغیر خطر نرخ تابع (الف)

rY (k) =
P (Y = k)

H̄(k − ١)

=
F̄λ(k − ١)− F̄λ(k)

F̄λ(k − ١)(١− ᾱF̄λ(k))
, α > ٠ , λ > ٠.

شود: داده نشان است کافی ،Y خطر نرخ بودن صعودی اثبات برای

rY (k) ≤ rY (k + ١) , k = ١,٢, · · ·

دیگر، عبارت به یا

F̄λ(k − ١)− F̄λ(k)

F̄λ(k − ١)(١− ᾱF̄λ(k))
≤ F̄λ(k)− F̄λ(k + ١)
F̄λ(k)(١− ᾱF̄λ(k + ١)) .

١/(١−ᾱF̄λ(k))گرفت نتیجه می�توان است ᾱ = ١−α ≤ ٠ اینکه و F̄ (k) > F̄ (k+١) که واقعیت این از استفاده با

داریم: α ≥ ١ برای بنابراین است. k برحسب صعودی تابعی

١
١− ᾱF̄λ(k)

≤ ١
١− ᾱF̄λ(k + ١) . (۴)

k = ازای به ،١ تعریف (ب) بند مطابق است صعودی خطر نرخ خاصیت دارای X تصادفی متغیر چون دیگر، طرف از

داریم: ١,٢, · · ·

F̄ (k)

F̄ (k − ١) ≥ F̄ (k + ١)
F̄ (k)

یا F̄ ٢(k) ≥ F̄ (k − ١)F̄ (k + ١)

داریم: آن، طرفین از F̄λ(k)F̄λ(k − ١) کردن کم و F̄ ٢(k) ≥ F̄ (k − ١)F̄ (k + ١) کمیت رساندن λ توان به با

F̄λ(k)F̄λ(k − ١)− F̄ ٢λ(k) ≤ F̄λ(k)F̄λ(k − ١)− F̄λ(k − ١)F̄λ(k + ١),

می�دهد نتیجه که

F̄λ(k − ١)− F̄λ(k)

F̄λ(k − ١) ≤ F̄λ(k)− F̄λ(k + ١)
F̄λ(k)

(۵)

می�شود. حاصل مطلوب نتیجه ،١۵ و ١۴ نامنفی روابط طرفین ضرب با اکنون

۴٠



می�شود. خودداری آن اثبات آوردن از لذا است. (الف) بند اثبات همانند بند، این اثبات (ب)

�
بولینگر، و (سلویا نکند. پیدا انتقال Y متغیر به است ممکن ،X متغیر IFR خاصیت α < ١ ازای به که می�دهد نشان زیر مثال

بگیرید: نظر در زیر صورت به صعودی خطر نرخ خاصیت با را X گسسته تصادفی متغیر .(١٩٨٢

P (X = k) =
(k − c) ck−١

k!
, ٠ < c ≤ ١ , k ∈ N.

از: است عبارت Y تصادفی متغیر خطر نرخ تابع نتیجه در است F̄ (k) = ck/k! صورت به X بقای تابع اینکه به توجه با

rY (k) =
( ck−١

(k−١)! )
λ − ( c

k

k! )
λ

( ck−١

(k−١)! )
λ (١− ᾱ( c

k

k! )
λ)
.

داریم: c = ٩ و α = ٠/١ ،λ = ٢ ازای به

rY (٢) = ٠/٩٣۵۶ , rY (٣) = ٠/٩٢٢٢ , rY (۴) = ٠/٩۵٠٠,

خاصیت ،α > ١ ازای به می�دهد نشان زیر مثال نزولی. نه و است صعودی نه Y تصادفی متغیر خطر نرخ تابع می�دهد نشان که

نشود. حفظ Y متغیر توسط است ممکن ،X متغیر DFR

باشد: زیر صورت به گسسته وایبول توزیع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض .(١٩٧۵ اوساکی، و (ناکاگاوا

P (X = k) = q(k−١)β − qk
β

, ٠ < q ≤ ١ , β > ٠ , k ∈ N.

از: عبارتند ترتیب به X تصادفی متغیر با متناظر خطر نرخ تابع و بقا تابع

F̄ (k) = qk
β

, rX(k) = ١− qk
β−(k−١)β .

تصادفی متغیر خطر نرخ تابع همچنین است. DFR خاصیت دارای توزیع�ها از خانواده این ،٠ < β < ١ برای داد نشان می�توان

از: است عبارت Y

rY (k) =
qλ(k−١)β − qλk

β

qλ(k−١)β (١− ᾱqλkβ )
. (۶)

داریم: β = ٠/٨ و q = ٠/۵ ،α = ۵ ،λ = ٢ ازای به

rY (٢) = ٠/۴٧٢٨ , rY (۴) = ٠/۵۴۵٨ , rY (١٣) = ٠/۴٨۴٧,

نزولی. نه و است صعودی نه Y تصادفی متغیر خطر نرخ تابع می�دهد نشان که

کنید است.فرض NBU خاصیت دارای Y تصادفی متغیر ،α ≥ ١ برای آنگاه باشد NBU خاصیت Xدارای کنید فرض

است. NWU خاصیت دارای Y تصادفی متغیر ،α ≤ ١ برای آنگاه باشد NWU خاصیت دارای X

اثبات.

۴١



برقرار زیر نابرابری باید باشد NBU خاصیت دارای نیز Y باشد قرار اگر است. NBU خاصیت دارای X کنید فرض (ب)(الف)

باشد:

αF̄λ(j + k)

١− ᾱF̄λ(j + k)
≤ αF̄λ(j)

١− ᾱF̄λ(j)

αF̄λ(k)

١− ᾱF̄λ(k)

دیگر، عبارت به یا

١− ᾱF̄λ(j + k)

F̄λ(j + k)
≥ (١− ᾱF̄λ(j))(١− ᾱF̄λ(k))

αF̄λ(j)F̄λ(k)
. (٧)

است: زیر رابطه با معادل ،(٧) رابطه که کرد مشاهده می�توان محاسبات، کردن ساده و اخیر رابطه طرفین به ᾱ کردن اضافه با

١
F̄λ(j + k)

≥ ١− ᾱ(F̄λ(j) + F̄λ(j)) + ᾱF̄λ(j)F̄λ(k)

αF̄λ(j)F̄λ(k)
. (٨)

شود. اثبات (٨) رابطه است کافی ،Y تصادفی متغیر بودن NBU اثبات برای بنابراین

دیگر، عبارت به یا .F̄ (j + k) ≥ F̄ (j)F̄ (k) است NBU خاصیت دارای X چون

١
F̄λ(j + k)

≥ ١
F̄λ(j)F̄λ(k)

. (٩)

است: برقرار زیر نامساوی ،α ≥ ١ ازای به که می�کنیم ادعا دیگر، طرف از

١− ᾱ(F̄λ(j) + F̄λ(j)) + ᾱF̄λ(j)F̄λ(k) ≤ α (١٠)

اکنون است. حصول قابل بینهایت، سمت به آنها دادن میل و k و j به نسبت (١٠) رابطه طرفین از گرفتن حد با ادعا این

گرفت: نتیجه می�توان (١٠) و (٩) روابط استفاده با

١
F̄λ(j + k)

≥ ١
F̄λ(j)F̄λ(k)

=
١− ᾱ(F̄λ(j) + F̄λ(j)) + ᾱF̄λ(j)F̄λ(k)

{١− ᾱ(F̄λ(j) + F̄λ(j)) + ᾱF̄λ(j)F̄λ(k)} F̄λ(j)F̄λ(k)

≥ ١− ᾱ(F̄λ(j) + F̄λ(j)) + ᾱF̄λ(j)F̄λ(k)

α F̄λ(j)F̄λ(k)
,

می�شود. حاصل مطلوب نتیجه لذا و

می�شود. خودداری آن اثبات آوردن از لذا و است (الف) بند اثبات همانند بند، این اثبات (ب)

�
پیدا انتقال Y تصادفی متغیر به است ممکن ،X تصادفی متغیر بودن NBU خاصیت α < ١ برای که می�دهد نشان زیر مثال

باشد: زیر احتمال جرم تابع با ،S گسسته توزیع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض .(٢٠٠٣ گادوین، و (براکومند نکند.

P (X = k) = p(١− a)k
k−١∏
i=١

(١− p+ pai) , ٠ < p ≤ ١, ٠ < a < ١ , k ∈ N.

۴٢



از: عبارتند ترتیب به توزیع این با متناظر خطر نرخ تابع و بقا تابع

F̄ (k) =
k∏

i=١
(١− p+ pai) , rX(k) = p(١− a)k.

است: زیر صورت به Y توزیع بقای تابع

H̄(k) =
α
∏k

i=١)١− p+ pai)λ

١− ᾱ
∏k

i=١)١− p+ pai)λ
.

داریم: λ = ٢ و α = ٠/٢ ،a = ٠/۶ ،p = ٠/٣ ،k = ٣ ،j = ٢ برای

H̄(j + k) = ٠/٠٠١۴٣ ̸≤ ٠/٠٠١٢١ = H̄(j)H̄(k),

می�شود. نقض Y تصادفی متغیر بودن NBU خاصیت نتیجه در و

نسبت ترتیب و خطر نرخ ترتیب معمولی، تصادفی ترتیب لحاظ از ها Yi و ها Xi بین تصادفی مقایسه شدن حفظ قضیه�، دو این در

می�گیرد. قرار مطالعه مورد درستنمایی،

و Y١ کنید فرض همچنین باشند. F̄٢(k) و F̄١(k) ترتیب به بقای توابع با مستقل تصادفی متغیر دو X٢ و X١ کنید فرض

آنگاه باشد λ١ ≤ λ٢ و α ≥ β اگر باشند. H̄٢(k;λ٢) و H̄١(k;λ١) بقای توابع با دیگر مستقل تصادفی متغیر دو Y٢

X١ ≥st X٢ =⇒ Y١ ≥st Y٢.

نشان است کافی لازم نتیجه به رسیدن برای است. F̄١(k) ≥ F̄٢(k) صورت این در باشد. X١ ≥st X٢ کنید فرض اثبات.

معادل: بطور یا است. H̄١(k;λ١) ≥ H̄٢(k;λ٢) شود داده

A =
αF̄

λ١
١ (k)

١− ᾱF̄
λ١
١ (k)

/
βF̄

λ٢
٢ (k)

١− β̄F̄
λ٢
٢ (k)

≥ ١.

داریم: A عبارت کردن ساده با

A =
αF̄

λ١
١ (k) (١− (١− β)F̄

λ٢
٢ (k))

βF̄
λ٢
٢ (k) (١− (١− α)F̄

λ١
١ (k))

=
αF̄

λ١
١ (k)− αF̄

λ١
١ (k) F̄

λ٢
٢ (k) + αβF̄

λ١
١ (k) F̄

λ١
٢ (k)

βF̄
λ٢
٢ (k)− β F̄

λ١
١ (k) F̄

λ٢
٢ (k) + αβF̄

λ١
١ (k) F̄

λ٢
٢ (k)

=
αF̄

λ١
١ (k)(١− F̄

λ٢
٢ (k)) + αβF̄

λ١
١ (k) F̄

λ٢
٢ (k)

βF̄
λ٢
٢ (k)(١− F̄

λ١
١ (k)) + αβF̄

λ١
١ (k) F̄

λ٢
٢ (k)

باشیم: داشته باید A کمیت بودن یک مساوی یا بزرگتر از

αF̄λ
١ (k)(١− F̄λ

٢ (k)) ≥ βF̄λ
٢ (k)(١− F̄λ

١ (k)), (١١)

� است. برقرار F̄١(k) ≥ F̄٢(k) و λ١ ≤ λ٢ ،α ≥ β از استفاده با فوق نتیجه که

۴٣



و Y١ کنید فرض همچنین باشند. F̄٢(k) و F̄١(k) ترتیب به بقای توابع با مستقل تصادفی متغیر دو X٢ و X١ کنید فرض

آنگاه باشد α ≥ β ≥ ١ اگر باشند. H̄٢(k;λ) و H̄١(k;λ) بقای توابع با دیگر مستقل تصادفی متغیر دو Y٢

X١ ≥hr X٢ =⇒ Y١ ≥hr Y٢.

از: عبارتند ترتیب به Y٢ و Y١ تصادفی متغیرهای خطر نرخ توابع اثبات.

rY١(k) =
F̄λ
١ (k − ١)− F̄λ

١ (k)

F̄λ
١ (k − ١)(١− ᾱF̄λ

١ (k))
,

و

rY٢(k) =
F̄λ
٢ (k − ١)− F̄λ

٢ (k)

F̄λ
٢ (k − ١)(١− β̄F̄λ

٢ (k))
.

ترتیب خطر، نرخ ترتیب چون است. rY١(k) ≤ rY٢(k) شود داده نشان k ∈ N ازای به است کافی مطلوب، نتیجه به رسیدن برای

برقرار F̄١(k) ≥ F̄٢(k) رابطه ،k ∈ N هر ازای به که می�شود نتیجه X١ ≥hr X٢ از بنابراین می�دهد نتیجه را معمولی تصادفی

گرفت: نتیجه می�توان α ≥ β ≥ ١ همراه به که است

١
١− ᾱF̄λ

١ (k)
≤ ١

١− β̄F̄λ
٢ (k)

. (١٢)

اینکه یعنی این و است k از صعودی تابعی F̄١(k)/F̄٢(k) نسبت نتیجه در است X١ ≥hr X٢ چون دیگر، طرف از

F̄١(k)

F̄٢(k)
≥ F̄١(k − ١)
F̄٢(k − ١) یا

F̄λ
١ (k)

F̄λ
١ (k − ١) ≥

F̄λ
٢ (k)

F̄λ
٢ (k − ١) .

می�شود: نتیجه یک، عدد با آن کردن جمع و منفی علامت یک در F̄λ
١ (k)

F̄λ
١ (k−١) ≥

F̄λ
٢ (k)

F̄λ
٢ (k−١) عبارت کردن ضرب با

F̄λ
١ (k − ١)− F̄λ

١ (k)

F̄λ
١ (k − ١) ≤

F̄λ
٢ (k − ١)− F̄λ

٢ (k)

F̄λ
٢ (k − ١) . (١٣)

است. rY١(k) ≤ rY٢(k) که می�شود نتیجه (١٣) و (١٢) نامنفی روابط طرفین ضرب از اکنون

�
باشند: زیر احتمال جرم توابع دارای X٢ و X١ تصادفی متغیرهای کنید فرض

P (X١ = k) =



٠ k = ١
٠/٢ k = ٢
٠/٣ k = ٣
٠/٢ k = ۴
٠/٣ k = ۵.
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و

P (X٢ = k) =



٠ k = ١
٠/٣ k = ٢
٠/۴ k = ٣
٠/٢ k = ۴
٠/١ k = ۵.

داریم: λ = ٢ و α = ۵ برای که داشت توجه باید اما است. X١ ≥lr X٢ که نمود مشاهده می�توان بسادگی

h(٢)١
h(٢)٢

= ٠/۵٨۶٩ , h(٣)١
h(٣)٢

= ٠/۵۵١٢ , h١(۴)
h٢(۴)

= ١/٠۴٠٠ , h١(۵)
h٢(۵)

= ۶/٨٨٧٠.

.Y١ ̸≥lr Y٢ بنابراین نزولی، نه و است صعودی نه h١(k)/h٢(k) نسبت چون بنابراین

پژوهش دست�آورد�های ٢

تصادفی مقایسه�های و بقا، تحلیل و اعتماد قابلیت در انعطاف�پذیر خانواده�های از یکی عنوان به شده اصلاح متناسب خطر نرخ مدل

این در است. شده معرفی (٢٠١٨) همکاران و بالاکریشنان توسط توزیع�ها، از خانواده این در n از (n − k + ١) سیستم�های
نسبت و خطر نرخ معمولی، تصادفی ترتیب شدن حفظ و سالخوردگی خواص به و می�شود گرفته نظر در مدل این گسسته حالت مقاله،

تعمیم را (٢٠١٨) ناندا و کوندو توسط آمده دست به نتایج شده، اثبات نتایج است. شده پرداخته توزیع�ها از خانواده این در درستنمایی
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وابسته تنش-مقاومت مدل�های اعتماد قابلیت معیار نیم�پارامتری برآورد

محمودی�فرد٢ فاطمه ، برآورده١ دست علی

یزد، دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه استادیار ١

یزد دانشگاه ریاضی، آمار ارشد کارشناسی التحصیل فارغ ٢

است. شده پیشنهاد مبنا مفصل رویکرد با وابسته تنش-مقاومت مدل اعتماد قابلیت معیار برآورد جهت روشی مقاله، این در چکیده:

براساس سپس شده، برآورده ناپارامتری شیوه به وابستگی ساختار و پارامتری شیوه به حاشیه�ای توزیع�های ابتدا پیشنهادی روش در

کارلو مونت شبیه�سازی شیوه به پیشنهادی برآورد روش عملکرد نهایت در می�شود. برآورد اعتماد قابلیت معیار آمده به�دست توام توزیع

است. شده ارزیابی

نیم�پارامتری. وابسته، تنش-مقاومت مفصل، تابع درستنمایی، ماکسیمم برآورد برازش، نیکویی آزمون کلیدی: واژه�های

.39B82 ،34K20 ،39B52 ،47A55 موضوع�بندی: كد

پیش�گفتار ١

هستیم. دیگر تصادفی مؤلفه سوی از وارده فشار برابر در تصادفی مؤلفه یک تحمل میزان ارزیابی دنبال به کاربردی مسائل برخی در

مؤلفه مقاومت زمانی�که تا سیستم تنش-مقاومت مدل در گویند. تنش-مقاومت مدل�های را مسائل این�گونه اعتماد قابلیت مباحث در

قابلیت میزان سنجش برای معیاری مدل�ها، این�گونه در می�دهد. ادامه خود فعالیت به سیستم باشد آن بر وارد فشار از بیش سیستم

به�ترتیب Y و X آن در که می�شود گرفته نظر در R = P (X > Y ) یعنی سیستم فعالیت ادامه احتمال به�صورت سیستم اعتماد

هستند. سیستم تصادفی فشار و مقاومت

حقیقت در نیست. علوم این به محدود آن کاربرد اما هستند؛ برخوردار بالایی اهمیت از مهندسی سیستم�های در اعتماد قابلیت

دارد. کاربرد درمان و بهداشت و تربیت، �و تعلیم روانشناسی، ژنتیک، کیفیت، کنترل جمله از مختلفی زمینه�های در

، جمله از مشترک حاشیه�ای توزیع�های با مستقل Y و X متغیرهای وقتی را R زمینه، این در شده انجام پژوهش�های از برخی

در اینکه وجود با کرده�اند. برآورد و محاسبه هستند، [٢] داگام ،[١] وزن�دار لیندلی ،[٣] تعمیم�یافته لجستیک ،[١۵] تعمیم�یافته پاراتو

و وابسته�اند مقاومت و تنش کاربردی مسائل از بسیاری در اما باشند، مستقل مقاومت و تنش است ممکن کاربردی مسائل برخی

پاراتو ،[٨] دومتغیره نرمال مانند خاص توأم توزیع�های تعدادی برای پژوهش�ها از برخی هستیم. توام توزیع نیازمند R محاسبه برای

پژوهش�ها این کرده�اند؛ برآورد و محاسبه را R ،[٩] دومتغیره نرمال لگ ،[١٣] دومتغیره گاما ،[١٢] دومتغیره بتا ،[١٠] دومتغیره

هستند. خانواده یک از حاشیه�ای توزیع دو هر آنها در و گرفته نظر در وابستگی از خاصی فرمت در تنها را مقاومت و تنش متغیرهای

جمله (از مختلف وابستگی ساختار مفصل تابع همچنین دارند. متغیره چند توزیع�های مدل�سازی در وسیعی کاربرد مفصل توابع

تنش-مقاومت مدل در R برآورد و محاسبه برای مفصل تابع از استفاده می�گیرد. نظر در را (... دمی، وابستگی خطی، غیر خطی،

است. گرفته قرار محققان توجه مورد تازگی به پژوهشی موضوع این است. کاربردی مسائل در مفید بسیار و نوین رویکردی وابسته

dastbaravarde@yazd.ac.ir برآورده: دست ١علی



محاسبه برای مبنا مفصل رویکرد ،٢٠١٢ سال در [۶] گیوردانو و دوما پژوهش دو به می�توان زمینه این در شده انجام پژوهش�های به

خانواده ورشکستگی معیار برآورد در رویکرد این کاربرد ،٢٠١٣ سال در [۴] گیوردانو و دوما و وابسته تنش-مقاومت مدل در R

کرد. اشاره

دارد. وجود تصادفی متغیرهای حاشیه�ای توزیع توابع و توأم توزیع تابع بین خاص رابطه�ای که داد نشان ١٩۵٩ سال در اسکلار

مقدار حقیقی تابع آنگاه، باشند G و F به�ترتیب حاشیه�ای توزیع توابع و H توأم توزیع تابع با تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض

y و x حقیقی مقدار دو هر برای که به�قسمی دارد وجود C : [٠,١]× [٠,١] −→ [٠,١]
H(x, y) = C(F (x), G(y)).

است: زیر ویژگی�های دارای که می�نامند مفصل را C تابع

،I به متعلق �vهای و u کلیه به�ازای .١

C(u,٠) = C(٠, v) = ٠,

C(u,١) = u , C(١, v) = v,

آنگاه v١ < v٢ و u١ < u٢ اگر .٢

C(u١, v١)− C(u١, v٢)− C(u٢, v١) + C(u٢, v٢) > ٠.

زیر به�صورت می�توان را ،h ،Y Xو توأم چگالی تابع باشد، جزئی مشتقات دارای C و بوده پیوسته مطلقاً Y Xو درصورتی�که

نوشت:

h(x, y) = c(F (x), G(y))f(x)g(y),

کنید فرض هستند. مفصل چگالی تابع c (u, v) =
∂٢C (u, v)

∂u∂v
و ،Y و X حاشیه�ای چگالی تابع به�ترتیب g و f آن در که

این�صورت در باشد. مطلق پیوسته مفصل تابع یک C

∂C(u, v)

∂u
= P (V ≤ v | U = u),

∂C(u, v)

∂v
= P (U ≤ u | V = v).

کرد. مراجعه [١۴] منبع به می�توان مفصل تابع درمورد بیشتر اطلاعات برای

جدید روشی ۵ بخش در می�شود. ارائه مفصل تابع رویکرد با تنش-مقاومت مدل پارامتر محاسبه ٢ بخش در مقاله، این ادامه در

قرار بررسی مورد مونت�کارلو شبیه�سازی استفاده با را پیشنهادی برآورد روش ۴ بخش در می�شود، پیشنهاد اعتماد قابلیت برآورد برای

می�شود. ارائه ۵ بخش در نتایج جمع�بندی نهایت، در می�گیرد.
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مبنا مفصل رویکرد از استفاده با اعتماد قابلیت محاسبه ٢

حاشیه�ای چگالی توابع و G ،F به�ترتیب حاشیه�ای توزیع توابع و C وابستگی ساختار با پیوسته تصادفی متغیرهای Y و X اگر

می�شود: محاسبه زیر به�صورت R آنگاه باشند، g و f به�ترتیب

R = P (X > Y ) =

∫ ∞

−∞

∫ x

−∞
h(x, y)dydx

=

∫ ∞

−∞

∫ x

−∞
c (F (x), G(y)) g(y)f(x)dydx.

معادل، به�طور یا

R = P (X > Y ) =

∫ ١

٠

∫ G(F−١(u))

٠
c (u, v) dvdu. (١)

به توجه با دیگر، طرف از

GY |X=x(y) =
∂C (u, v)

∂u
|u=F (x)v=G(y), R =

∫
ℜ
GY |X=x(x)f(x)dx,

داریم:

R = E

(
∂C(u, v)

∂u
|u = F (X), v = G(X)

)
. (٢)

پیشنهادی برآورد روش ٣

نیم�پارامتری برآورد برای روشی ادامه در اما است. r٠ = ١
n

∑
i I(xi > yi) به�صورت R برآورد برای مرسوم ناپارامتری روش

روش هستند. نامعلوم پارامتر(های) دارای حاشیه�ای توزیع�های می�کنیم فرض روش، این در است. شده پیشنهاد مفصل بر مبتنی R

است. شده تشریح زیر به�صورت مرحله چهار طی پیشنهادی، برآورد

.
(
F (x; α̂), G(y; β̂)

)
می�کنیم برآورد درستنمایی ماکسیمم روش به را حاشیه�ای توزیع�های پارامتر .١

.(C̃)می�شود داده برازش برازش، نیکویی آزمون براساس Y و X وابستگی ساختار تبیین جهت مناسب مفصل .٢

شده، داده برازش مفصل و شده برآورد پارامتر با حاشیه�ای توزیع�های از استفاده با Y و X توأم توزیع محاسبه .٣

H̃(x, y) = C̃
(
F (x; α̂), G(y; β̂)

)
. (٣)

یعنی، می�آید. به�دست توأم توزیع از استفاده با R برآورد .۴

R̂ =

∫ +∞

−∞

∫ x

−∞
h̃(x, y)dydx,

است. H̃ با متناظر Y و X توأم چگالی تابع h̃(x, y) آن در که

آورد. به�دست نیز زیر رابطه از می�توان را R̂ مقدار همچنین،
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R̂ = E

(
∂C̃(u, v)

∂u
|u=F (x;α̂),v=G(y;β̂)

)
.

شبیه�سازی ۴

مطالعه کارلو مونت شبیه�سازی روش به را وابسته تنش-مقاومت مدل اعتماد قابلیت برای پیشنهادی برآورد عملکرد بخش این در

می�کنیم.

عبارتند توأم توزیع سه این داده�ایم. انجام مختلف توأم توزیع سه با n = ۵٠,١٠٠,٢٠٠ حجم به نمونه�هایی برای را شبیه�سازی

از:

نرمال حاشیه�ای و X برای ٢ میانگین با نمایی حاشیه�ای و θ = ٢ وابستگی پارامتر با فرانک مفصل از حاصل توأم توزیع الف)

،Y برای ١٠ و ١ به�ترتیب واریانس و میانگین با

نرمال حاشیه�ای و X برای ٢ میانگین با نمایی حاشیه�ای و θ = ٢ وابستگی پارامتر با کلایتون مفصل از حاصل توأم توزیع ب)

،Y برای ١٠ و ١ به�ترتیب واریانس و میانگین با

با نرمال حاشیه�ای و X برای ٢ میانگین با نمایی حاشیه�ای و θ = ٢ وابستگی پارامتر با جو مفصل از حاصل توأم توزیع پ)

.Y برای ١٠ و ١ به�ترتیب واریانس و میانگین

صورت به دیگر توأم توزیع�های برای شبیه�سازی می�شود. تشریح الف)، قمست در توأم توزیع برای شبیه�سازی این مراحل ادامه در

است. شده انجام مشابه

یعنی می�کنیم؛ تولید n حجم به تصادفی نمونه�ای ،θ = ٢ وابستگی پارامتر با فرانک بعدی دو مفصل از .١

(ui, vi)
iid∼ frank(٢), i = ١, . . . , n.

می�کنیم؛ تولید زیر به�صورت را (xi, yi), i = ١, . . . , n تصادفی نمونه مرحله این در .٢

xi = F−١(ui), yi = G−١(vi),

واریانس و میانگین با نرمال توزیع از t-ام چندک G−١(t) و ٢ میانگین با نمایی توزیع از s-ام چندک F−١(s) آن در که

هستند. ١٠ و ١

می�کنیم. محاسبه را ،(r٠ =

∑
i I(xi > yi)

n
) اعتماد قابلیت تجربی مقدار .٣

می�کنیم: محاسبه زیر به�صورت را Vi و Ui مرحله این در .۴

Ui = F (xi; λ̂), Vi = G(yi; µ̂, σ̂٢),

ماکسیمم روش به آنها پارامترهای که هستند شده برآورد پارامترهای با نرمال و نمایی توزیع�های به�ترتیب G و F آن در که

افزار نرم در این�منظور برای می�شود. استفاده AIC معیار از نیز مناسب مفصل انتخاب برای است. شده برآورد درستنمایی

آنها شرح که مفصل ۴٠ بین از BiCopSelect دستور کردیم. استفاده VineCopula بسته از BiCopSelect دستور از R

می�دهد. پیشنهاد باشد، داشته را AIC کمترین که مفصلی آمده نظر مورد بسته در

۵٠



مرحله از (حاصل شده داده برازش مفصل و شده برآورد پارامترهای با نرمال و نمایی حاشیه�های از استفاده با مرحله این در .۵

می�شود. برآورد اعتماد قابلیت (٢) رابطه از استفاده با سپس می�آوریم، به�دست را توأم توزیع (۴

r١ = E

(
∂C̃(u, v)

∂u
|
u=F (X;λ̂),v=G(Y ;µ̂,σ̂٢)

)
. (۴)

است. ،۴ مرحله در C شده برازش مفصل C̃ که

می�کنیم. تکرار بار m = ١٠٠٠٠ را ۵ تا ١ مراحل .۶

می�کنیم. محاسبه برآورد روش�های خطای مربعات میانگین و اریبی مرحله این در .٧

Bias(r١) ≈
١
m

m∑
i=١

r١i −R,

MSE(r١) ≈
١
m

m∑
i=١

(r١i −R)٢,

نیز مشابه به�صورت r٠ خطای مربعات میانگین و اریبی است. i-ام تکرار در پیشنهادی روش تحت R برآورد r١i آن در که

�می�گردد. محاسبه

شبیه�سازی نتایج :١ جدول

r١ نسبت r٠ کارایی MSE(r١) MSE(r٠) r١ اریبی r٠ اریبی R n

فرانک مفصل

١٫ ٣٣۵٩ ٠٫ ٠٠٣٣ ٠٫ ٠٠۴۶ −٠٫ ٠٠٨٨ ٠٫ ٠٠٠٣ ۵٠

١٫ ٣۶٢٩ ٠٫ ٠٠١٧ ٠٫ ٠٠٢٣ −٠٫ ٠٠٣۵ −٠٫ ٠٠٠١ ٠٫ ۶٢٠۵ ١٠٠

١٫ ۴٠٨٠ ٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠٠١٢ −٠٫ ٠٠١۵ −٠٫ ٠٠٠٢ ٢٠٠

کلایتون مفصل

١٫ ٣٧٩٠ ٠٫ ٠٠٣۴ ٠٫ ٠٠۴۴ −٠٫ ٠٠٣٢ ٠٫ ٠٠٠١ ۵٠

١٫ ٣٨٢٣ ٠٫ ٠٠١۶ ٠٫ ٠٠٢٢ −٠٫ ٠٠١۶ ٠٫ ٠٠٠۴ ٠٫ ۶۶۵٩ ١٠٠

١٫ ٣٨٨٧ ٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠٠١١ −٠٫ ٠٠٠٩ −٠٫ ٠٠٠۴ ٢٠٠

جو مفصل

١٫ ۴۶٣۵ ٠٫ ٠٠٣٢ ٠٫ ٠٠۴٧ ٠٫ ٠٠١٩ ٠٫ ٠٠٠٩ ۵٠

١٫ ۴۶٨٧ ٠٫ ٠٠١۶ ٠٫ ٠٠٢۴ ٠٫ ٠٠١٩ ٠٫ ٠٠٠۵ ٠٫ ۶٢٨٢ ١٠٠

١٫ ۴٧۵٨ ٠٫ ٠٠٠٨ ٠٫ ٠٠١٢ ٠٫ ٠٠١٢ −٠٫ ٠٠٠۵ ٢٠٠

r٠ خطا مربعات میانگین همچنین و است کمتر r٠ به نسبت r١ خطای مربعات میانگین می�شود، مشاهده نتایج از همان�طورکه

است. مناسب�تر اعتماد قابلیت برآورد برای روش این که گفت می�توان بنابراین، می�یابد. کاهش نمونه� حجم افزایش با r١ و

۵١



پژوهش دست�آورد�های ۵

برای پیشنهادی روش یک دادیم. قرار بررسی مورد مفصل تابع رویکرد با را تنش-مقاومت مدل اعتماد قابلیت پارامتر مقاله این در

به�دست نتایج به توجه با که دادیم قرار مطالعه مورد شده شبیه�سازی داده�های برای را پیشنهادی روش این آخر در و دادیم ارائه آن برآورد

دارد. کلاسیک برآورد به نسبت بیشتری دقت رویکرد این گفت می�توان آمده
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براساس پارامتری دو نمایی توزیع در تنش-مقاومت پارامتر بازه�ای نقطه�ای، براورد
رکوردی داده�های

رحیمی١ صغری

طباطبایی علامه دانشگاه ارشد، کارشناسی التحصیل فارغ

براساس پارامتری دو نمایی توزیع در R = P (X < Y ) تنش-مقاومت پارامتر بازه�ای و نقطه�ای براورد به مقاله این در چکیده:

با رکوردی داده�های براساس را تنش-مقاومت پارامتر درست�نمایی ماکسیمم براورد ابتدا منظور این برای می�پردازیم. کامل، داده�های

به�دست را پارامتر این تعمیم�یافته اطمینان بازه�ی و کرده محاسبه باشند مجهول رو هر مکانی و مقیاسی پارامترهای این�که گرفتن نظر در

حجم به توجه با و هم به نسبت شده معرفی بازه�ای براودهای مقایسه و ارزیابی به شبیه�سازی، مطالعه یک از استفاده با سپس، و آورده

می�شود. پرداخته مختلف نمونه�های

نمایی توزیع اعتماد، قابلیت تابع تنش-مقاومت، پارامتر درست�نمایی، ماکسیمم براورد تعمیم�یافته، اطمینان بازه�ی کلیدی: واژه�های

رکوردی. داده�های پارامتری، دو

پیش�گفتار ١

هدف گرفت. قرار بررسی مورد (١٩۴٧) ویتنی و من� و (١٩۴۵) ویلکاکسون توسط ناپارمتری داده�های در ابتدا تنش-مقاومت مدل

برای اولیه تلاش�های بود. بیماران درمان در دارو نوع دو نتایج از حاصل Y و X تصادفی متغیر دو مقایسه�ی بررسی، این از اصلی

Y Xو که حالتی آن�ها شد. انجام (١٩۶۴) همکاران و اوون توسط Y Xو روی پارامتری فرض�های تحت P (X < Y ) مطالعه�ی

اطمینان حدود و دادند قرار بررسی مورد را هستند برابر استانداردهای انحراف با نرمال توزیع از وابسته یا مستقل تصادفی متغیرهای

P (X < Y ) بار اولین برای آن در که (مقاله�ای (١٩٧٠) هریس و چرچ آوردند. به�دست توزیع�ها اغلب برای P (X < Y ) برای را

مستقل و نرمال متغیرهای Y و X که را P (X < Y ) درست�نمایی ماکسیمم براورد شد) مطرح تنش-مقاومت رسمی عنوان با

آوردند. به�دست است، مشخص کامل طور به X توزیع و هستند

اگر می�شوند. جمع�آوری ورزشی زمینه�های در که داده�هایی مانند باشند، رکورد یک که می�شوند ثبت زمانی داده�ها مواقع بیش�تر در

مشاهده هر اگر دیگر، طرف از می�شود. نامیده رکورد) (یک بالا رکورد یک باشد خود قبلی مشاهدات تمام از بزرگ�تر مشاهده هر

Xj آن�گاه باشد تصادفی متغیرهای از دنباله�ای X١, X٢, ... اگر می�شود. نامیده پایین رکود یک باشد قبلی مشاهده�های از کوچک�تر

باشد. بزرگ�تر خود قبلی مشاهدات همه�ی از اگر می�شود نامیده بالا رکورد یک

فرد عمر طول به�ترتیب Y و X پزشکی علم در مثال، برای می�شود. گرفته نظر در تنش X متغیر و مقاومت Y متغیر مقاله این� در

متغیر دو Y و X کنید فرض می�کند. مشخص را مؤثر درمان میزان احتمال این و است گروه�ها سایر درمان و درمان تحت بیمار

rahimi.soghra70@yahoo.com رحیمی: ١صغری



تابع با Exp(µ٢, σ٢) و Exp(µ١, σ١) پارامتری دو نمایی توزیع دارای به�ترتیب Y و X که به�طوری باشند مستقل تصادفی

باشند زیر احتمال چگالی

f(x;µ١, σ١) =
١
σ١
e

−(x−µ١)
σ١ , x > µ١, µ١ ∈ R, σ١ ≥ ٠ (١)

f(y;µ٢, σ٢) =
١
σ٢
e

−(y−µ٢)
σ٢ , y > µ٢, µ٢ ∈ R, σ٢ ≥ ٠. (٢)

تنش-مقاومت پارامتر ٢

است. غیره و پزشکی صنعت، علوم، زمینه�های در پژوهش�گران توجه مورد و مهم مسائل از یکی تنش-مقاومت پارامتر براورد مسئله

زمانی فاصله یک در آن�که احتمال آن�گاه باشد، مؤلفه آن به شده وارد تنش Xمقدار و سامانه یک در مؤلفه یک مقاومت میزان Y اگر

همان R پارامتر واقع در گویند. تنش-مقاومت پارامتر آن به که است R = P (X < Y ) برابر باشد تنش از بیش�تر مقاومت

و باشند G و F تجمعی توزیع تابع دارای به�ترتیب و تصادفی متغیر دو Y و X اگر کلی، حالت در است. سامانه اعتماد قابلیت

می�شود تعریف زیر به�صورت سامانه آن در R آن�گاه ،X تنش مقابل در باشد مقاومتی نظر مورد سامانه�ی یک در Y که کنیم فرض

R = P (X < Y ) =

∫ ∞

٠
Ḡ(x)dF (x),

.Ḡ(x) = ١−G(x) که به�طوری

می�شود محاسبه زیر به�صورت پارامتری دو نمایی توزیع در R تنش-مقاومت پارامتر

R = P (X < Y ) =

∫
A

∫ ١
σ١
e

−(x−µ١)
σ١

١
σ٢
e

−(y−µ٢)
σ٢ dxdy,

نتیجه در و بود خواهد A = {(x, y)|y > x > µ١} به�صورت A ناحیه�ی آن�گاه باشد µ١ > µ٢ اگر

R =

∫ ∞

µ١

١
σ١
e

−(x−µ١)
σ١

[ ∫ ∞

x

١
σ٢
e

−(y−µ٢)
σ٢ dy

]
dx

=
σ٢

σ١ + σ٢
e

(µ٢−µ١)
σ٢ ,

نتیجه در و A = {(x, y)|µ٢ < y <∞, µ١ < x < y} آن�گاه ،µ١ ≤ µ٢ اگر حال

R =

∫ ∞

µ٢

١
σ٢
e

−(y−µ٢)
σ٢

[ ∫ y

µ١

١
σ١
e

−(x−µ١)
σ١ dx

]
dy

= ١− σ١
σ١ + σ٢

e
(µ١−µ٢)

σ١ ,

می�شود حاصل زیر به�صورت تنش-مقاومت پارامتر آخر در

R = (
σ٢

σ١ + σ٢
e

(µ٢−µ١)
σ٢ )I(µ١ > µ٢) + (١− σ١

σ١ + σ٢
e

(µ١−µ٢)
σ١ )I(µ١ ≤ µ٢). (٣)

رکوردی داده�های براساس R پارامتر نقطه�ای براورد ٣

و باشند r٠, r١, ..., rn شده�ی مشاهده مقادیر با Exp(µ١, σ١) توزیع بالای رکورد مقدار n+ ١ ،R٠, R١, ..., Rn کنید فرض

که باشند s٠, s١, ..., sm شده�ی مشاهده مقادیر با Exp(µ٢, σ٢) توزیع از بالا رکورد مقدار m+ ١ ،S٠, S١, ..., Sm هم�چنین

ML براوردگر است کافی R پارامتر (ML) درست�نمایی ماکسیمم براورد آوردن به�دست برای هستند. اول نمونه�های از مستقل
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رکوردی داده�های براساس (µ٢, σ٢) و (µ١, σ١) پارامترهای ML براوردگر شود. محاسبه جداگانه به�صورت پارامترها از یک هر

می�شود. محاسبه زیر به�صورت

می�آید به�دست زیر به�صورت (١) از استفاده با Exp(µ١, σ١) ازتوزیع بالا رکوردی مقادیر براساس درست�نمایی تابع

L(µ١, σ١; r) =

∏n
i=٠ f(ri)∏n−١

i=٠
[
١− F (ri)

] = ١
σn+١
١

e
−
١
σ١

(rn−µ١)

از است عبارت µ١ MLپارامتر براوردگر ،µ١ ≤ r٠ < r١ < ... < rn <∞ حدود به توجه با

µ̂١ = R٠.

می�آید به�دست زیر به�صورت σ١ MLپارامتر براوردگر

σ̂١ =
Rn −R٠
n+ ١ .

یعنی می�آید، به�دست R MLپارامتر براوردگر (٣) در σ٢ و µ٢ ،σ١ ،µ١ MLپارامترهای براوردگرهای دادن قرار با

R̂ =


σ̂٢

σ̂١ + σ̂٢
e

µ̂٢ − µ̂١
σ̂٢ , µ̂٢ < µ̂١

١− σ̂١
σ̂١ + σ̂٢

e
−
µ̂٢ − µ̂١
σ̂١ , µ̂٢ ≥ µ̂١

تعمیم�یافته محوری تابع کمک به اطمینان بازه�ی آوردن به�دست ۴

وابسته (θ, ζ) پارامترهای به که باشد توزیعی دارای X = (X١, X٢, ..., Xn) کنید فرض تعمیم�یافته: (متغیر) محوری کمیت

مشاهده مقدار با (θ, ζ) برای براوردی (θ̂, ζ̂) کنید فرض هم�چنین و باشد آن شده�ی مشاهده مقدار x = (x١, x٢, ..., xn) و است

مزاحم پارامتر ζ زمانی�که ،θ برای تعمیم�یافته (متغیر) محوری کمیت یک را Gθ = Gθ(X,x, θ̂, ζ̂) کمیت باشد. (θ̂٠, ζ̂٠) شده�ی

کند صدق زیر شرایط در هرگاه گویند است،

باشد. θ نظر مورد پارامتر خود با برابر باید (θ̂, ζ̂) = (θ̂٠, ζ̂٠) نقطه�ی در Gθ(X;x, θ̂, ζ̂) مقدار (١)

نباشد. وابسته (θ̂, ζ̂) نامعلوم پارامترهای از یک هیچ به Gθ(X;x, θ̂, ζ̂) توزیع ،(θ̂٠, ζ̂٠) �شده�ی داده مقدار برای (٢)

می�پردازیم. رکوردی داده�های براساس i = ١,٢ ،σi و µi پارامترهای برای تعمیم�یافته محوری کمیت محاسبه�ی به بخش این در

محوری کمیت محاسبه�ی برای می�آوریم به�دست محاسبات این از که نتایجی با اما نمی�باشند، ما نظر مورد پارامترها این گرچه

می�کنیم. استفاده تنش-مقاومت پارامتر تعمیم�یافته�ی
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µiها برای تعمیم�یافته محوری کمیت ١.۴

به�وسیله�ی شده Gµارائه تعمیم�یافته�ی محوری کمیت این�صورت در باشند، µ̂١, σ̂١ براوردگرهای شده مشاهده� مقدارهای ،µ̂١٠, σ̂١٠ اگر

است زیر به�صورت (٢٠٠٨) باک�لزی

Gµ١ = µ̂١٠ −
٢(n+ ١)(µ̂١ − µ١)

٢(n+ ١)σ١
σ١
σ̂١
σ̂١٠

= µ̂١٠ −
٢(µ̂١ − µ١)

σ١

١
٢(n+ ١)σ̂١/σ١

(n+ ١)σ̂١٠

D
= µ̂١٠ −

χ٢٢
χ٢٢n

(rn − r٠),

(۴)

می�کند. صدق تعمیم�یافته محوری کمیت شرایط در Gµ١ محوری کمیت است. بودن توزیع هم معنای به D
= که

که Gµ١(X,x, µ̂١٠, σ̂١٠) ∈ (hα/٢, h١−α/٢) از است عبارت µ١ برای ٪١)١٠٠− α) تعمیم�یافته اطمینان بازه�ی یک

داریم ،(۴) از استفاده با طرفی از است. Gµ١ توزیع ١٠٠β صدک hβ

١− α = P
(
hα/٢ < Gµ١ < h١−α/٢

)
= P

(
hα/٢ < µ̂١٠ −

٢(µ̂١ − µ١)

σ١

١
٢(n+ ١)σ̂١/σ١

(n+ ١)σ̂١٠ < h١−α/٢
)

= P
(
hα/٢ < µ̂١٠ −

n+ ١
n

F٢,٢nσ̂١٠ < h١−α/٢
)

= P
( n

(n+ ١)σ̂١٠
(µ̂١٠ − h١−α/٢) < F٢,٢n <

n

(n+ ١)σ̂١٠
(µ̂١٠ − hα/٢)

)
.

نتیجه در .
n

(n+ ١)σ̂١٠
(µ̂١٠ − h١−α/٢) = F٢,٢n,α/٢ و

n

(n+ ١)σ̂١٠
(µ̂١٠ − hα/٢) = F٢,٢n,١−α/٢ بنابراین

hα/٢ = µ̂١٠ −
n+ ١
n

σ̂١٠F٢,٢n,١−α/٢, h١−α/٢ = µ̂١٠ −
n+ ١
n

σ̂١٠F٢,٢n,α/٢.

از عبارتست µ١ برای ٪١)١٠٠− α) تعمیم�یافته اطمینان بازه�ی یک نتیجه در

µ١ ∈ (µ̂١٠ −
n+ ١
n

σ̂١٠F٢,٢n,١−α/٢, µ̂١٠ −
n+ ١
n

σ̂١٠F٢,٢n,α/٢).

از است عبارت µ٢ برای تعمیم�یافته محوری کمیت ترتیب به�همین

Gµ٢
D
= µ̂٢٠ −

χ٢٢
χ٢٢m

(sm − s٠).

از است عبارت µ٢ برای ٪١)١٠٠− α) تعمیم�یافته اطمینان بازه�ی یک و

µ٢ ∈ (µ̂٢٠ −
m+ ١
m

σ̂٢٠F٢,٢m,١−α/٢, µ̂٢٠ −
m+ ١
m

σ̂٢٠F٢,٢m,α/٢).

σiها برای تعمیم�یافته محوری کمیت ٢.۴

به توجه با می�کنیم. معرفی را است مزاحم پارامتر i = ١,٢ ،µi که موقعی σi برای Gσi تعمیم�یافته محوری کمیت بخش این در

کرد معرفی زیر به�صورت را σ١ برای تعمیم�یافته محوری کمیت (٢٠٠٨) باک�لزی ،
٢(n+ ١)σ̂١

σ١
∼ χ٢٢n این�که

Gσ١ = Gσ١(X,x, µ̂١, σ̂١) =
σ١

٢(n+ ١)σ̂١
٢(n+ ١)σ̂١٠ D

=
١
χ٢٢n

٢(rn − r٠).
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طرفی از دارد. را تعمیم�یافته محوری کمیت شرایط

١− α = P (hα/٢ <
σ١

٢(n+ ١)σ̂١
٢(n+ ١)σ̂١٠ < h١−α/٢)

= P (hα/٢ <
١
χ٢٢n

(n+ ١)σ̂١٠ < h١−α/٢)

= P (
(n+ ١)σ̂١٠
h١−α/٢

< χ٢٢n <
(n+ ١)σ̂١٠

hα/٢
),

σ١ برای ٪١٠٠(١−α) تعمیم�یافته اطمینان بازه�ی یک نتیجه .در (n+١)σ̂١٠
h١−α/٢

= χ٢٢n,α/٢ و
(n+١)σ̂١٠

hα/٢
= χ٢٢n,١−α/٢ بنابراین

از عبارتست

σ١ ∈ (
(n+ ١)σ̂١٠
χ٢٢n,١−α/٢

,
(n+ ١)σ̂١٠
χ٢٢n,α/٢

).

از است عبارت σ٢ برای تعمیم�یافته محوری کمیت یک ترتیب به�همین

Gσ٢ = Gσ٢(X,x, µ̂٢, σ̂٢) =
σ٢

٢(m+ ١)σ̂٢
٢(m+ ١)σ̂٢٠

D
=

١
χ٢٢m

٢(sm − s٠).

از است عبارت σ٢ برای ٪١)١٠٠− α) تعمیم�یافته اطمینان بازه�ی یک و

σ٢ ∈ (
(m+ ١)σ̂٢٠
χ٢٢m,١−α/٢

,
(m+ ١)σ̂٢٠
χ٢٢m,α/٢

).

R برای تعمیم�یافته محوری کمیت ٣.۴

تعمیم�یافته محوری کمیت بنابراین است. σ٢ و σ١ ،µ٢ ،µ١ از تابعی R تنش-مقاومت پارامتر که می�شود مشاهده (٣) رابطه�ی در
بنابراین می�شود. حاصل R پارامتر در مربوطه پارامترهای بجای Gσ٢ و Gσ١ ،Gµ٢ ،Gµ١ محوری کمیت�های جایگزینی با R برای

می�شود حاصل زیر به�صورت GR

GR =


Gσ٢

Gσ١+Gσ٢
e

(Gµ٢−Gµ١ )

Gσ٢ Gµ١ > Gµ٢

١− Gσ١
Gσ١+Gσ٢

e
(Gµ١−Gµ٢ )

Gσ١ Gµ١ ≤ Gµ٢ .

به�طوری�که

Gµ١ = µ̂١,٠ −
χ٢٢
χ٢٢n

(rn − r٠), Gµ١ = µ̂٢,٠ −
χ٢٢
χ٢٢m

(sm − s٠)

Gσ١ =
١
χ٢٢n

٢(rn − r٠), Gσ٢ =
١
χ٢٢m

٢(sm − s٠)

محوری کمیت براساس R برای بسته فرم به اطمینان بازه�ی یک نمی�توان لذا است، پیچیده توزیع یک GR توزیع این�که به توجه با

با بنابراین ندارد. بستگی مجهول پارامترهای به GR توزیع ،i = ١,٢ ،(µ̂i٠, σ̂i٠) هر برای طرفی از آورد. به�دست تعمیم�یافته

آورد. به�دست را R اطمینان حدود می�توان است، شده داده زیر در ١ الگوریتم توسط که کارلو مونت شبیه�سازی از استفاده

١ الگوریتم

می�کنیم. محاسبه را σ̂٢ و σ̂١ ،µ̂٢ ،µ̂١ MLپارامترهای براورد شده، داده رکوردی داده�های مجموعه برای .١

می�کنیم. تولید W٢را ∼ χ٢٢m W١و ∼ χ٢٢n ،Q٢ ∼ χ٢٢ ،Q١ ∼ χ٢٢ مقادیر .٢
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می�کنیم. محاسبه را GR و Gσ٢ ،Gσ١ ،Gµ٢ ،Gµ١ .٣

می�کنیم. مرتب G(١)
R ≤ G

(٢)
R ≤ ... ≤ G

(k)
R به�صورت را حاصل مقادیر و می�کنیم تکرار بار k را ٣ و ٢ مرحله�ی .۴

صحیح عدد بزرگ�ترین [x] این�ها در که است، G
(
[(١−α/٢)k]

)
R و G

(
[(α/٢)k]

)
R به�ترتیب بازه این در بالا و پایین حد .۵

است. x مساوی یا کوچک�تر

شبیه�سازی مطالعه ۵

و Exp(µ١, σ١) نمایی توزیع دو از شده تولید رکوردی داده�های براساس شبیه�سازی مطالعه�ی یک از استفاده با بخش این در

شده ارائه (AHPD) رفیع پسین چگالی تقریبی بازه�ی ،(EQBS) برابر دم�های با بیزی بازه�ی محاسبه�ی به ،Exp(µ٢, σ٢)

می�پردازیم. پارامترها مختلف مقادیر برای ،(GV ) تعمیم�یافته محوری کمیت براساس اطمینان بازه�ی و (١٩٩٩) شائو و چن توسط

می�کنیم. مقایسه یکدیگر با را بازه�ها این (EL) انتظار مورد طول و (CP ) پوشش احتمال شبیه�سازی این در

پارامتر برای می�کنیم. استفاده ،n ≤ m با m=۴،٨،١٢،١۵ و n=۴،٨،١٢،١۶ نمونه�ی اندازه�ی ترکیب�های کل از سازی شبیه این در

مقادیر این که می�گیریم نظر در بگونه�ای را (µ١, σ١, µ٢, σ٢) پارامترهای و می�گیریم نظر در را ٠/٩۵ و ٠/٨۵ ،٠/۶۵ ،٠/۵ مقادیر R

برابر (٣) رابطه�ی از µ٢ مقدار R = ٠/۶۵ و µ١ = ١ ،σ٢ = ٢ ،σ١ = ١ دادن قرار با مثال برای آید. به�دست آن�ها توسط R

داده�ی ٢٠٠٠ پارامترها، ترکیب این از یک هر برای می�شود. حاصل µ٢ = ٢/٨٩٧ برابر µ٢ مقدار R = ٠/٩۵ دادن قرار با و

داده�های سری هر برای ،٠/٩٠ اطمینان� ضریب دادن قرار با می�کنیم. تولید Exp(µ٢, σ٢) و Exp(µ١, σ١) توزیع�های از رکوردی

می�کنیم محاسبه را زیر اطمینان بازه�های رکوردی،

شائو و چن توسط شده ارائه رفیع پسین چگالی تقریبی بازه�ی :AHPD (١)

برابر دم�های با بیزی اطمینان بازه�ی � :EQBS (٢)

الگوریتم توسط که تعمیم�یافته محوری کمیت براساس اطمینان بازه�ی :GV (۴)

بازه و (AHPD) شائو و چن توسط شده ارائه رفیع پسین چگالی تقریبی بازه�ی کردن پیدا الگوریتم
:(EQBS) برابر دم�های با بیزی

پوشش احتمال با بازه�هایی میان در بازه، این است. (HPD) رفیع پسین چگالی تقریبی بازه�ی از استفاده با بیزی بازه�ی عمومی�ترین

می�کند صدق زیر شرط دو در که است ناحیه�ای آن HPD پذیرش ناحیه�ی دیگر به�عبارت می�باشد. کوتاه�ترین ،١− α

�باشد. ١− α آن، پسین احتمال (١)

�باشد. ناحیه آن از خارج نقطه هر پسین چگالی مقدار از بزرگ�تر یا برابر ناحیه آن داخل در نقطه هر پسین چگالی مقدار (٢)

عددی روش�های بنابراین نیست. محاسبه قابل بسته شکل�های به پایانی نقاط اغلب زیرا است دشوار معمولا HPD بازه�ی ساختن

براورد برای الگوریتم یک ،(١٩٩٩) شائو و چن می�شود. استفاده است، عددی ریشه�های یافتن و عددی انتگرال�گیری شامل که

دیگر روش کردند. معرفی است، نظر مورد پوشش احتمال دارای مجانبی به�طور و است راحت اجرا در که بیزی بازه�های پایانی نقطه�ی

�صورت این در است.
α

٢ برابر پوشش احتمال دنباله دو هر در آن در که ببریم بکار را برابر دم�های با اطمینان بازه�های که است این

باشد. تک�مدی و متقارن موردنظر پارامترها پسین توزیع که می�شود برابر HPD بازه�ی با بازه این زمانی تنها

کرد. پیدا R(١) ≤ R(٢) ≤ ... ≤ R(M) به�صورت تنش-مقاومت مقادیر کردن مرتب از بعد می�توان را HPD بازه�ی
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است زیر شکل به برابر دم�های با بیزی اطمینان بازه�ی ،(١٩٩٩) شائو و چن روش )براساس
R([(α/٢)M ]), R([(١−α/٢)M ])

)
.

می�کند صدق زیر شرط در که است
(
R(j), R(j+[(١−α)M ])

)
شکل به بازه کوتاه�ترین شکل به� HPD بازه�ی هم�چنین

R(
j+[(١−α)M ]

) −R(
j
) = min١≤j∗≤M−[(١−α)M ]

(
R(j∗+[(١−α)M ]) −R(j∗)

)
.

بازه�هایی تعداد میانگین و می�کنیم تکرار بار k=١٠٠٠ تعداد به ١را الگوریتم رکوردی داده�ی سری هر برای GV بازه�ی محاسبه�ی در

نظر در بازه (EL) انتظار مورد طول به�عنوان را بازه�ها طول میانگین و بازه (CP ) پوشش احتمال به�عنوان بردارند در را R که

برابر را σ٢ و σ١ ،µ٢ ،µ١ پسین توزیع�های از نمونه تولید تکرار تعداد نیز EQBS و AHPD اطمینان بازه�های برای می�گیریم.

می�آوریم. به�دست تکرار ١٠٠٠ این براساس را انتظار مورد طول و پوشش احتمال قبل حالت همانند و گرفته نظر Mدر = ١٠٠٠
می�دهند. به�دست ٠/٩٠ اطمینان سطح مقدار برای را بازه سه این انتظار مورد طول و پوشش احتمال ٢ تا ١ جدول�های

انتظار مورد طول می�یابد. افزایش نمونه اندازه�ی افزایش با بازه�ها تمام پوشش احتمال که می�شود نتیجه ٢ تا ١ جدول�های به توجه با

می�یابد. کاهش نمونه، اندازه�ی افزایش با یا تنش-مقاومت اطمینان قابلیت پارامتر واقعی مقدار افزایش با بازه�ها، تمام در نیز

پوشش احتمال مقدار و است محافظه�کارانه ٠/۵ به نزدیک R مقادیر برای EQBS بازه�ی بازه�ها، پوشش احتمال گرفتن نظر در با

بازه�های می�شود. نزدیک�تر واقعی مقدار به پوشش احتمال این ،R بزرگ�تر مقادیر سمت به حرکت با اما می�دهد. به�دست زیاد را

به�دست GV و EQBS بازه�های نسبت را کم�تری پوشش احتمال و هستند محافظه�کارانه غیر تقریبا R مقادیر تمام برای HPD

می�دهند.

EQBS بازه�های و دارند EQBS بازه�های به نسبت کوتاه�تری طول HPD بازه�های انتظار، مورد طول گرفتن نظر در با همچنین

هستند. یکسانی تقریبا پوشش احتمال GVدارای و EQBS بازه�ی دو که حالی در GVدارند. بازه�های به نسبت کوتاه�تری طول نیز

انتظار مورد طول و پوشش احتمال نظر از را عملکرد بهترین برابر دم�های با بیزی بازه�ی که می�رسد نظر به کلی، حالت در نتیجه، در

دارند.

نتیجه�گیری و خلاصه ۶

پارامتر که حالت�هایی در تنش-مقاومت پارامتر برای را بازه�ای و نقطه�ای براورد رکوردی، داده�های مفهوم به توجه با مقاله، این در

شبیه�سازی مختلف بازه�های کارایی مقایسه�ی برای شد. محاسبه پارامتری دو نمایی توزیع در باشند محدودیت بدون مقیاسی و مکانی

بازه طولانی�ترین دارای GV بازه�ی حالی�که در است بازه کوتاه�ترین دارای HPD بیزی اطمینان بازه که گرفته�شد نتیجه و داده انجام

کاهش انتظار مورد طول و می�یابد افزایش نمونه، اندازه�ی افزایش با بازه�ها تمام پوشش احتمال که گرفته�شد نتیجه هم�چنین است.

می�یابد.
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.١− α = ٠/٩٠ که زمانی شده، شبیه�سازی پوشش احتمال :١ جدول

n m R EQBS HPD GV

۴ ۴ ٠/۵٠ ٠/٩۴٣٨ ٠/٨٧۶۶ ٠/٩۵٨٢

۴ ۴ ٠/۶۵ ٠/٩۴٠١ ٠/٨٨۶٣ ٠/٩۴٩٨

۴ ۴ ٠/٨٠ ٠/٩۴٠٢ ٠/٨۵٣٠ ٠/٩۴٣٨

۴ ۴ ٠/٩۵ ٠/٩٠٨١ ٠/٨٨٣٩ ٠/٩٣٢٠

۴ ٨ ٠/۵٠ ٠/٩٢۶٩ ٠/٨۴۵۶ ٠/٩۴٣٨

۴ ٨ ٠/۶۵ ٠/٩٢٧٧ ٠/٨۵٢۵ ٠/٩۴١۵

۴ ٨ ٠/٨٠ ٠/٩٠۵٨ ٠/٨٣۵٣ ٠/٩٣٨٧

۴ ٨ ٠/٩۵ ٠/٩١۵٧ ٠/٨٧٣١ ٠/٩١٣۴

۴ ١٢ ٠/۵٠ ٠/٩١۵٠ ٠/٨۴٣۶ ٠/٩٣۴۶

۴ ١٢ ٠/۶۵ ٠/٩١۶٨ ٠/٨٣۴۴ ٠/٩٢۶۴

۴ ١٢ ٠/٨٠ ٠/٩١۵٩ ٠/٨٧٩٢ ٠/٩٢٠١

۴ ١٢ ٠/٩۵ ٠/٩٢٣٨ ٠/٨٢٧۶ ٠/٩٢٢۴

۴ ١۶ ٠/۵٠ ٠/٩٢٩٨ ٠/٨۴١۶ ٠/٩٣٠٨

۴ ١۶ ٠.۶۵ ٠/٩١۵۵ ٠/٨٣٢٩ ٠/٩۴٠۴

۴ ١۶ ٠/٨٠ ٠/٩١٨٧ ٠/٨٧٨٠ ٠/٩٢۴٣

۴ ١۶ ٠/٩۵ ٠/٩١۵٨ ٠/٨٢٨٧ ٠/٩٨٨٠

٨ ٨ ٠/۵٠ ٠/٩١١٣ ٠/٨١۵۶ ٠/٩٢٧٣

٨ ٨ ٠/۶۵ ٠/٩٠۶۵ ٠/٨١٨٣ ٠/٩٢٣۴

٨ ٨ ٠/٨٠ ٠/٩١٢٣ ٠/٨٨١۶ ٠/٩١٨٩

٨ ٨ ٠/٩۵ ٠/٩۴٣٨ ٠/٨١٩٩ ٠/٩١٩٩
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.١− α = ٠/٩٠ که زمانی شده، شبیه�سازی انتظار مورد طول :٢ جدول

n m R EQBS HPD GV

۴ ۴ ٠/۵٠ ٠/٧٧٨۶ ٠/٧٠۴١ ٠/٩٠۴۴

۴ ۴ ٠/۶۵ ٠/٧٧٣٧ ٠/۶٩۴٧ ٠/٨٩۶۶

۴ ۴ ٠/٨٠ ٠/٧۶۴٣ ٠/۶۶٢٠ ٠/٨٩١۶

۴ ۴ ٠/٩۵ ٠/٧۴٧٩ ٠/۶١۶٨ ٠/٨٨٢۶

۴ ٨ ٠/۵٠ ٠/٧۶٧٧ ٠/۶٩٧٩ ٠/٨٨٠۴

۴ ٨ ٠/۶۵ ٠/٧۶۶۶ ٠/٩٨١۶ ٠/٨٨٠٢

۴ ٨ ٠/٨٠ ٠/٧۶٠١ ٠/٩۴٩٢ ٠/٨٨۴۶

۴ ٨ ٠/٩۵ ٠/٧۴٨۶ ٠/۶١۶٨ ٠/٨٨٣٠

۴ ١٢ ٠/۵٠ ٠/٧٧۴٣ ٠/۶٩۴٧ ٠/٨۶۶٧

۴ ١٢ ٠/۶۵ ٠/٧۵٧٠ ٠/۶۶۴٣ ٠/٨۶٧٩

۴ ١٢ ٠/٨٠ ٠/٧۴٨٩ ٠/۶۴٢٠ ٠/٨٧٢۵

۴ ١٢ ٠/٩۵ ٠/٧۵٠١ ٠/۶١٨٩ ٠/٨٨٢۶

۴ ١۶ ٠/۵٠ ٠/٧٧٠٩ ٠/۶٨٧۶ ٠/٨۵٩١

۴ ١۶ ٠/۶۵ ٠/٧۶٨٧ ٠/۶٧۶٨ ٠/٨٧٧٨

۴ ١۶ ٠/٨٠ ٠/٧۵۶۶ ٠/۶۵٠٣ ٠/٨٧۶٩

۴ ١۶ ٠/٩۵ ٠/٧۴٩٢ ٠/۶١۵٧ ٠/٨٨٣۵

٨ ٨ ٠/۵٠ ٠/٧٧۴۶ ٠/۶٩٢٣ ٠/٨۵٣١

٨ ٨ ٠/۶۵ ٠/٧٧٠٨ ٠/۶٨٢۴ ٠/٨۴٨٣

٨ ٨ ٠/٨٠ ٠/٧٧٢٨ ٠/۶٧٠١ ٠/٨۴۶۶

٨ ٨ ٠/٩۵ ٠/٧٨٢٧ ٠/۶۵۶٨ ٠/٨۵٨٧
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زاهدان، شهر ناقص داده�های با مسلول بیماران زندگی به امید بر موثر عوامل بررسی
١٣٩-١٣٩٣۵ سال�های

دهقان محمدحسین ، سالاری١ مژگان

وبلوچستان سیستان دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه

انجام بیمارمسلول ٢۵٠ روی بر ، مثبت اسمیر مخصوصا سل مسری بیماری شیوع و ای منطقه ضرورت به بنا مطالعه این چکیده:

کلینیک و بیمارستان بهداشتی، اطلاعات و امکانات از برخوردار کم شرقی کشورهای با استان این همجواری به توجه با است. شده

های ضرورت عنوان به توان می را استان ورودی-خروجی بودن بالا و قانونی غیر خارجی افراد ورود ، رفاهی شرایط پزشکی، های

به مثبت اسمیر ریوی سل به مبتلا بیماران ماندن) زنده (احتمال بقا تابع میزان تعیین هدف با مطالعه این برد. نام تحقیق این انجام

سال فاصله در اند، کرده مراجعه زاهدان شهرستان سل کننده هماهنگ مرکز به که سل به مبتلا بیماران روی برآن، موثر عوامل شرط

بیماری به توجه با مسلول افراد بقا توابع بین تفاوت داری معنی دادن نشان منظور به است. گرفته صورت ٩۵ خرداد تا ٩٣ های

عنوان به را بیماران وزن بررسی این در است. شده انجام آماری های آزمون نمودارها، رسم برآورد، بر علاوه دیگر، خاص شرایط با

سابقه ایدز، دیابت، به همزمان ابتلا جنسیت، چون هم عواملی تاثیر و ایم گرفته نظر در شرطی بقا تابع برآورد در موثر کمکی متغیر

باشند. می دار معنی اثر دارای که گرفت قرار برسی مورد افراد بقا تابع بر را زندان سابقه و مسلول فرد با تماس بیماری، قبلی

خطر. عوامل ناقص، های داده مثبت، اسمیر سل بیماری شرطی، بقاء تابع کلیدی: واژه�های

.39B82 ،34K20 ،39B52 ،47A55 موضوع�بندی: كد

مقدمه ١

سل شود.باسیل می ایجاد انسان در مایکوباکتریومتوبرکلوزیس میکروب توسط که باشد می مسری عفونی بیماری یک سل بیماری

از ناشی مرگ علت بزرگترین سل بیماری بماند. وضعیت همین در سالها برای و آمده در خفته حالت به بدن های بافت در تواند می

اسمیر ریوی مسلول فرد بیماری، انتشار عامل و مخزن سرخک). و مالاریا ایدز، از بیشتر (حتی است عاملی تک عفونی های بیماری

تا است قادر سرفه هر نماید. می پخش خویش پیرامون هوای در را میکروب حاوی ریز قطرات عطسه و سرفه با که باشد می مثبت

و شده منتشر هوا در خواندن آواز و کردن تف عطسه، کردن، صحبت طریق از توانند می ذرات این کند. تولید را عفونی ذره ٣٠٠٠

در مساعد زمینه وجود صورت در و شده ،آنها ریه داخل دیگر، افراد توسط استنشاق با و بمانند باقی هوا در معلق صورت به مدتها

نماید[١][١٠]. عفونت یا آلودگی ایجاد فرد،

به مادر از انتقال بهداشتی)، مراکز در (کار آلوده مواد با کار حین در پوستی انتقال از توان می بیماری، این انتقال راههای دیگر از

و سرفه طریق از انتقال با مقایسه در و بوده نادر بسیار بیماری انتقال راههای این ولی برد، نام دام شیر طریق از انتقال نیز و کودک

حشرات نیش یا خون تزریق جنسی، تماس آب، غذا، طریق از ریوی سل بیماری اینکه دارند.جالب تری کم اهمیت مسلول، فرد عطسه

عفونت انتقال تسهیل برای را شرایط بهترین مرطوب، و مناسب تهویه بدون نور، کم سربسته، پرازدحام، های مکان شود. نمی منتقل

mojhgan.salari@gmail.com سالاری: ١مژگان



یافت[٩]. وفور به ها پناهگاه و ها آسایشگاه ها، زندان در توان می را شرایط این کنند. می ایجاد

مقاومت ماهها و ها هفته پوسیدن، حال در خلط در و ماه ۶ دار سایه و سرد خاک در روز، ١٠ تا ٨ معلق غبار و گرد در سل، میکروب

انتقال موجب نیز بیمار غیاب در حتی تواند می زا، عفونت بیمار توسط سل میکروب به شده آلوده اتاق هوای لذا ماند. می زنده و کرده

مستقیم تماس گرمسیری، مناطق در لذا برد، می بین از را سل میکروب دقیقه، ۵ عرض در آفتاب نور مستقیم گردد.تابش میکروب

است. سل میکروب بردن بین از برای مناسبی روش آفتاب، اشعه

راه از همیشه تقریبا انتقال راه باشد. می ریوی سل بیماری، شکل ترین شایع ولی نماید، درگیر را بدن ارگانهای کلیه تواند می سل

علت به یا و لنفاوی عروق خون، جریان طریق از تواند می اولیه، ضایعه ایجاد و ریه به ورود از پس سل میکروب ولی است، تنفس

شود[٣]. می ظاهر انسان در شکل دو به بیماری ترتیب بدین شود. منتشر بدن های قسمت دیگر به مستقیما اعضا، مجاورت

است: گونه دو دارای و شود می شامل را سل به ابتلا موارد درصد ٨٠ ریوی: سل

بیماری کنترل و مبارزه بحث در را اهمیت بیشترین تماس، در اطرافیان به بالا تنفسی سرایت خطر به توجه با مثبت: اسمیر ریوی سل

ریوی سل سازد. آلوده را نفر ٢٠ تا ١۵ است قادر اول سال طی نشود، درمان که صورتی در مثبت اسمیر بیمار یک که چرا دارد، سل

دارد. کمتری سرایت خطر منفی،

شامل را دیگر عضو به عضو یک از مجاورتی سرایت یا و لنفاوی عروق خونی، انتشار اثر بر بدن ارگانهای سایر ابتلا ریه: خارج سل

دارد. را دیگر فرد به فرد یک از سرایت خطر ندرت به نیز بیماری فرم این شود. می

آمار طبق بر برود. بالا هفتم رتبه تا ٢٠٢٠ سال تا رود می انتظار و باشد می دهم رتبه دارای ها، بیماری جهانی بار در سل بیماری

میتلایان، درصد ٨٠ از بیش دهند[١۵]. می دست از را خود جان بیماری اثر در نفر میلیون دو تقریبا سالیانه بهداشت جهانی سازمان

.[٨]،[١١] بالاست ایران در سل بیماری شیوع و بروز میزان باشد. می توسعه حال در کشور ٢٢ متعلق

بوده سل بیماری میزبان باز دیر از سل، بیماری ماندگاری برای مساعد شرایط و عوامل وجود علت به بلوچستان و سیستان استان

سل بیماری بروز آمار بالاترین هنوز گرفته، صورت درمانی و بهداشتی سیستم توسط که ای ارزنده و وسیع های تلاش تمام علیرغم و

و فقر پاکستان)، و (افغانستان منطقه آلوده کشورهای از مهاجرت بالای میزان چون موثری عوامل باشد.[١١] می دارا کشور در را

منطقه، فرهنگی و جمعیتی وضعیت و اخیر سالهای در ایدز آمار افزایش نامطلوب، بهداشت سطح اعتیاد، تغذیه)، (سوء آن عوارض

این در ما سل، انواع بین در مثبت اسمیر ریوی سل بالای شیوع دلیل به دارد. سل بیماری کنترل راستای در طولانی مسیر از نشان

ایم. پرداخته بیماری از خاص نوع این مطالعه به پژوهش

در که وزن کمکی متغیر شرط به سل بیماری بهبودی زمان بقاء تابع تحلیل و برآورد از عبارتند کند می دنبال مطالعه این که اهدافی

در مسلول افراد با بیمار سل، بیماری سابقه بدون و بیماری سابقه با افرادی زن، و مرد گروه بین آنها مقایسه و است موثر سل بیماری

منظور به باشد. می دیابت سابقه بدون و دیابت بیماری سابقه با افراد و اند نداشته یا داشته زندان سابقه افراد نبوده، یا بوده تماس

نرم بسته و (SurvivalFunction) کاپلان-مایر شرطی غیر بقا تابع افزاری نرم های بسته و Rافزار نرم از نتایج این به دستیابی

است[۶]. شده استفاده نرمال کرنل تابع و (GTE)شرطی ناپارامتری بقا تابع محاسبه جامع افزاری

کار روش ٢

گرفته صورت برآن موثر عوامل و مثبت اسمیر ریوی سل به مبتلا بیماران ماندن) زنده احتمال ) بقا میزان تعیین هدف با مطالعه این

گرفته صورت ٩۵ خرداد تا ٩٣ های سال فاصله در زاهدان، شهرستان سل مرکز به کننده مراجعه سل به مبتلا بیماران روی بر و است
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در بیماری تشخیص معیار و گردیده آوری جمع مثبت اسمیر ریوی سل به مبتلا بیمار ٢۵٠ پرونده به مربوط اطلاعات ابتدا است.

متخصص پزشک توسط و اند داشته سینه قفسه رادیوگرافی بیماران تمامی و است بوده خلط میکروسکوپی مشاهده مطالعه، مورد افراد

است. شده تایید و تشخیص بیماران این برای مثبت اسمیر ریوی سل بیماری و گردیده معاینه عفونی

بررسی ذیل در را مطالعه مورد کمکی و اصلی متغیرهای لذا داریم، نیاز کمکی و اصلی متغیرهای به ها داده تحلیل برای مطالعه این در

کنیم: می

نژاد، خونی، گروه تشخیص، زمان در بیمار وزن مانند کمکی متغیرهای به است ممکن اصلی، متغیر یعنی مسلول فرد بهبودی زمان

حضور سابقه سل، بیماری به قبلی ابتلا سابقه مسلول، فرد با تماس سابقه دیابت، به ابتلا ،HIVویروس به ابتلا ملیت، جنسیت،

باشند[١۴]. داشته بستگی آسایشگاه یا زندان در بیمار

نظر در کمکی متغیر عنوان به که باشد می موثر بیماری برابر در مقاومت یا بیماری بهبود و درمان در کمکی متغیرهای از بعضی وجود

ایم[٧]. گرفته نظر در کمکی متغیر عنوان به را بیمار فرد وزن مطالعه این در ما شود، می گرفته

بقا زمان ٣

نوع دو با که است، شده گرفته نظر در بیمار هر مطالعه دوره عنوان به درمان قطع تا درمان شروع بین زمانی فاصله مطالعه، این در

هستیم: مواجه سانسور

درباره و اند شده خارج درمان دوره از غیره، و زندگی شهر تغییر مرگ، مثل بهبودی از غیر علتی به زمانی فاصله این در که افرادی -١

نامیم. می بیماری) وجود مثبت( ویزیت آخرین در راست از سانسور نداریم، اطلاعی آنها بیماری سرنوشت

بصورت را بیماری) وجود عدم )Riمنفی نتیجه اولین و بیماری) وجود )Liرا مثبت ویزیت آخرین اند، یافته بهبود که افرادی برای -٢

دهیم. می نشان (Li, Ri; i : ١, ..,٢۵٠) و گرفته نظر در ای فاصله سانسور
می استفاده بقا تابع برآورد برای مایر کاپلان براوردگر عموما باشیم داشته راست از سانسور و دقیق های داده اگر بقاء، تابع مطالعات در

تابع محاسبه به قادر برآوردگر این باشند راست از سانسور ای، فاصله سانسور دقیق، های داده شامل ها داده که صورتی در .[۵] شود

دهقان- م.ح توسط ،٢٠١١ سال در که استفاده شرطی بقا تابع ناپارامتری برآوردگر نام به جدیدی برآوردگر از نتیجه در باشد، نمی بقا

تابع برآورد بیشتر دقت افزایش برای هسته تابع و کمکی متغیر از برآوردگر این کنیم[۵]. می استفاده شد ارائه (GTE) دوشان ت

داده انواع برای مناسب و بوده تر دقیق بسیار شرطی، غیر بول ترن برآوردگر و مایر کاپلان برآوردگر به نسبت که کند می استفاده بقا

بقا تابع برآوردگر روی بر را مختلف متغیرهای اثر توان می این بر علاوه باشد. می ها آن از مخلوطی یا و شده سانسور دقیق های

زیر بصورت و شرطی ناپارامتری بقا تابع مذکور برآوردگر ایم. کرده متمرکز کمکی متغیر از خاص نقاطی بر را خودمان توجه و مشاهده

شوند: می تعریف

Ŝh
Gkm(t|(z٠)) =

∏
{i:Li≤t}

{١−
١{Ri<∞}w

h
i (z٠)∑

k:Li>LK(wh
k (z٠))

} (١)

باشد: می داده هر با متناسب وزن wh
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(کرنل) هسته تابع k(٠) باندو پهنای h کمکی، متغیر از خاص مقداری z٠ ماه،...) هفته، روز، حسب (بر زمان T فوق روابط در

استفاده نرمال) (هسته گوسین کرنل تابع و کیلوگرم حسب بر وزن کمکی متغیر روز، حسب بر زمان مطالعه این در باشد[۵][۴]. می

است[٢]. شده

ها داده تحلیل و تجزیه ها، یافته شرایط ۴

هماهنگ مرکز زاهدان، پزشکی علوم بهداشتی معاونت اطلاعاتی بانک از استفاده با که باشند می نفر ٢۵٠ بررسی مورد بیماران تعداد

فاصله سانسور ما بیماران باقی و راست از سانسور بیمار ۴ تعداد است. شده استفاده درمانی پرونده دارای زاهدان شهرستان سل کننده

باشند. می ای

از بدنشان زندانی غیر بیماران شود می مشاهده که همانطور اند. بوده زندان سابقه دارای بیماران از درصد ١۶ حاضر مطالعه در

در برخورداند. زندانی افراد به نسبت بهبود برای بالاتری شانس از نتیجه در و است برخوردار زندانی افراد به نسبت بالاتری مقاومت

است، عادی جامعه در آن میزان برابر صد ها زندان در سل بروز میزان که است گردیده مشخص جهانی سطح در شده انجام مطالعات

شدت به را بیماری انتشار و انتقال فردی بهداشت رعایت عدم و تهویه بهداشتی، مناسب فضای نداشتن دلیل به ها زندان که چرا

اند[١٣]. درآمده سل بیماری از مخازنی صورت به ها زندان که طوری به است کرده تسهیل

است. واضح کاملا گروه دو این بقا احتمال تفاوت این شود، می ملاحظه (١) جدول و (١) شکل در که همانطور

بسیار تراکم دلیل به است داشته جامعه سطح در بیماری این انتشار در بسزایی نقش ها زندان در سل بالای میزان دیگر سوی از

رعایت به پایبندی عدم چون ساز زمینه عوامل همراه به ها زندان به دوباره شده آزاد زندانیان بازگشت نیز و ها زندانی جمعیت زیاد

زندان و نوردد در ها زندان سوی دو در شده ساخته مرزهای و حد سل تا اند داده هم دست به دست سلامتی پیگیری و بهداشتی شرایط

کند. تبدیل کشورها همه در سل کنترل برای معضلی به را

سابقه بدون بیماران و زندان سابقه دارای بیماران شرطی بقا تابع برآورد :١ شکل
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مبتلا فرد بدن در دفاعی سیستم تضعیف دلیل به هستند. مبتلا ایدز به سل، بیماری بر علاوه افراد از درصدی ١/٢ مطالعه این در

افراد بدن در و کرده پیدا طلبی فرصت حالت ها، باکتری بقیه به نسبت ها بیوتیک آنتی به بودن مقاوم دلیل به سل باکتری ایدز، به

۵٠ از بیش است، آمده جهانی بهداشت مرکز گزارش در است توضیح به لازم کند. می تسریع را سل بیماری و شده فعال ایدز به مبتلا

. است[١۵] کرده عود آنها سل بیماری مجددا شدند، مبتلا ایدز ویروس به بعدا اند شده درمان و مبتلا سل به قبلا که افرادی درصد

است. تر شایع تزریقی مخدر مواد به معتادان بین در ویژه به عارضه این

عامل ترین اصلی شد گفته قبلا که همانطور اند، بوده ارتباط در سل به آلوده فرد با مطالعه این بررسی تحت افراد از درصد ٢٨/٢

بیمارانی و اند بوده ارتباط در فردمسلول با که بیمارانی شرطی بقا تابع برآورد شکل(٢) در باشد. می مسلول فرد سل، بیماری انتقال

است. شده رسم اند نبوده ارتباط در که

ارتباط بدون بیماران و مسلول فرد با مرتبط بیماران شرطی بقای تابع برآورد :٢ شکل

مطالعه این در است. بوده مردان از بیشتر مطالعه، مورد سنی های گروه تمام در زنان ابتلاء میزان که داشت توجه نکته این به باید

بررسی مورد مسلول فرد با تماس سابقه و بودن دیابت به مبتلا قبلی، ابتلاء سابقه داشتن، زندانی سابقه جنسیت، چون عواملی اثر

تابع تفاوت (١) جدول و (٣) شکل در و دهند می تشکیل زنان را بیماران درصد ۵١ است. شده سنجیده آنها داری معنی و داده قرار

کرد. خواهید ملاحضه را زنان و مردان برای بقا

و ها خانه ساخت به اقدام سل، بالای شیوع با مناطق در که شود می پیشنهاد سل بیماری به زنان ابتلای بالای میزان به توجه با

شود. گرفته نظر در مربوطه میکروب بردن بین از برای خورشید، نور از استفاده منظور به گیر افتاب مدارس

که کنیم می مشاهده شکل(۴) در اند. داشته را سل بیماری به ابتلا قبلی سابقه بررسی، تحت افراد از درصد ٢٩/٢ مطالعه این در
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مردان برابر در زنان بقاشرطی تابع برآورد :٣ شکل

سابقه با مسلول افراد چون دارد، منفی تاثیر ندارند قبلی ابتلا سابقه که مسلولی افراد به نسبت درمان روند در سل بیماری قبلی سابقه

دهند. می بروز خود از بیماری برابر در تری کم مقاومت بدنشان بیماری قبلی

قبلی سابقه بدون بیماران و بیماری قبلی سابقه با مسلول افراد شرطی بقا تابع برآورد :۴ شکل
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که شود گرفته سل بیماران از نیز دیابت آزمایش ،HIVآزمایش بر علاوه که شدند موظف ها استان سل مراکز ،١٣٩٣ سال از

و دیابت به مبتلا بیماران شرطی بقا تابع برآورد (۵) شکل در اند. بوده دیابت بیماری به مبتلا بیماران، از درصد ٢۶ بررسی این در

است. شده رسم دیابت بدون سل بیماران

عادی بیماران و دیابت به مبتلا بیماران بقا تابع برآورد :۵ شکل

مسلول فرد با تماس بیماری، قبلی سابقه دیابت، به زمان هم ابتلاء سابقه جنسیت، اثر بقا توابع نمودارهای بررسی در مطالعه این در

منظم مشترک دنباله یک ابتدا بهبودی، زمان بر عوامل این اثرات بررسی بعلاوه است، مشهود بهبودی زمان بر داشتن، زندان سابقه و

می را نتایج و است شده سنجیده ها آن بقا تابع بین تفاوت استودنت آزمون از استفاده با گرفته نظر در عمر طول تغییرات دامنه از

کرد. ملاحظه شماره(١) جدول در توان

T آزمون نتایج :١ جدول

داری معنی P-Value CI٠٫٩۵(µ١ − µ٢) T-Value موضوع

داری معنی ٢/٢e-١۶<٠/٠٠١ (٠/٠٨٩،٠/١٢٠) ١٣/۴١ مرد-زن ١

داری معنی ٢/٢e-١۶<٠/٠٠١ (٠/١٣۶،٠/١٨٠) ١٣/٩ دیابت بیماری با ٢

داری معنی ٢/٢e-۵<٠/٠٠١ (٠/٠۴۶،٠/١٢۴) ۴/٢٩ بیماری سابقه با ٣

داری معنی ٢/٢e-١۶<٠/٠٠١ (٠/٣٣٣،٠/۴١٠) ١٩/٢٩ مسلول با تماس ۴

داری معنی ٢/٢e-٠/٠٠١>٨ (٠/٠۶٣،٠/١٢٧) ۵/٨٧ زندان سابقه با ۵
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مذکور عوامل برحسب بیماران درصد و وزن توزیع :٢ جدول
١ ٢ ٣ ۴ ۵

عامل زن-مرد دیابت دیابت-بدون با سابقه بیماری-بدون سابقه با تماس مسلول-بدون فرد با تماس سابقه زندان-بدون سابقه

وزن میانگین ۵٣/۵۵-۵١/١٩ ۵٢/١٨-۵٢/٧٨ ۵٢/٣۴-۵٢/٣٢ ۵٢/۶۵-۵٢/٢٢ ۵٣/۶۵-۵٢/٠٩

معیار انحراف ١١/٣۴-١١/٩۴ ١١/٣٨-١١/٨٣ ١١/۶١١/٩٧-١ ١١-١١/٩٨/۶١ ٩/۶١٢/٠-٢۵

درصدی توزیع ۴٩-۵١ ٧۴-٢۶ ٧١-٢٩ ٢٨/٢-٧١/٨ ٨۴-١۶

پژوهش دست�آورد�های ۵

عواملی تاثیر و ایم گرفته نظر در شرطی) بقا شرطی(احتمال بقا تابع دربرآورد موثر کمکی متغیر عنوان به را بیماران وزن بررسی این در

مورد افراد بقا تابع بر زندان سابقه و مسلول فرد با تماس قبلی، بیماری سابقه ایدز، دیابت، به زمان هم ابتلاء جنسیت، چون هم

سابقه مسلول، فرد جنسیت ((١) شماره جدول و (١− های(۵ شکل به توجه با شود( می ملاحظه که همانطور ایم. داده قرار بررسی

بهبودی زمان و درمان دوره بر بیماری، قبلی ابتلاء سابقه مسلول، بیمار با تماس سابقه دیابت، به زمان هم ابتلاء بیمار،سابقه فرد زندان

جامعه آموزش را سل بیماری پیشگیری عامل ترین مهم شده انجام بررسی به توجه با باشند. می موثر ای ملاحظه قابل بطور بیماری

با رابطه در آموزشی-بهداشتی های کلاس دخترانه مدارس در ویژه به مدارس کلیه است شایسته و دانست توان می بیماری این برابر در

مراکز این همکاری از شهرستان این مردم زندگی در مذهبی مراکز نقش به توجه با کنند. برگزار محصلین برای سل بیماری پیشگیری

آزمایش و شناسایی را مستعد دیابت به مبتلا بیماران کرد. استفاده توان می بیماری این پیشگیری راههای ترویج در بهداشتی مراکز با

هستند، مسلول فرد با نزدیک ارتباط در که افرادی برای شود. پیگیری را لازم اقدامات بیماری وجود صورت در و داده انجام را خلط

های کلاس و شود گرفته خلط آزمایش افراد از ورود بدو در ها زندان در شود. گرفته نظر در پیشگیری برای مشاوره جهت جلساتی

گردد. برگزار آنها برای آموزشی
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مرکب هندسی تصادفی متغیر فضای در ریسک تحلیل

روزگار رسول ، شریعتی١ زهرا

یزد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه

متغیر بقای احتمال بین رابطه�ای ایجاد آن، کاربردهای ازجمله دارد. فراوانی کاربردهای مرکب هندسی توزیع احتمال، علم در چکیده:

مرکب هندسی توزیع معرفی به ابتدا مقاله این در است. نامتناهی زمان در شرکت یک ورشکستگی احتمال و مرکب هندسی تصادفی

برای بالا کران آن، ویژگی�های برخی کارگیری به با سپس و است شده پرداخته ریسک نظریه و اعتماد قابلیت زمینه�ی در آن کاربرد و

احتمال برای مجانبی مقدار همچنین و بالا کران ریسک، نظریه�ی در توزیع این کاربرد به توجه با آن از پس است. گردیده محاسبه آن

آمده به�دست بالای کران و مجانبی مقدار ورشکستگی، احتمال واقعی مقدار محاسبه�ی با سپس است. شده ارائه (خرابی) ورشکستگی

است. گرفته قرار بررسی مورد

اعتماد. ،قابلیت ریسک نظریه ورشکستگی، احتمال مرکب، هندسی توزیع کلیدی: واژه�های

.39B82 ،34K20 ،39B52 ،47A55 موضوع�بندی: كد

مقدمه ١

بالا کران محاسبه�ی آن، کاربردهای جمله از دارد. بیمه و صف نظریه اعتماد، قابلیت مسائل حل در مهمی نقش مرکب هندسی توزیع

مرکب) هندسی تصادفی (متغیر است. شده پرداخته آن�ها به ادامه در که است، مرکب هندسی تصادفی متغیر بقای احتمال برای

می�شود: تعریف زیر به�صورت و گویند، مرکب هندسی توزیع دارای Wرا تصادفی متغیر

W =


∑M

k=١Xk, M > ٠,
٠, M = ٠,

GM (z) = (١ − احتمال مولد تابع و pM (x) = γx(١ − γ) احتمال جرم تابع با هندسی توزیع دارای M که به�طوری

به احتمال مولد تابع دارای مرکب هندسی تصادفی متغیر هستند. مستقل M از X١, X٢, · · · همچنین است. γ)/(١ − γz)

است: زیر فرم

GW (z) =
∞∑

n=٠
fW (n)zn =

١− γ

١− γGX(z)
, |z| < τ, (١)

بقای احتمال اینکه فرض با می�باشد. Xiها رخدادها، تصادفی متغیر احتمال مولد تابع GX(z) =
∑∞

n=٠ fX(n)zn آن در که

تحت زیرابتدا در شود. داده نشان n = ٠,١,٢, · · · هر برای F̄X(n) =
∑∞

j=n+١ fX(j) نماد با رخدادها تصادفی متغیر

توزیع Wدارای تصادفی متغیر کنید فرض است. شده بیان DS-NWU سیستم�های با مرکب هندسی تصادفی متغیر ارتباط قضیه�ای

{fW (n);n = ٠,١, · · · } آن�گاه باشد. مرکب هندسی توزیع دارای {fW (n);n = ٠,١, · · · } چگالی تابع با مرکب هندسی

zshariati2015@gmail.com شریعتی: ١زهرا



هندسی چگالی تابع ،٢٠٠٠ سال در [۴] کای و ١٩٩٠ سال در برون[۴] ادعای بنابر اثبات. می�باشد. DS-NWU ویژگی دارای

می�شود: نتیجه ویژگی این به توجه با بنابراین است. NWU ویژگی دارای مرکب

f̄W (n+m+ ١) = P (W > m+ n+ ١)

≥ P (W > m+ ١/٢)P (W > n+ ١/٢)

= P (W > m)P (W > n)

= f̄W (m)f̄W (n)..

�
به توجه با W مرکب هندسی تصادفی متغیر بقای احتمال برای بالا کران این�صورت در بگیرید. نظر در را W تصادفی متغیر حال

می�آید: به�دست زیر رابطه�ی از شده، گفته مطالب

F̄W (n) 6
(
١
τ

)n+١
.

نظریه مسائل این جمله�ی از است. بیمه�گذار شرکت�های به مربوط مسائل در مرکب هندسی توزیع دیگر کاربرد که شد بیان ابتدا در

دوره در که شرکت سرمایه مقدار شود. صفر یا منفی آن سرمایه که می�شود ورشکست زمانی بیمه شرکت یک می�باشد. ورشکستگی

می�آید: به�دست زیر رابطه�ی از می�شود، یاد kام دوره مازاد فرآیند عنوان با آن از همواره و می�شود داده نشان Uk با kام زمانی

Uk = u+ ck −
k∑

i=١
Yi, k ≥ ٠, (٢)

می�باشد. iام دوره در شده وارد خسارت مقدار Yi و گذشته زمانی دوره�ی k دوره، هر در دریافتی بیمه حق c اولیه، سرمایه u به�طوری�که

می�شود. گرفته نظر در c = ١ این�جا، در که است ذکر به لازم

است Ik = ١ که گونه�ای به بگیرید نظر در را {Ik, k = ٠,١, · · · } تصادفی متغیرهای ادعایی) حوادث تصادفی (متغیر

ادعایی حوادث تصادفی متغیر را Ik ریسک، مدل یک در بود. خواهد ٠ این�صورت غیر در و شود وارد خسارتی kام دوره در اگر

می�شود: زیر به�صورت (٢) معادله�ی ادعایی، حوادث تصادفی متغیر تعریف به توجه با می�نامند.

Uk = u+ k −
Nk∑
i=١

Bj , k ≥ ٠, (٣)

که می�گیرد نظر در را زمان�هایی (تنها هستند صحیح و مثبت مقادیر دارای که می�باشند رخداد مقدار تصادفی متغیر Bj به�طوری�که

باشد). داشته وجود خسارت

تصادفی متغیر و شرطی بقای و ورشکستگی احتمال�های دارند، معرفی به نیاز این�جا در که ریسک نظریه به مربوط پارامترهای دیگر

زیر به�صورت زمان-نامتناهی شرطی بقای و ورشکستگی احتمالات می�شود. پرداخته �آن�ها به زیر در که است، ورشکستگی زمان

هستند:

ψ(u|i) = Pu(T <∞|I٠ = i)

و

ϕ(u|i) = ١− ψ(u, |i) = Pu(Uk > ٠,∀K ∈ {١,٢,٣, · · · |I٠ = i).

٧۴



تصادفی متغیرهای وابستگی حالت�ها، این از یکی دارد. وجود گوناگونی حالت�های (٣) سرمایه معادله�ی درباره�ی کردن تحلیل برای

متغیرهای که گونه بدین است. مارکف قالبزنجیر در ادعایی حوادث

می�دهند: را زیر انتقال احتمال ماتریس و {٠,١} حالت فضای با همگن مارکف زنجیر یک تشکیل {Ik; k = ٠,١, · · · }

P =

 (١− q) + πq q − πq

(١− q)− π(١− q) q + π(١− q)

 =

 p٠٠ p٠١

p١٠ p١١

 .
Wk تصادفی متغیر شده، بیان مطالب براساس حال می�نامند. مارکف مرکب دوجمله�ای ریسک مدل را شرط این تحت ریسک مدل

نمود: بیان نیز زیر به�صورت را ورشکستگی احتمال می�توان ،١ تعریف بنابر بگیرید. نظر Wkدر = Sk − k به�صورت را

ψ(u|i) = P ( sup
k∈N+

Wk > u|I٠ = i),

می�شود ادعا اساس، این بر کرد. بیان تصادفی متغیر یک بقای تابع به�عنوان را ورشکستگی احتمال می�توان شده، بیان عبارت طبق

ثابت مطلب این آمده ادامه در که قضیه�ای طی که است، مرکب هندسی تصادفی متغیر بقای احتمال همان ورشکستگی احتمال که

می�شود: بیان زیر به�صورت زمان-نامتناهی شرطی ورشکستگی احتمال مولد تابع مارکف، مرکب دوجمله�ای مدل در است. شده
∼
ψ (z|i) = ١−Ri(z)

١− z
,

است. مرکب هندسی توزیع احتمال مولد تابع ،i = ١ و i = ٠ برای Ri(z) که

بگیرید: نظر در زیر به�صورت را ورشکستگی احتمال مولد تابع ابتدا اثبات.

∼
ψ (z|i) =

∞∑
u=٠

zuψ(u|i) =
∞∑
u=٠

zu(١− ϕ(u|i)) = ١− (١− z)
∼
ϕ (z|i)

١− z
=

١−Ri(z)

١− z
, (۴)

بنابر است مرکب هندسی تصادفی متغیر بقای احتمال مارکف مدل در {ψ(u|i), u ∈ N} ورشکستگی احتمال اینکه اثبات برای

گرفتن نظر در از پس منظور این برای است. مرکب هندسی توزیع احتمال مولد تابع Ri(z) شود، داده نشان است کافی نکته١

می�شود: حاصل زیر نتیجه�ی عبارت�ها کردن ساده و نیاز مورد پارامترهای

R٠(z) =
١− ψ(٠|٠)

(١/)١− z))(١− ((z(p١١GB(z)− z))/(πGB(z)− zp٠٠)))

=
١− ψ(٠|٠)

١− (z/(١− z))p٠١((GB(z)− z)/(πGB(z)− zp٠٠

و

R١(z) =
١− ψ(١|٠)

(١)/١− z))(١− ((p١١
∼
fB (z)− z) + πfB(١)− π(GB(z)/z)/(πfB(١)− p٠٠))

=
١− ψ(١|٠)

١− (١)/١− z))((١− z)πfB(١)− zp٠١ + (p١١ − (π/z))GB(z))/(πfB(١)− p٠٠

=
١− ψ(١|٠)

١− (πfB(١)− (z/(١− z))p٠١ + ((p١١ − π/z)/(١− z))GB(z)))/πfB(١)− p٠٠)
.

کنید: فرض حال
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G٠(z) =
z

١− z

p٠١
ψ(٠|٠)

GB(z)− z

πGB(z)− zp٠٠
(۵)

G١(z) =
πfB(١)− z/(١− z)p٠١ + ((p١١ − π/z)/(١− z))GB(z)

ψ(١|٠)(πfB(١)− p٠٠)
, (۶)

کرد؛ بازنویسی زیر شکل به را Ri(z) می�توان (۶) و (۵) روابط از

Ri(z) =
١− ψ(٠|i)

١− ψ(٠|i)Pi(z)
, |z| < zi i ∈ {٠,١}.

برای Gi(z) شود داده نشان است کافی است، مرکب هندسی تصادفی متغیر احتمال مولد تابع Ri(z) اینکه اثبات برای حال

است. احتمال مولد تابع یک i ∈ {٠,١}
می�آید: به�دست زیر به�صورت G١(z) کردن ساده از پس بگیرید. نظر در i = ١ ابتدا

G١(z) =
∞∑
k=١

zk
p١)٠١− FB(k)) + πfB(k + ١)

ψ(١|٠)(p٠٠ − πfB(١))
.

می�شود: گرفته نظر در زیر به�صورت p١(k) بالا، رابطه�ی به توجه با

p١(k) =


p١)٠١− FB(k)) + πfB(k + ١)

ψ(١|٠)(p٠٠ − πfB(١))
k ∈ N+,

٠ جاها ,دیگر

تعریف به توجه با است. احتمال جرم تابع p١(k) که شود داده نشان باید است، احتمال مولد تابع ،G١(z) شود ثابت این�که برای

است: زیر به�صورت دوم شرط بررسی دارد. را چگالی تابع اول شرط پس است. p١(k) ≥ ٠ ،x ∈ N+ هر ازای به ،p١(k)
∞∑
k=١

p١(k) =

∞∑
k=١

p١)٠١− FB(k)) + πfB(k + ١)
ψ(١|٠)(p٠٠ − πfB(١))

=
p٠١(µB − ١) + π(١− fB(١))
١− ϕ(١|٠)(p٠٠ − πfB(١))

=
p١٠ψ(٠|٠) + π(١− fB(١))
(١− ϕ(١|٠))(p٠٠ − πfB(١))

=
p١)١٠− ϕ(٠|٠)) + π(١− fB(١))
(١− ϕ(١|٠))(p٠٠ − πfB(١))

=
(p٠١ + π − πfB(١))− (p٠٠ − πfB(١))ϕ(١|٠)

(١− ϕ(١|٠))(p٠٠ − πfB(١))

=
(p٠٠ − πfB(١))(١− ϕ(١|٠))

(١− ϕ(١|٠))(p٠١ + π − πfB(١))
= ١.

می�شود. کامل i = ١ برای قضیه اثبات نتیجه در که

می�شود: نتیجه محاسبات انجام از پس و گرفته نظر در i = ٠ این�بار

G٠(z) =
∞∑
k=١

zk
١
π

p٠١
ψ(٠|٠) (١−G(k − ١)).

بگیرید: نظر در زیر به�صورت ،(٧) عبارت از استفاده با را p٠(k) احتمال جرم تابع

p٠(k) =


١
π

p٠١
ψ(٠|٠) (١−G(k − ١)) k ∈ N+,

٠ جاها .دیگر
(٧)
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.
∑∞

k=١ p٠(k) = ١ که، شود داده نشان باید پسفقط است. p٠(x) ≥ ٠ همواره x ∈ N+ هر ازای به ،(٧) عبارت به توجه با

می�شود: نتیجه ریاضی امید تعریف به توجه با
∞∑
k=١

p٠(k) =
∞∑
k=١

١
π

p٠١
ψ(٠|٠) (١−G(k − ١))

=
١
π

p٠١
ψ(٠|٠)

∞∑
k=١

(١−G(k − ١))

=
p٠١
π

p١٠
p٠١(µB)

π

p١٠
µB = ١.

� است. مرکب هندسی تصادفی متغیر بقای احتمال {ψ(u|i), u ∈ N} مارکف، مرکب دوجمله�ای مدل در که شد ثابت بنابراین

به�ترتیب z١ و z٠ اگر می�کند. هموار زمان-نامتناهی ورشکستگی احتمال مجانبی مقدار و بالا کران محاسبه�ی برای را کار زیر لم

آن�گاه: باشند، R١(z) و R٠(z) احتمال مولد تابع دو همگرایی کران

.z٠ = z١ = z∗ .١

است. بزرگ�تر ١ از همیشه است، فوق احتمال مولد توابع همگرایی کران تنها که z∗ آن�گاه ،qµB < ١ اگر .٢

یک می�توان مرکب هندسی تصادفی متغیر بقای احتمال برای که است این می�شود، بیان مرکب هندسی توزیع برای که دیگری مطلب

و ψ(u|٠) برای مجانبی مقدار مارکف، مرکب دوجمله�ای مدل در است. مطلب همین گویای زیر قضیه آورد. به�دست مجانبی مقدار

هستند: زیر فرم به به�ترتیب ψ(u|١)

ψ(u|٠) ∼ (١− ψ(٠|٠))(P٠٠ − π(GB(z
∗)/z∗))

(p١١G′
B(z

∗)− ١)− (π/z∗)(G′
B(z

∗)−GB(z∗)/z∗))

(
١
z∗

)u+١
(٨)

و

ψ(u|١) ∼ (١− ψ(١|٠))(P٠٠ − πfB(١))
(p١١G′

B(z
∗)− ١)− (π/z∗)(G′

B(z
∗)−GB(z∗)/z∗))

(
١
z∗

)u+١
. (٩)

که: می�دانیم [٣] ویلموت مقاله از ٢ قضیه به توجه با اثبات.

ψ(u|i) ∼ ١− ψ(٠|i)
ψ(٠|i)(z∗ − ١)G′

i(z
∗)

(
١
z∗

)u+١
. (١٠)

� می�شوند. حاصل (٩) و (٨) عبارت�های i = ١ و i = ٠ ازای به G′
i(z

∗) محاسبه�ی با بنابراین

ورشکستگی احتمال دقیق مقدار محاسبه�ی ٢

واقعی مقدار به مجانبی مقدار این اندازه چه تا که می�شود مطرح سؤال این ورشکستگی، احتمال برای مجانبی مقدار محاسبه�ی از بعد

احتمال محاسبه�ی چون بقا، و ورشکستگی احتمال معادله�ی گرفتن نظر در از پس منظور، این برای است. نزدیک ورشکستگی احتمال

نظر در با Sk متغیر چگالی تابع است. شده محاسبه بقا احتمال ابتدا لذا می�گیرد، صورت Sk متغیر توزیع تابع کاربردن به با بقا

می�شود: محاسبه زیر به�صورت می�دهند، مارکف زنجیر تشکسیل ادعایی حوادث تصادفی متغیر که ویژگی این گرفتن

psk(j|i) = pi٠psk−١(j|٠) + pi١

j∑
l=١

psk−١(j − l|١)fB(l).
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زمان- شرطی بقای احتمال است. شده بیان Sk توزیع از استفاده با شرطی زمان-نامتناهی بقای احتمال محاسبه�ی برای زیر لم

است: زیر صورت به خاص حالت�های برای نامتناهی

.١

ϕ(٠|٠) = ١− qE[B]

١− q
,

.٢

ϕ(١|٠) = p١٠
p٠٠ − (p٠٠p١١ − p٠١p١٠)

ϕ(٠|٠),

u؛ ∈ N+برای و

.٣

ϕ(u|٠) = ϕ(٠|٠) + p٠١
p١٠

u−١∑
j=٠

ϕ(j|١)(١− FB(u− j)),

.۴

ϕ(u|١) =
p١٠ϕ(u|٠) + {p٠٠p١١ − p٠١p١٠}

∑u+١
j=٢ ϕ(u+ ١− j|١)fB(j)

p٠٠ − (p٠٠p١١ − p٠١p١٠)fB(١)
.

بیان زمان-نامتناهی ورشکستگی احتمال محاسبه�ی برای زیر نتیجه�ی هستند، یک�دیگر متمم ورشکستگی و بقا احتمال که آن�جا از

می�شود: نتیجه u = ٠ برای می�شود.

.١

ψ(٠|٠) = q

١− q
(E[B]− ١) (١١)

.٢

ψ(١|٠) = π(١− fB(١)) + p١٠ψ(٠|٠)
p٠٠ − πfB(١)

.

:u ∈ N+ برای و

.٣

ψ(u|٠) = q

١− q

u∑
k=١

ϕ(u− k|١)(١− FB(k)) +
q

١− q

∞∑
k=u+١

(١− FB(k)),

.۴

ψ(u|١) =
u∑

k=١

p١)٠١− FB(k)) + πfB(k + ١)
p٠٠ − πfB(١)

ψ(u− k|١) (١٢)

+
∞∑

k=u+١

p١)٠١− FB(k)) + πfB(k + ١)
p٠٠ − πfB(١)

.
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تابع و fB(i) = (١− α)αi−١ احتمال چگالی تابع با صفر، در شده بریده هندسی توزیع دارای B تصادفی متغیر که کنید فرض

می�آید: به�دست زیر رابطه�ی از حالت، این برای ورشکستگی احتمال دقیق مقدار باشد. i ∈ N+ هر برای FB(i) = ١−αi توزیع

ψ(u|i) = ψ(٠|i)( α

p٠٠ −B (١− α)
)u, i ∈ {٠,١}, (١٣)

و

ψ(u) = ψ(٠)( α

p٠٠ − π(١− α)
)u .

(١۶) و (١٧) عبارت�های در صفر، در شده بریده هندسی تصادفی متغیر توزیع تابع و چگالی تابع کردن جای�گذاری با اثبات.

� می�شوند. حاصل (٢) و (١٣) عبارت�های

متغیرهای که زمانی شد خواهد ثابت زیر قضیه در ورشکستگی، احتمال برای آمده به�دست مجانبی مقدار همچنین و قبل گزاره به توجه با

در آن�هاست. برای دقیق مقدار همان مجانبی مقدار باشند، صفر در شده بریده هندسی توزیع دارای {Bj ; j = ١,٢, · · · } تصادفی
مقادیر ،(٩) و (٨) مجانبی مقادیر باشد، صفر در شده بریده هندسی توزیع دارای تصادفی متغیر وقتی مارکف، مرکب دوجمله�ای مدل

می�دهند. را (١٣) دقیق

شبیه�سازی ٣

می�دهند. نشان i = ١ برای سپس و i = ٠ برای ابتدا را فوق گزاره درستی زیر جداول

i = ٠ شرط به ورشکستگی احتمال برای بالا کران و مجانبی دقیق، مقادیر :١ جدول

u ψ(u|٠) مجانبی مقدار بالا کران

٠ ١/٠٧١۴٢٩× ١−١٠ ١/٠٧١۴٢٩× ١−١٠ ۴/۴۴۴۴۴۴× ١−١٠

۵ ١/٨۵٨٠٢١× ٣−١٠ ١/٨۵٨٠٢١× ٣−١٠ ٧/٧٠٧٣۴٧× ٣−١٠

١٠ ٣/٢٢٢٠٩٣× ١٠−۵ ٣/٢٢٢٠٩٣× ١٠−۵ ١/٣٣۶۵٧٢× ١٠−۴

١۵ ۵/۵٨٧۶٠٢× ٧−١٠ ۵/۵٨٧۶٠٢× ٧−١٠ ٢/٣١٧٨٢٠× ١٠−۶

٢٠ ٩/۶٨٩٧۵۶× ٩−١٠ ٩/۶٨٩٧۵۶× ٠٩−١٠ ۴/٠١٩۴۵۵× ٨−١٠

٣٠ ٢/٩١٣٩٨٧× ١٢−١٠ ٢٫ ٩١٣٩٨٧× ١٢−١٠ ١/٢٠٨٧۶۵× ١١−١٠

۴٠ ٨/٧۶٣١٩۵× ١−١٠۶ ٨/٧۶٣١٩۵× ١−١٠۶ ٣/۶٣۵١٠٣× ١−١٠۵

۵٠ ٢/۶٣۵٣۴۴× ١٩−١٠ ٢/۶٣۵٣۴۴× ١٩−١٠ ١/٠٩٣١٨٠× ١٨−١٠

۶٠ ٧/٩٢۵٢٣۵× ٢٣−١٠ ٧/٩٢۵٢٣۵× ٢٣−١٠ ٣/٢٨٧۵٠۵× ٢٢−١٠

٧٠ ٢/٣٨٣٣۴۵× ٢−١٠۶ ٢/٣٨٣٣۴۵× ٢−١٠۶ ٩/٨٨۶۴۶٩× ٢−١٠۶

٨٠ ٧/١۶٧۴٠٢× ٣٠−١٠ ٧/١۶٧۴٠٢× ٣٠−١٠ ٢/٩٧٣١۴۵× ٢٩−١٠

٩٠ ٢/١۵۵۴۴٣× ٣٣−١٠ ٢/١۵۵۴۴٣× ٣٣−١٠ ٨/٩۴١٠٩٨× ٣٣−١٠

١٠٠ ۶/۴٨٢٠٣۶× ٣٧−١٠ ۶/۴٨٢٠٣۶× ٣٧−١٠ ٢/۶٨٨٨۴۴× ٣−١٠۶

١٢۵ ١/٠١۶۵٩۶× ١٠−۴۵ ١/٠١۶۵٩۶× ١٠−۴۵ ۴/٢١۶٩٩١× ١٠−۴۵

١۵٠ ١/۵٩۴٣۵٧× ١٠−۵۴ ١/۵٩۴٣۵٧× ١٠−۵۴ ۶/۶١٣۶٢٨× ١٠−۵۴

و
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i = ١ شرط به ورشکستگی احتمال برای بالا کران و مجانبی دقیق، مقادیر :٢ جدول

u ψ(u|١) مجانبی مقدار بالا کران

٠ ٣/٠۵۵۵۵۶× ١−١٠ ٣/٠۵۵۵۵۶× ١−١٠ ۴/۴۴۴۴۴۴× ١−١٠

۵ ۵/٢٩٨٨٠١× ٣−١٠ ۵/٢٩٨٨٠١× ٣−١٠ ٧/٧٠٧٣۴٧× ٣−١٠

١٠ ٩/١٨٨٩٣١× ١٠−۵ ٩/١٨٨٩٣١× ١٠−۵ ١٫ ٣٣۶۵٧٢× ١٠−۴

١۵ ١/۵٩٣۵٠١× ١٠−۶ ١/۵٩٣۵٠١× ١٠−۶ ٢/٣١٧٨٢٠× ١٠−۶

٢٠ ٢/٧۶٣٣٧۵× ٨−١٠ ٢/٧۶٣٣٧۵× ٨−١٠ ۴/٠١٩۴۵۵× ٨−١٠

٣٠ ٨٫ ٣١٠٢۶١× ١٢−١٠ ٨/٣١٠٢۶١× ١٢−١٠ ١/٢٠٨٧۶۵× ١١−١٠

۴٠ ٢/۴٩٩١٣۴× ١−١٠۵ ٢/۴٩٩١٣۴× ١−١٠۵ ٣/۶٣۵١٠٣× ١−١٠۵

۵٠ ٧/۵١۵۶١١× ١٩−١٠ ٧/۵١۵۶١١× ١٩−١٠ ١/٠٩٣١٨٠× ١٨−١٠

۶٠ ٢/٢۶٠١۶٠× ٢٢−١٠ ٢/٢۶٠١۶٠× ٢٢−١٠ ٣/٢٨٧۵٠۵× ٢٢−١٠

٧٠ ۶/٧٩۶٩۴٨× ٢−١٠۶ ۶/٧٩۶٩۴٨× ٢−١٠۶ ٩/٨٨۶۴۶٩× ٢−١٠۶

٨٠ ٢/٠۴۴٠٣٧× ٢٩−١٠ ٢/٠۴۴٠٣٧× ٢٩−١٠ ٢/٩٧٣١۴۵× ٢٩−١٠

٩٠ ۶/١۴٧٠٠۵× ٣٣−١٠ ۶/١۴٧٠٠۵× ٣٣−١٠ ٨/٩۴١٠٩٨× ٣٣−١٠

١٠٠ ١/٨۴٨۵٨١× ٣−١٠۶ ١/٨۴٨۵٨١× ٣−١٠۶ ٢/۶٨٨٨۴۴× ٣−١٠۶

١٢۵ ٢/٨٩٩١٨٢× ١٠−۴۵ ٢/٨٩٩١٨٢× ١٠−۴۵ ۴/٢١۶٩٩١× ١٠−۴۵

١۵٠ ۴/۵۴۶٨۶٩× ١٠−۵۴ ۴/۵۴۶٨۶٩× ١٠−۵۴ ۶/۶١٣۶٢٨× ١٠−۵۴

مقدار آن�گاه کنند، تبعیت صفر در شده بریده هندسی توزیع از رخدادها مقادیر تصادفی متغیر که زمانی می�دهند نشان فوق جداول

آمده به�دست بالای کران مقدار همچنین است. برابر هم با آن مجانبی مقدار و (ψ(u|i), ∀i ∈ {٠,١}) ورشکستگی احتمال واقعی
می�باشد. بزرگ�تر دیگر مقدار دو از که می�دهد نشان شرطی ورشکستگی احتمال برای

مراجع

[1] Cossette, H., Landriault, D. and Marceau, E. (2003), Ruin probabilities in the compound Markov

binomial model, Scandinavian Actuarial Journal, 4, 301-323.

[2] Cossette, H., Landriault, D. and Marceau, E. (2004), Exact expression and upper bound for ruin

probabilities in the compound Markov binomial model, Insurance: Mathematics and Economics,

34, 449-466.

[3] Willmot, G.E. (1989), Limitting tail behavior of some discrete compound distributions, Insurance:

Mathematics and Economics, 8, 175-185.

[4] Willmot, G.E. and Lin, S. (2001), Lundberg Approximations for compound Distributions with Insur-

ance Applications, Leture Notes in Statistics, New York.

٨٠



اعتماد قابلیت در شده نمایی پارتو توزیع کاربرد

سوخته١ ده شهرکی سمیه

ایران زابل، زابل، دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده آمار، گروه

پردازیم می شده نمایی پارتو توزیع معرفی به ابتدا مقاله این در است. عمر طول مهم توزیع�های از یکی شده نمایی پارتو توزیع چکیده:

با واقعی داده�های برازش در شده معرفی مدل� مقایسه به نهایت در می�دهیم. قرار بررسی مورد را آن اعتمادی قابلیت ویژگی�های و

پرداخت. خواهیم مدلها سایر

شده. نمایی پارتو توزیع درستنمایی، حداکثر برآورد اعتماد، قابلیت کلیدی: واژه�های

پیش�گفتار ١

صورت به ارتجاعی توزیع�های خانواده توزیع تابع ساختار باشد. توزیع تابع یک F (x) کنید فرض

Fα(x) = [F (x)]α (١)

پارامترهای بردار بر، علاوه ارتجاعی های توزیع خانواده توزیع تابع واقع در می�شود. نامیده ارتجاعی پارامتر α > ٠ آن در که است

صورت به (٢) توزیع تابع به مربوط چگالی تابع می�شود. نامیده شده نمایی تعمیم (F (x))α می�باشد. نیز α جدید پارامتر حاوی دیگر

است: زیر

fα(x) = αf(x)(F (x))α−١ (٢)

و ( [٨] و [٧] ،[۶] ،[١٠] ) کوندا و گوپتا باشد. تواند می است بسته فرم دارای که توزیعی هر احتمال توزیع تابع ، F (x) که

و علی پرداختند. شده نمایی نمایی توزیع و یافته تعمیم نمایی توزیع معرفی به نمایی توزیع تابع F (x) گرفتن نظر در با [١٠] ناداراجا

وایبل-پارتو توزیع تابع F (x) گرفتن نظر در با [٢] همکاران و عفیفی کردند. معرفی را شده نمایی های توزیع از برخی [٢] همکاران

توزیع معرفی به ٢ بخش در پرداختند. شده نمایی وایبل-پارتو توزیع معرفی به است شده معرفی [١١] همکاران و طاهیر توسط که

گذشته و عمر باقی�مانده میانگین معکوس، خطر نرخ خطر، نرخ توابع رفتار ٣ بخش در و می�پردازیم آن ویژگی�های و شده نمایی پارتو

در واقعی داده�های تحلیل در مدل این توانایی کاربردی مثال یک با ۴ بخش در می�کنیم. مطالعه را شده نمایی پارتو توزیع در عمر

دهیم. می ارائه را گیری نتیجه نهایت در می�دهیم. قرار بررسی مورد رقیب مدل�های سایر با مقایسه

آن ویژگی�های و شده نمایی پارتو توزیع ٢

باشد: زیر صورت به آن احتمال چگالی تابع هرگاه است شده نمایی پارتو توزیع دارای X تصادفی متغیر

f(x) = αγβγx−γ−١)١− (
β

x
)γ)α−١, x ≥ β, α, β, γ > ٠
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( [٢] همکاران و (علی دهیم. می نشان X ∼ EDPD(α, β, γ) نماد با

است: زیر صورت به آن احتمال توزیع تابع باشد، شده نمایی پارتو توزیع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض

F (x) = [١− (
β

x
)γ ]α (٣)

می�دهد. نشان را پارامترها مختلف مقادیر ازای به نمایی پارتو توزیع احتمال چگالی تابع نمودار (١) شکل

پارامترها مقادیرمختلف ازای به نمایی پارتو توزیع احتمال چگالی تابع نمودار :١ شکل

می�آید: دست به زیر صورت به ،X تصادفی متغیر -ام n گشتاورهای

E(Xk) =

 αβkγ
∑α−١

i=٠
(
α−١
i

) (−١)i
γ(i+١)−k , if γ > k, α ∈ N

αβkγ
∑∞

i=٠
(α−١)Pi

i!

(
α−١
i

) (−١)i
γ(i+١)−k , if γ > k, α /∈ N

است: زیر صورت به آن گشتاور مولد تابع

E(etX) =

 αγ
∑α−١

i=٠
(
α−١
i

)
(−١)i(−βt)γ(i+١)Γ(−γ(i+ ١),−βt), if t < ٠, α ∈ N

αγ
∑∞

i=٠
(α−١)Pi

i! (−١)i(−βt)γ(i+١)Γ(−γ(i+ ١),−βt), if t < ٠, α /∈ N

.Γ(α, x) =
∫∞
x
e−yyα−١dy, α > ٠ آن در که

شده نمایی پارتو توزیع در اعتماد قابلیت توابع رفتار ٣

تعریف با باشد. مثبت حقیقی عدد یک α و تجمعی توزیع تابع یک F (x) کنید فرض

Fα(x) = [F (x)]α
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داریم

است. IFR توزیع تابع یک نیز Fα(x) صورت این در باشد، IFR توزیع تابع یک F و α > ١ اگر الف)

همکاران و (گوپتا است. DFR توزیع تابع یک نیز Fα(x) صورت این در باشد، DFR توزیع تابع یک F و α < ١ اگر ب)

([٩]

به شده نمایی پارتو توزیع عمر گذشته میانگین عمر، مانده باقی میانگین معکوس، خطر نرخ خطر، نرخ اعتماد، قابلیت توابع

از: عبارتند ترتیب

F (x) = ١− F (x) = ١− [١− (
β

x
)γ ]α

hα(x) =
fα(x)

Fα(x)
=
αγβγx−γ−١)١− (βx )

γ)α−١

١− [١− (βx )
γ ]α

h∗(x) =
f(x)

F (x)
=
αγβγx−γ−١)١− (βx )

γ)α−١

[١− (βx )
γ ]α

=
αγβγx−γ−١

[١− (βx )
γ ]

m(x) =

∫∞
x

١− [١− (βu )
γ ]αdu

١− [١− (βx )
γ ]α

m∗(x) =

∫ x

β
[١− (βu )

γ ]αdu

[١− (βx )
γ ]α

کنیم. می استفاده (٣) قضیه از شده نمایی پارتو توزیع خطر نرخ تابع رفتار بررسی برای

است. نزولی α < ١ ازای به شده نمایی پارتو توزیع خطر نرخ تابع

fα(x) ، Fα(x) و پارتو خطر نرخ تابع و چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع ترتیب به h(x) و f(x) ، F (x) کنید فرض اثبات.

داریم: باشند. شده نمایی پارتو خطر نرخ تابع و چگالی تابع و توزیع تابع ترتیب به hα(x) و

hα(x) =
fα(x)

Fα(x)
= α

γβγx−γ−١

١− [١− (βx )
γ ]

[١− (βx )
γ ]α−١ − [١− (βx )

γ ]α

١− [١− (βx )
γ ]α

= αh(x)ψ(x;α)

آن در که

ψ(x;α) =
[١− (βx )

γ ]α−١ − [١− (βx )
γ ]α

١− [١− (βx )
γ ]α

داریم y = ١− (βx )
γ متغیر تغییر با می�کنیم. بررسی را ψ(x;α) رفتار اکنون

g(y, α) =
yα−١ − yα

١− yα

٨٣



داریم گیری مشتق با اکنون

∂

∂y
g(y, α) =

∂

∂y

yα−١ − yα

١− yα

=
yα−٢

(١− yα)٢
(yα − αy + α− ١) < ٠ if α < ١

نتیجه در

∂

∂x
hα(x) = αh′(x)

∂

∂x
ψ(x;α)

= αh′(x)
[١− (βx )

γ ]α−٢(
١− [١− (βx )

γ ]α
)٢ ([١− (

β

x
)γ ]α − α[١− (

β

x
)γ ] + α− ١

)

قضیه به توجه با صورت این در باشد α < ١ اگر است. نزولی و است پارتو توزیع خطر نرخ تابع h(x) اینکه به توجه با بنابراین

شد. حاصل مطلوب نتیجه و ∂
∂xhα(x) < ٠ داریم (٣)

�
می�دهد. نشان را آن پارامترهای مختلف مقادیر ازای به نمایی پارتو توزیع خطر نرخ تابع نمودار (٢) شکل

پارامترها مختلف مقادیر ازای به نمایی پارتو توزیع خطر نرخ تابع نمودار :٢ شکل

کاربردی مثال ۴

یک هر تحت را بانک مشتری به خدمات ارائه از قبل دقیقه) (برحسب انتظار زمان دهنده نشان که داده مجموعه یک بخش این در

داده مجموعه این دهیم. می قرار تحلیل و تجزیه مورد وایبل و وایبل-پارتو شده، نمایی وایبل-پارتو شده، نمایی پارتو مفروضات از

شده�اند. ارائه (١) جدول در داده�ها این گردید. تحلیل [۴] همکاران و قیتانی توسط بار اولین و است مشاهده ١٠٠ شامل
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بانک مشتری به خدمات ارائه از قبل دقیقه) (برحسب انتظار زمان به مربوط داده�های :١ جدول
٣/٢ ٣/١ ٢/٩ ٢/٧ ٢/۶ ٢/١ ١/٩ ١/٩ ١/٨ ١/۵ ١.٣ ٠/٨ ٠/٨

۴/٩ ۴/٩ ۴/٨ ۴/٧ ۴/٧ ۴/۶ ۴/۴ ۴/۴ ۴/٣ ۴/٣ ۴/٢ ۴/٢ ۴/١

٧/۴ ٧/١ ٧/١ ٧/١ ٧/١ ۶/٩ ۶/٧ ۶/٣ ۶/٢ ۶/٢ ۶/٢ ۶/١ ۵/٧

١٠/٩ ١٠/٧ ٩/٨ ٩/٧ ٩/۶ ٩/۵ ٨/٩ ٨/٩ ٨/٨ ٨/٨ ٨/۶ ٨/۶ ٨/۶

١۴/١ ١٣/٩ ١٣/٧ ١٣/۶ ١٣/٣ ١٣/١ ١٣/٠ ١٢/٩ ١٢/۵ ١٢/۴ ١١/٩ ١١/۵ ١١/٢

١١/٢ ١١/١ ٢٣/٠ ٢١/٩ ٢١/۴ ٢١/٣ ٢٠/۶ ١٩/٩ ١٩/٠ ١٨/٩ ١٨/۴ ١٨/٢ ١٨/١

١١/٠ ٨/٢ ٨/٠ ٧/٧ ٧/۶ ۵/٧ ۵/۵ ۵/٣ ۵/٠ ۴/٠ ٣/۶ ٣/۵ ٣/٣

١١/٠ ٣٨/۵ ٣٣/١ ٣١/۶ ٢٧/٠ ١٧/٣ ١٧/٣ ١۵/۴ ١۵/۴

می�دهد. نشان را داده�ها برای شده محاسبه آماره�های از خلاصه�ای (١) جدول

بانک مشتری به خدمات ارائه از قبل دقیقه) (برحسب انتظار زمان به مربوط داده�های مجموعه آماری شاخص�های :٢ جدول
میانگین میانه معیار انحراف تغییرات ضریب دامنه سوم چارک اول چارک (n) تعداد

٩/٨٧٧ ٨/١٠٠ ٧/٢٣۶ ٠/٧٣٢ ٣٧/٧ ١٣/٠٢۵ ۴/۶٧۵ ١٠٠

اطلاع معیارهای همچنین و پارامترها استاندارد انحراف و شده مطرح مدل�های پارامترهای درستنمایی حداکثر برآورد (٢) جدول

نمایی وایبل و وایبل دیگر مدل سه و شده نمایی پارتو مدل برای را درستنمایی تابع لگاریتم و (BIC) بیزی ، (AIC) کائیک آ

و AIC مقادیر کنید می مشاهده که همانطور دهد. می نشان ( [١١] همکاران و (طاهیر وایبل-پارتو ( [٢] همکاران و (عفیفی شده

loglike مقدار همچنین می�باشد وایبل-پارتو و شده نمایی پارتو وایبل و وایبل های مدل از کمتر شده، نمایی پارتو مدل برای BIC

است. دیگر مدل سه از بیشتر شده نمایی پارتو مدل برای

به بانک مشتری به خدمات ارائه از قبل دقیقه) (برحسب انتظار زمان به مربوط داده�های مجموعه بافت�نگار نمودار (٣) شکل

می�کند تأیید را (٢) جدول توسط آمده دست به نتیجه نوعی به شکل این می�دهد. نشان را آنها به شده داده برازش چگالی�های همراه

است. کرده ارائه داده�ها به بهتری برازش نمایی پارتو توزیع که می�دهد نشان و

گیری نتیجه و بحث

مطالعه مورد توزیع این اعتماد قابلیت توابع رفتار همچنین پرداختیم. آن ویژگی�های و شده نمایی پارتو توزیع معرفی به مقاله این در

تجزیه مورد وایبل و وایبل-پارتو شده، نمایی شده،وایبل-پارتو نمایی پارتو مفروضات از یک هر تحت را داده مجموعه یک دادیم. قرار

است. کرده ارائه داده�ها به بهتری عملکرد مدل�ها سایر به نسبت شده نمایی پارتو توزیع که کردیم مشاهده و دادیم قرار تحلیل و
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پرانتز داخل (عبارت وایبل پارتو، شده،وایبل نمایی پارتو شده،وایبل نمایی پارتو مدل سه برای BIC و AIC MLEو مقادیر :٣ جدول
دهد.) می نشان را پارامترها استاندارد انحراف

وایبل پارتو وایبل شده نمایی پارتو وایبل شده نمایی پارتو

α =١/۴۴۵٨ c=٧/١۶ a=٠/٢١٢ α =١٣/۶۶

(٠/١٠٩٧) (٢/٧٢) (٠/١۶٨) (۴/٧٠)

γ =١٠/٩۵ β =٠/١٩٧ b=٢/٨۶ β =٠/٣٨۴ درستنمایی حداکثر برآورد

(٠/٧٩۴) (٠/٠٧٠) (٠/۶١٧) (٠/٠٩٧)

θ =٠/٠۶۶ θ =٠/٣۵٨ γ =١/٠۵١

(٠/١١) (١/٣٩٠) (٠/٠٧٨)

α =١/١٧۵

(٢/٣۴١)

۶٨٨/٩٢٢ ۶٨١/١٠۶ ۶۴٣/۶٩۴ ۶٣٩/٨۶ AIC

۶۴۶/۶٧١ ٢۶٧٣/۴٠۶ ۶۵٣/١٩۴ ۶۴٧/۶٧ BIC

- ٣١٨/٧٣٠ - ٣٣٧/۶٨۴ -٣١٧/۶١٧ - ٣١۶/٩٣٠ loglike
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تولد-مرگ فرایند به�کارگیری با چند�جزئی تصادفی سیستم�های نگهداری و مدل�بندی
دوبعدی

جمالی الهام حقیقی، فیروزه ، عزیزی١ فریبا

تهران دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه

آمده وجود به می�کند، تغییر زمان طی در آن�ها حالت که پیچیده سیستم�های مطالعه�ی به فزاینده�ای علاقه�ی اخیر، سال�های در چکیده:

که می�گیرند قرار بررسی مورد دارند، قرار مستمر وضعیت پایش معرض در که تخریب�پذیر چند�جزئی سیستم�های مقاله، این در است.

دارای پیشنهادی سیستم که آنجایی از است. شده طبقه�بندی شکست و هشدار سالم، حالت: سه به سیستم جزء هر وضعیت آن در

اصابت زمان توزیع و شده استفاده دوبعدی تولد-مرگ فرایند از آن تصادفی تغییرات مدل�بندی منظور به است، پیچیده�ای ساختار

استفاده با ابتدا مطالعه، این در است. شده محاسبه پیشگیرانه تعمیرات و نگهداری جهت خاص حالت�های از مجموعه�ای به سیستم

به نهایت در کرده�ایم. ارائه یکنواخت�سازی روش به را انتقال احتمال�های سپس و پرداخته نامعلوم پارامتر�های براورد به شبیه�سازی از

پرداخته�ایم. خاص حالت�های از مجموعه�ای به سیستم اصابت زمان توزیع بررسی

اصابت. زمان انتقال، احتمال�های تصادفی، فرایندهای چند�جزئی، سیستم�های نگهداری کلیدی: واژه�های

پیش�گفتار ١

بسیار سیستم�های صنایع از برخی در است. بوده صنایع مدیران دغدغه�های از یکی همواره پیشرفته سیستم�های تعمیر و نگهداری

خرابی و توقف و هستند کار مشغول بی�وقفه سیستم�ها این دارند. دست در را صنعت آن اصلی نبض که دارد وجود پراهمیت و حیاتی

همیشه [۶] سیستم�ها تعمیرات و نگهداری و [۴] اعتماد قابلیت جمله از آماری علوم می�کند. ایجاد شرکت برای سنگینی هزینه�ی آنها

دلیل همین به است. مهم بسیار دستگاه توقف و خرابی زمان نظر مورد سیستم�های در بوده�اند. کاری راندمان بهبود در شایانی کمک

هستیم. سیستم�ها تعویض یا و تعمیر برای زمان بهترین دنبال به سیستم�ها تعمیرات و نگهداری روش�های کمک به ما

چنین در می�شود. ارائه سیستم کلی حالت به توجه با سیستم ونگهداری تعمیر برای برنامه�ریزی چند�جزئی، سیستم�های برای

صرفه�ی سیستم، دمونتاژ از ناشی زیاد هزینه�ی دلیل به معمولا می�شود، متوقف اجزاء از تعدادی تعمیر برای سیستم که هنگامی مواردی

پیشگیرانه تعمیرات و نگهداری زمینه�ی در بسیاری مطالعات .[١] نمود سرویس و تعمیر نیز را اجزاء دیگر که است این در اقتصادی

اشاره [٢] به می�توان راستا، این در است. گرفته صورت مختلف ویژگی�های و اهداف گرفتن نظر در با سری چند�جزئی سیستم�های

مکیس و نوشین مثال، برای هستند. متصل یکدیگر به موازی طور به سیستم اجزاء که است شده فرض نیز مطالعات از برخی در کرد.

سالم، حالت: سه دارای جزء هر که طوری به است شده تشکیل اجزاء از معدودی تعداد از که گرفته�اند نظر در را موازی سیستم [۵]

با نویسندگان می�آید. به�دست نمونه�گیری منظم دوره�های در وضعیت پایش طریق از سیستم کلی حالت و می�باشد شکست و هشدار

fariba.azizi@khayam.ut.ac.ir عزیزی: ١فریبا



فرایند چارچوب در پیشگرانه و فرصت�طلبانه تعویض سطوح آوردن دست به در سعی زمانی، واحد در هزینه متوسط کردن مینیمم هدف

داشته�اند. را نیمه�مارکف تصمیم�گیری

هستند فعالیت حال در یکدیگر از مستقل و موازی به�طور که گرفته�ایم نظر در را فراوان اجزاء با خاصی سیستم مقاله این در نیز ما

خوبی مثال می�تواند بادی توربین�های است. شده طبقه�بندی شکست و هشدار سالم، حالت: سه به سیستم جزء هر وضعیت آن در و

آن تصادفی تغییرات مدل�بندی منظور به است، پیچیده�ای ساختار دارای نظر مورد سیستم که آن�جایی از باشد. سیستم�ها نوع این از

به واحد r حداقل آن در که حالت�ها از مجموعه�ای به سیستم اصابت زمان سپس و کرده استفاده [٣] دوبعدی تولد-مرگ فرایند از

کرد. خواهیم محاسبه را باشد، رسیده شکست

فرضیات و مدل ٢

کنید: فرض

هستند. کار به مشغول یکدیگر از مستقل و موازی طور به که می�باشد تخریب�پذیر Mجزء زیاد تعداد دارای سیستم •

می�شود: طبقه�بندی رده سه به سیستم جزء هر حالت •

می�کند، کار خوبی به جزء یک آن در که حالتی :(٠) سالم حالت

است، کار به مشغول هنوز اما است شده عیب�هایی دچار جزء یک آن در که حالتی :(١) هشدار حالت

است. شده متوقف آن فعالیت و افتاده کار از کاملا جزء یک آن در که حالتی :(٢) شکست حالت

p٠٢ احتمال با ٢ به ٠ حالت از و p١٢ احتمال با ٢ به ١ حالت از ،p٠١ احتمال با ١ به ٠ حالت از می�تواند سیستم جزء هر •

.p١٢ = ١ و p٠١ + p٠٢ = ١ که یابد انتقال

می�باشد. λi پارامتر با نمایی توزیع دارای i = {٠,١} برای i حالت در باقی�ماندن زمان •

تولد/تولد-مرگ فرایند ١.٢

٢ حالت در واحدها تعداد و ١ حالت در واحدها تعداد ،٠ حالت در واحدها تعداد ترتیب به N٢(t) و N١(t) ،N٠(t) کنید فرض

حالت در واحدها تعداد ردیابی به تنها Mمی�باشد، مشخص مقدار با برابر حالت سه در واحدها تعداد مجموع اینکه دلیل با باشد.

S = {(i, j) : ٠ ≤ i, j ≤ M,٠ ≤ حالت فضای با {N(t) = (N٢(t), N١(t)), t ≥ ٠} دوبعدی فرایند کمک به ٢ و ١

یک تعداد که تولد-مرگ یک�بعدی فرایند برخلاف که می�باشد دوبعدی مارکف فرایند یک فوق فرایند می�پردازیم. i + j ≤ M}

مؤلفه�ی که هست واضح می�کند. ردیابی هستند یکدیگر با تعامل در که جمعیت دو اعضای تعداد فرایند این می�کند، ردیابی را جمعیت

تولد/تولد-مرگ فرایند را دوبعدی مارکف فرایند این رو این از می�باشد افزایش حال در ٢ حالت در واحدها تعداد یعنی فرایند این اول

می�نامند.

است: امکان�پذیر زیر انتقال سه از یکی لحظه هر در

١ به ٠ حالت از جزء یک وضعیت تغییر •

٢ به ٠ حالت از جزء یک وضعیت تغییر •
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0 1 2 

1 

0 1 2 

1 

٢ به ١ حالت از جزء یک وضعیت تغییر •

0 1 2 

1 

می�نامیم. لحظه�ای انتقال نرخ آن�ها که می�دهد رخ زیر احتمال�های با انتقال�های این از یک هر

P (N(t+ dt) = (i+ ١, j)|N(t) = (i, j)) = λ
(١)
ij dt(١− λ

(٢)
ij dt)(١− γijdt) + o(dt)

= λ
(١)
ij dt+ o(dt),

P (N(t+ dt) = (i, j + ١)|N(t) = (i, j)) = λ
(٢)
ij dt(١− λ

(١)
ij dt)(١− γijdt) + o(dt)

= λ
(٢)
ij dt+ o(dt),

P (N(t+ dt) = (i+ ١, j − ١)|N(t) = (i, j)) = γijdt(١− λ
(١)
ij dt)(١− λ

(٢)
ij dt) + o(dt)

= γijdt+ o(dt),

P (N(t+ dt) = (i, j)|N(t) = (i, j)) = ١− (λ
(١)
ij + λ

(٢)
ij + γij)dt+ o(dt),

محاسبه زیر صورت به {N(t)} پیوسته زمان فرایند مرحله�ای یک انتقال احتمال�های لحظه�ای، انتقال نرخ�های به توجه با حال

می�شود.

داریم: ٠ ≤ i ≤M − ١, ١ ≤ j ≤M − i− ١ برای •
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p(i,j),(i′,j′) =



λ
(١)
ij

λ
(١)
ij +λ

(٢)
ij +γij

, i′ = i+ ١, j′ = j

λ
(٢)
ij

λ
(١)
ij +λ

(٢)
ij +γij

, i′ = i, j′ = j + ١

γij

λ
(١)
ij +λ

(٢)
ij +γij

, i′ = i+ ١, j′ = j − ١

داریم: ٠ ≤ i ≤M − ١, j = ٠ برای •

p(i,j),(i′,j′) =



λ
(١)
ij

λ
(١)
ij +λ

(٢)
ij

, i′ = i+ ١, j′ = j

λ
(٢)
ij

λ
(١)
ij +λ

(٢)
ij

, i′ = i, j′ = j + ١

داریم: ٠ ≤ i ≤M − ١, j =M − i برای •

p(i,j),(i′,j′) = ١

.i′ = i+ ١, j′ = j − ١ آن در که

کنید: فرض می�پردازیم. t زمان مدت در فرایند انتقال احتمال�های محاسبه�ی به ادامه در

P(i,j),(i′,j′)(t) = Pr(N٢(t) = i′, N١(t) = j′|N(٠) = (i, j))

با باشد. (i′, j′) حالت در بعدی واحد t زمان مدت در است (i, j) حالت در حاضر حال در که فرایندی که است آن احتمال

صورت به P(i,j),(i′,j′)(t) است، برخوردار بالایی محاسباتی سرعت از ریاضی نرم�افزارهای در که یکنواخت�سازی روش از بهره�گیری

می�آید. به�دست زیر

P(i,j),(i′,j′)(t) =
∞∑

n=٠
e−νt (νt)

n

n!
p̄
(n)
(i,j),(i′,j′), (١)

می�آید. به�دست زیر رابطه�ی از بازگشتی صورت به p̄(n)(i,j),(i′,j′) آن در که

p̄
(n)
(i,j),(i′,j′) =

∑
(k,h)∈S

p̄
(n−١)
(i,j),(k,h)p̄(k,h),(i′,j′), n = ١,٢, ...

اصابت زمان ٣

فرایند که است زمانی اولین بیانگر و است تصادفی متغیر یک است، تصادفی فرایندهای در شده مطرح مفاهیم از یکی که اصابت زمان

تعمیرات و نگهداری برای آن از می�توان و دارد اساسی نقش تصادفی فرایندهای در متغیر این می�شود. حالت�ها از مجموعه�ای وارد

گرفت. بهره تصادفی سیستم یک پیشگیرانه

٩١



با می�کند. اصابت H = {(i, j) : i = r, ٠ ≤ j ≤ M − r} به {N(t)} فرایند که باشد زمانی اولین τH کنید فرض

خواهیم محاسبه زیر صورت به را Pr(τH ≤ t) است، λ(١)rj = λ
(٢)
rj = γrj = ٠ آن در که {Z(t)} جدید فرایند گرفتن نظر در

کرد.

Pr(τH ≤ t) =
∑

(r,j)∈H

P(٠,٠),(r,j)(t), (٢)

.P(٠,٠),(r,j)(t) = Pr(Z(t) = (r, j)|Z(٠) = (٠,٠)) آن در که

درست�نمایی ماکسیمم براوردگر ۴

عنوان به θ = (λ٠, λ١, p٠١, p٠٢) گرفتن نظر در با می�پردازیم. p٠٢ و p٠١ ،λ١، λ٠ مجهول پارامترهای برآورد به بخش این در

است: زیر صورت به مشاهدات از برداری برای درستنمایی تابع مجهول، پارامترهای از برداری

l(θ|D) =
n−١∑
i=٠

log PN(ti),N(ti+١)(ti+١ − ti;θ), (٣)

٠ = t٠ < زمان�های در سیستم وضعیت از آمده به�دست مشاهدات از برداری D = {N(t٠), N(t١), . . . , N(tn)} آن در که

است. t١ < . . . < tn
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کار به آماده مولفه�ی با مختلف سیستم�های در خرابی تا زمان متوسط بررسی

زارع٢ شکیبایی نجمه ، علایی١ عقیل

اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، ١گروه

اصفهان اصفهان، دانشگاه پزشکی علوم دانشکده زیستی، آمار گروه دانشجویی، تحقیق کمیته ٢

این در است. اهمیت حائز وابسته�اند، آن مولفه�های طول�عمر که حالتی در منسجم۶ سیستم�های بررسی می�دانیم که همان�طور چکیده:

حالت در مذکور تابع برای پایینی و بالا کران و می�دهیم راشرح وابسته حالت در خرابی به رسیدن زمان میانگین تابع ابتدا تحقیق

می�پردازیم. کار به آماده مولفه�ی با منسجم سیستم نوع ٣ رفتار بررسی به آخر در و می�کنیم بیان وابستگی

منسجم. سیستم وابستگی، خرابی، تا زمان متوسط کلیدی: واژه�های

.60K10 ،90B25 ،47A55 موضوع�بندی: كد

پیش�گفتار ١

از بسیاری در است. اهمیت حائز وابسته�اند آن مولفه�های طول�عمر که حالتی در منسجم٧ سیستم�های بررسی می�دانیم که همان�طور

پرداخته مولفه�ها طول�عمر بین استقلال فرض با منسجم سیستم�های سالخوردگی ویژگی�های بررسی به ،[۴] و [٧] ،[٢] مانند مقالاتی

چندین از که منسجمی سیستم در مثال طور به شود. استفاده وابستگی، حالت در مسائل از برخی در می�تواند آن�ها نتایج از که شده

بخش در گرفت. درنظر هم از مستقل را سیستم�ها زیر طول�عمر می�توان است، شده تشکیل مولفه چندین از زیرسیستم هر و زیرسیستم

کران�ها، این از که آورد خواهیم بدست سیستم خرابی٩ تا زمان مدت میانگین برای پایینی و بالا کران FGM مفصل٨ از استفاده با ٢

خرابی زمان کران�های بررسی به [١١] و [١١] گرفت. نتیجه را است شده خرابی عدم ضمانت سیستم هر برای که زمانی مدت می�توان

به آماده مولفه�های از استفاده با آخر بخش در کردند. اشاره سیستم مولفه�های طول�عمر بودن ناهم�توزیع و استقلال فرض با سیستم

می�پردازیم. اطمینان قابلیت معیارهای بررسی به سیستم، اطمینان قابلیت افزایش برای روش یک عنوان به کار١٠

وابسته مولفه�های با دومولفه�ای منسجم سیستم�های خرابی زمان متوسط ٢

دانشمندان از بسیاری توسط که تعمیرناپذیر، سیستم�های عملکرد سنجش معیارهای پایه�ای�ترین از یکی خرابی تا زمان متوسط شاخص

استقلال فرضوجود با مطالعه�ها این از برخی می�باشد. است، گرفته قرار مطالعه مورد منسجم سیستم�های بررسی معیار اولین عنوان به

a.alaee@math.iut.ac.ir :١

۶Coherent
٧Coherent
٨Copula
٩Mean Time To Failure

١٠Standby



کرد. اشاره [١٠] و [٩] به می�توان که است سیستم مولفه�های طول�عمر بین ناهم�توزیعی یا

توام توزیع تابع و GY و FX ترتیب به حاشیه�ای توزیع توابع با منسجم سیستم یک مولفه�های طول�عمر Y و X کنید فرض

با، برابر ،x, y ∈ R+ هر برای توام اطمینان قابلیت تابع است. H(x, y)

H̄(x, y) = ١− FX(x)−GY (y) +H(x, y). (١)

می�پردازیم. اطمینان قابلیت تابع ویژگی�های بررسی به سیستم، ساختار به توجه با ادامه در

وابسته دومولفه�ی با موازی سیستم ١.٢

می�شود. تعریف زیر صورت به خرابی تا زمان متوسط پس است، T = max(X,Y ) با برابر موازی سیستم یک طول�عمر

MTTF = E(T ) = E(X) + E(Y )−
∫ ∞

٠
H̄(t, t)dt. (٢)

می�آید. بدست زیر صورت به موازی دومولفه�ای سیستم خرابی تا زمان متوسط برای کران یک فرچیت-هوفیدینگ١١، کران به توجه با

E(X) + E(Y )−
∫ ∞

٠
M̄(t, t)dt ≤ E(T ) ≤ E(X) + E(Y )−

∫ ∞

٠
W̄ (t, t)dt, (٣)

Wاست. (t, t) = max(F (t) +G(t)− ١,٠) ,M(tو t) = min(F (t), G(t)) که

،x, y ∈ ℜ+ هر و H(x, y) توام توزیع تابع هر برای فرچیت-هوفیدینگ کران به توجه با اثبات.

W (x, y) ≤ H(x, y) ≤M(x, y). (۴)

،(١) رابطه�ی به توجه با بنابراین

W̄ (x, y) ≤ H̄(x, y) ≤ M̄(x, y).

از گیری انتگرال با است. مربوطه توام توزیع توابع به متعلق توام اطمینان قابلیت توابع M̄(x, y) و H̄(x, y) ،W̄ (x, y) که

داریم، است G(y) و F (x) با برابر ،W (x, y) ,M(xو y) حاشیه�ی توزیع توابع این�که به توجه با و بالا ∫رابطه�ی ∞

٠
W̄ (t, t)dt ≤

∫ ∞

٠
H̄(t, t)dt ≤

∫ ∞

٠
M̄(t, t)dt.

پس،

E(X) + E(Y )−
∫ ∞

٠
M̄(t, t)dt ≤ E(T ) ≤ E(X) + E(Y )−

∫ ∞

٠
W̄ (t, t)dt.

�
متوسط عنوان به را E(X) + E(Y ) −

∫∞
٠ M̄(t, t)dt مقدار می�توان موازی دومولفه�ای سیستم�های تمامی برای بنابراین

فرض این با این�که به باتوجه و x ∈ ℜ+ هر برای F (x) = G(x) که حالتی در گرفت. نظر در سیستم خرابی عدم ضمانت

می�شود، بازنویسی زیر صورت به بالا کران آن�گاه ،M(t, t) = F (t)

E(X) ≤ E(T ) ≤ ٢E(X)−
∫ ∞

٠
W̄ (t, t)dt. (۵)

١١Frechet-hoeffding
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وابسته مولفه�ی دو با سری سیستم ٢.٢

می�شود. تعریف زیر صورت به خرابی تا زمان متوسط است، T ∗ = min(X,Y ) با برابر سری سیستم یک طول�عمر این�که به باتوجه

MTTF =

∫ ∞

٠
H̄(t, t)dt. (۶)

دومولفه�ای سیستم خرابی تا زمان متوسط برای کران یک می�توان موازی حالت مشابه فرچیت-هوفیدینگ کران از استفاده با

آورد. بدست زیر صورت به ∫سری ∞

٠
W̄ (t, t)dt ≤ E(T ∗) ≤

∫ ∞

٠
M̄(t, t)dt, (٧)

آورد. بدست را بالا رابطه�ی توان می راحتی به رابطه، این طرف دو از گیری انتگرال با و رابطه�ی(۴) به توجه با

به سری دومولفه�ای سیستم خرابی تا زمان متوسط برای بالایی کران آن�گاه F (x) = G(x) ،x ∈ ℜ+ هر برای که حالتی در

با برابر متوسط طور به سیستم کارکردن برای زمان حداکثر سری، دومولفه��ای سیستم هر برای که معنی بدین است. E(X) صورت،

،F (x) = ١−e
−(
x

β
)α

مشترک توزیع تابع با سری دومولفه�ای سیستم یک مولفه�های طول�عمر Y Xو کنید فرض است. E(X)

آن�گاه، است.

E(X) =

∫ ∞

٠
e
−(
t

β
)α

dt =
β

α
Γ(

١
α
),

∫و، ∞

٠
W̄ (t, t)dt =

٢β
α

Γln ٢(
١
α
)− β(ln٢)

١
α .

با است برابر (٧) رابطه�ی به توجه با MTTFسیستم برای کران یک بنابراین

٢β
α

Γln ٢(
١
α
)− β(ln٢)

١
α ≤ E(T ∗) ≤ β

α
Γ(

١
α
).

آن�گاه باشد،
١
β
پارامتر با نمایی توزیع با برابر سیستم مولفه�های طول�عمر مشترک توزیع دیگر عبارت به یا α = ١ بالا رابطه�ی در اگر

می�آید. بدست زیر صورت به سیستم این خرابی تا زمان متوسط برای کران یک

β(١− ln٢) ≤ E(T ∗) ≤ β. (٨)

مجموع این کرد، اشاره آن به [۵] که همان�طور آن�گاه کنیم، جمع را موازی حالت در آمده بدست نتیجه و (٨) معادله�های طرفین اگر

است. ثابت همواره سری و موازی سیستم�های طول�عمر میانگین مجموع دیگر عبارت به یا است ثابتی مقداری

توزیع حاشیه�ای توزیع توابع همچنین و آید بدست FGM مفصل از توام توزیع تابع که طوری به بگیرید نظر در ٢.٢را مثال

با است برابر سری دومولفه�ای سیستم یک خرابی تا زمان متوسط آن�گاه باشد، ،β و α پارامترهای با وایبل

MTTF =
β

α
Γ(

١
α
)

١−٢α + θ

٢−
١
α + ۴

−
١
α − ٣)٢

−
١
α )


 . (٩)

٩۵



داریم، وایبل حاشیه�ای توزیع توابع برای FGM اطمینان قابلیت مفصل به توجه با

H̄(t, t) = e
−٢(

t

β
)α

١+ θ(١− e
−(
t

β
)α

)٢

 (١٠)

= e
−٢(

t

β
)α

+ θ

e
−٢(

t

β
)α

+ e
−۴(

t

β
)α

− ٢e
−٣(

t

β
)α

 ,

می�شود، نوشته زیر صورت به را سیستم خرابی تا زمان متوسط حال

∫ ∞

٠
H̄(t, t)dt =

∫ ∞

٠
e
−٢(

t

β
)α

dt+ θ


∫ ∞

٠
e
−٢(

t

β
)α

dt+

∫ ∞

٠
e
−۴(

t

β
)α

dt− ٢
∫ ∞

٠
e
−٣(

t

β
)α

dt


=
β

α
Γ(

١
α
)

١−٢α + θ

٢−
١
α + ۴

−
١
α − ٢ ∗ ٣

−
١
α


 .

با، است برابر خرابی تا زمان متوسط باشد، α = ١ که حالتی در

MTTF =
β

٢ − θβ

١٢ =
β(۶+ θ)

١٢ .

وابستگی پارامتر و سری دومولفه�ای سیستم خرابی تا زمان متوسط بین مستقیمی رابطه�ی می�شود، مشاهده بالا رابطه�ی در که همان�طور

دومولفه�ای سیستم� برای خرابی به رسیدن تا زمان متوسط وابستگی، پارامتر مقدار افزایش با که معنی این به دارد، وجود FGM

مطابق سری سیستم�های و مثبت مربعی وابستگی دارای توزیع�های خانواده بین ارتباط با نیز امر این که می�یابد، افزایش نیز موازی

متصل یک�دیگر به سری صورت به که است، برق تولید موتور در باطری نوع دو طول�عمرهای به مربوط ١ جدول داده�های است.

پارامترهای با وایبل مشترک توزیع دارای باطری نوع دو این طول�عمرهای توزیع اسمیرنف کلموگروف آزمون از استفاده با شده�اند.

اول نوع باطری ٣/٨ ٣/١ ۴/٣ ١/۶ ۴/١ ۴/٧ ٣/٣ ٢/۵ ٣/۴ ٢/٢

دوم نوع باطری ٣/٣ ۴/١ ٣/٣ ٣/١ ٣/٧ ٣/٩ ٣/٢ ٢/٩ ٣/٨ ٣/٢

اول نوع باطری ٢/۶ ۴/۴ ٣/۶ ٣/٣ ۴/۵ ٣/٢ ٣/٧ ٣/۴ ٣/١ ٣/٨

دوم نوع باطری ٣/۵ ٣/۴ ٣/۴ ٣/٧ ٢/۶ ۴/٢ ١/٩ ٣/٩ ۴/٧ ٣/٣

ساعت حسب بر برق تولید موتورهای در باطری دونوع عمر طول :١ جدول

است. شده آورده ٢ جدول در آزمون این به مربوط اطلاعات است. β = ٣/٧٣ و α = ۵/٢۴
شده برازش توام توزیع تابع کلایتون١۴، و فرانک١٣ ،١٢AMH ،FGM پیشنهادی مفصل�های و کائیک آ آزمون از استفاده با

مقدار بنابراین است. شده آورده جدول٣ در نیز آزمون این به مربوط اطلاعات می�کنند. تبعیت FGM مفصل از داده�ها این برای

١٢Ali-Mikhael-Haq
١٣Frank
١۴Clynton
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اول نوع باطری آزمون آماره مقدار p-مقدار β α β برآورد خطای مقدار α برآورد خطای مقدار

٠/١١۵ ٠/٩۵١٨ ٣/٧٣ ۵/٢۴ ٠/١۶ ٠/٩٣

دوم نوع باطری آزمون آماره مقدار p-مقدار β α β برآورد خطای مقدار α برآورد خطای مقدار

٠/١٣۴ ٠/٨۶١۴ ٣/٧٣ ۵/٢۴ ٠/١٣ ١/٠٧

١ جدول داده�های برای کلموگروف آزمون مقادیر :٢ جدول

مفصل AMH FGM فرانک کلایتون

کائیک آ مقدار ٨۵.۶٢٢٢ ٨۵.۶٠۶۴ ٨۵.٧١ ٨۵.٩۴

وابستگی پارامتر برآورد مقدار -٠.۶۴۴ - ٠.۴١ -٠.٨١ -٠.٠۵٣

١ جدول داده�های برای کائیک آ آزمون مقادیر :٣ جدول

از کدام هر طول�عمر متوسط با مقایسه در که ،MTTF = ٢/٩٩٧ با است برابر سیستم این برای خرابی تا زمان مدت متوسط

سیستم عملکرد در معکوسی تاثیر و است منفی عددی وابستگی پارامتر مقدار زیرا ،(E(X) = است(۴٣/٣ کمتری مقدار باطری�ها

دارد. سری

کار به آماده مولفه�ی با همراه وابسته مولفه�ای دو سری-موازی سیستم ٣

قابلیت مطالعه�ی در است. سیستم اطمینان قابلیت به بخشیدن بهبود و افزایش برای موثر روش یک فزونگی١۵ کار به آماده حالت

دنیای در ندارند. تاثیری مولفه�ها دیگر عملکرد بر سیستم در موجود مولفه�های خرابی که است شده فرض اغلب سیستم�ها، اطمینان

سیستم�ها، روی بر مطالعه�ی و تحقیق برای می�بایست و ندارند کارآمدی جایگاه فرضیه�ها این�گونه که می�شویم مواجه حالت�هایی با واقعی

بر مطالعه� سازی واقعی برای دیگر توجه قابل نکته شود. گرفته نظر در اصلی و اساسی فرض یک مولفه�ها بین وابستگی وجود فرض

بین وابستگی فرض با سیستم�ها روی بر بسیاری مطالعات است. سیستم در کار به آماده مولفه�ی یک گرفتن نظر در سیستم�ها، روی

در که حالی در کرد. اشاره [١٣] و چون[١٢] مقالاتی به می�توان که است شده انجام کار به آماده مولفه�ی گرفتن نظر در بدون مولفه�ها

و امنیتی لحاظ از هم که چرا است، سیستم عضو مهمترین از یکی کار به آماده مولفه�ی واقعی، دنیای در حساس سیستم�های از بسیاری

سیستم�های اغلب که این دلیل به که، است ذکر به لازم است. کارآمدی مولفه�ی سیستم، اطمینان قابلیت به بخشیدن بهبود لحاظ از هم

سری سیستم�های مطالعه�ی به که است مفید هستند، نوع دو این از ترکیبی یا و سری موازی، سیستم�های صورت به صنعت، در موجود

است کار به آماده حالت در که زمانی تا کار به آماده مولفه�ی کردیم، فرض سیستم�ها این�گونه در بپردازیم. شده ذکر فرض�های با موازی و

جایگزین کار به آماده مولفه سرعت به شد، خراب یا غیرفعال سیستم که وقتی سیستم ساختار به توجه با و نمی�شود غیرفعال هرگز

می�دهد. انجام سیستم در شود، تعمیر غیرفعال مولفه�ی که زمانی تا را غیرفعال مولفه�ی وظیفه مشابه طور به و می�شود غیرفعال مولفه�ی

کرد. مراجعه [١۴] و [١۵] مقالات به می�توان سیستم در کار به آماده مولفه�های عمل�کرد مورد در دقیق�تر و بیشتر مطالعه برای

کار به آماده مولفه یک با موازی یا سری دومولفه�ای سیستم که وقتی سیستم طول�عمر متغیرتصادفی ابتدا بخش، این ادامه در

کران یک همچنین است. شده اشاره فرضیه�ها این با خرابی تا زمان متوسط سالخوردگی شاخص� بررسی به سپس و تعریف است،

١۵Standby Redanduncy
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لازم می�شود. معرفی دارند، مربعی منفی یا مثبت وابستگی هم به نسبت مولفه�ها که وقتی سیستم خرابی تا زمان متوسط تابع برای

چه تا حداقل نظر مورد سیستم بداند که است مفید محقق برای که چرا باشد؛ اهمیت حائر می�تواند عمل در کران این که است ذکر به

نمی�شود. غیرفعال یا خراب زمان از واحدی

سیستم توصیف ١.٣

را شده�اند متصل یکدیگر به موازی یا و سری صورت به مولفه�ها که طوری به کار به آماده مولفه یک با وابسته دومولفه�ای سیستم یک

جایگزین کار به آماده مولفه�ی شود غیرفعال سیستم که زمانی و فعال�ند سیستم، اصلی مولفه دو هر t = ٠ زمان در بگیرید. نظر در

شود، متصل سیستم مولفه�ها سایر با موازی یا سری صورت دو به می�تواند کار به آماده مولفه�ی سری، حالت در می�شود. خراب مولفه�ی

می�پردازیم. سیستم ویژگی�های بررسی به سیستم کل ساختار به توجه با بنابراین

سری کار به آماده مولفه�های با دومولفه�ای سری سیستم ٢.٣

سیستم طول�عمر [۶] آن�گاه دهیم، نشان Z با را کار به آماده مولفه طول�عمر X٢و X١و با را اصلی مولفه�های با متناظر طول�عمر اگر

کرد. توصیف زیر صورت به را

T = min(X١, X٢) + min(X∗
١ , Z), (١١)

شود. می تعریف زیر صورت به و می�شود غیرفعال سیستم، خرابی اولین از بعد که مولفه�ای از باقی�مانده طول�عمر بیان�گر X∗
١ که

X∗
١ = (X١ −min(X١, X٢)|X١ > min(X١, X٢)) . (١٢)

می�آید، بدست زیر صورت به X∗
١ متغیرتصادفی توزیع تابع آن�گاه است، هم�توزیع سیستم مولفه�های طول�عمر کنیم فرض اگر

F ∗(t) = P (X∗
١ ≤ t) = P (X١ −min(X١, X٢) ≤ t|X١ > min(X١, X٢))

=
P (min(X١, X٢) < X١ ≤ t+min(X١, X٢))

P (X١ > min(X١, X٢))

=
P (X١ ≤ t+min(X١, X٢))− P (X١ ≤ min(X١, X٢))

P (X١ > min(X١, X٢))

=
P (X١ ≤ t+X٢)− P (X١ ≤ X٢)

P (X١ > X٢))
.

پس، است تعویض�پذیری١۶ تصادفی متغیرهای X٢ و X١ کنید فرض

P (X١ ≤ X٢) = P (X١ > X٢) =
١
٢ ,

است. زیر صورت به X∗
١ تصادفی متغیر توزیع تابع و

F ∗(t) = ٢P (X١ ≤ t+X٢)− ١ (١٣)

= ٢
∫ ∞

٠

∫ y+t

٠
c(F (x), F (y))dF (x)dF (y)− ١,

١۶Exchangable
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.c(u, v) =
∂٢

∂u∂v
C(u, v) که طوری به

منطقی دلیل همین به دارد سیستم اصلی مولفه�های با مشابهی عملکرد سیستم یک در کار به آماده مولفه�ی معمولا واقعی دنیای در

طول�عمر بودن هم�توزیع فرض با بنابراین گرفت. نظر در سیستم اصلی مولفه�های با هم�توزیع کار به آماده مولفه طول�عمر توزیع اگر است

ترتیب به (X١
∗, Z) و (X١, X٢) اطمینان قابلیت توابع ،t١, t٢ ≥ ٠ تمامی برای سیستم اصلی مولفه�های با کار به آماده مولفه

با است برابر

P{X١ > t١, X٢ > t٢} = ١− F (t١)− F (t٢) + C(F (t١), F (t٢)), (١۴)

و،

P{X∗
١ > t١, Z > t٢} = ١− F ∗(t١)− F (t٢) + C(F ∗(t١), F (t٢)). (١۵)

آورد. بدست زیر صورت به را شده تعریف سیستم خرابی تا زمان متوسط می�توان (١۵) و (١۴) رابطه�های از استفاده با

MTTF (T ) = E(min(X١, X٢) + min(X∗
١ , Z)) (١۶)

=

∫ ∞

٠
١− ٢F (t) + C(F (t), F (t))dt+

∫ ∞

٠
١− F (t)− F ∗(t) + C(F ∗(t), F (t))dt.

تا زمان متوسط برای می�توان آن�گاه است، مربعی مثبت وابستگی دارای که تصادفی بردارهای (X١
∗, Z) و (X١, X٢) کنید فرض

آورد. بدست زیر صورت به پایین کران یک سیستم، خرابی

E(T ) ≥
∫ ∞

٠
(١− F (t))٢dt+

∫ ∞

٠
(١− F (t))(١− F ∗(t))dt, (١٧)

وقتی است کار به آماده مولفه با سری دومولفه�ای سیستم یک خرابی تا زمان متوسط ،(١٧) رابطه�ی راست سمت فرمول که است واضح

وابستگی دارای که تصادفی بردارهای (X١
∗, Z) و (X١, X٢) اگر مشابه طور به باشند. مستقل هم�دیگر از مولفه�ها طول�عمر که

آن�گاه، باشند هستند، منفی

E(T ) ≤
∫ ∞

٠
(١− F (t))٢dt+

∫ ∞

٠
(١− F (t))(١− F ∗(t))dt. (١٨)

اگر است. آمده بدست نیز کار به آماده مولفه�ی بدون مولفه�ای دو موازی سیستم�های برای [١١] توسط کرانی چنین که است توجه قابل

به توجه با ،t ≥ ٠ برای ، X∗
١ توزیع تابع آن�گاه باشند، شده مدل�بندی FGM مفصل از سیستم مولفه�های طول�عمر توام توزیع تابع

است، زیر صورت به (١٣) رابطه�ی

F ∗(t) = ٢
∫ ∞

٠

∫ y+t

٠
١+ α(١− ٢F (x))(١− ٢F (y))dF (x)dF (y)− ١ (١٩)

= ٢
∫ ∞

٠
F (y + t)(١+ α(١− F (y + t))(١− ٢F (y))dF (y)− ١.

،t ≥ ٠ برای پس است، λ پارامتر با نمایی توزیع داری سیستم مولفه�های طول�عمر توزیع کنید فرض

F ∗(t) = ١− e−λt +
α

٣ e
−λt(١− e−λt). (٢٠)

می�آید. بدست زیر صورت به t به نسبت (٢٠) رابطه از گرفتن مشتق با X∗
١ چگالی تابع

f∗(t) =
d

dt
F ∗(t) (٢١)

= λe−tλ(١− α

٣ ) +
٢λα
٣ e−٢λt.
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F ∗(t) = ١−e−λt باشد، هم از مستقل مولفه�ها طول�عمر دیگر عبارت به یا ،α = ٠ اگر که گرفت نتیجه می�توان (٢٠) رابطه از

باقی�مانده زمان مدت در تاثیری اول مولفه خرابی که است این بیان�گر و نمایی توزیع در حافظه عدم خاصیت دلیل به موضوع این است.

ندارد. دوم مولفه طول�عمر

پارمتر با نمایی توزیع دارای X٢ و X١ متغیرهای که وقتی min(X١, X٢) متغیرتصادفی اطمینان قابلیت تابع ،t ≥ ٠ برای

با، است برابر باشد، λ

P{min(X١, X٢) > t٢} = ١− ٢F (t) + C(F (t), F (t)) (٢٢)

= (١− α)e−٢λt − ٢αe−٣λt + αe−۴λt.

استفاده FGM اطمینان قابلیت مفصل از t ≥ ٠ تمامی برای min(X∗
١ , Z) اطمینان قابلیت تابع آوردن بدست برای اگر

آن�گاه، شود

P{min(X∗
١ , Z) > t} = F̄ ∗(t)F̄ (t){١+ αF ∗(t)F (t)} (٢٣)

= (١− α

٣ (١− e−tλ))e−٢λt{١+ α(١+
α

٣ e
−tλ)(١− e−tλ)٢}.

صورت، به ،α ∈ [−١,١] برای سیستم خرابی تا زمان متوسط ،(٢٣) و (٢٢) ،(١۶) روابط از استفاده با نهایت در

E(T ) =
١
λ
{١+

α

٩ − α٢

١٨٠ − α٣

۵۴٠},

است. شده داده نمایش در١ تابع این نمودار که است.

موازی کار به آماده مولفه�ی و وابسته مولفه�های با سری سیستم ٣.٣

با است برابر موازی کار به آماده مولفه یک با موازی سیستم یک طول�عمر

T١ = min(X١, X٢) + max(X∗
١ , Z). (٢۴)

است. زیر صورت به (١۵) و (١۴) رابطه�های از استفاده با سیستم خرابی تا زمان متوسط شاخص،

E(T١) = E(min(X١, X٢) + max(X∗
١ , Z)) (٢۵)

=

∫ ∞

٠
١− ٢F (t) + C(F (t), F (t))dt+

∫ ∞

٠
١− C(F ∗(t), F (t))dt.

خرابی تا زمان متوسط برای آن�گاه باشند مربعی، مثبت وابستگی دارای تصادفی بردارهای (X١
∗, Z) و (X١, X٢) کنید فرض

آورد. بدست می�توان زیر صورت به پایین کران یک سیستم،

E(T١) ≥
∫ ∞

٠
(١− F (t))٢dt+

∫ ∞

٠
١− F (t)F ∗(t)dt. (٢۶)

طول�عمر که وقتی است موازی کار به آماده مولفه با سری دومولفه�ای سیستم یک خرابی تا زمان متوسط ،(٢۶) رابطه�ی راست سمت

آن�گاه، باشند منفی وابستگی با که تصادفی بردارهای (X١
∗, Z) و (X١, X٢) اگر مشابه طور به باشد. مستقل هم�دیگر از مولفه�ها

E(T١) ≤
∫ ∞

٠
(١− F (t))٢dt+

∫ ∞

٠
١− F (t)F ∗(t)dt. (٢٧)

١٠٠



با است برابر ،FGM اطمینان قابلیت مفصل از استفاده با t ≥ ٠ تمامی ∗max(Xبرای
١ , Z) اطمینان قابلیت تابع همچنین

P{max(X∗
١ , Z) > t} = ١−

[
F ∗(t)F (t)

{
١+ αF̄ ∗(t)F̄ (t)

}]
(٢٨)

= ١−
[
(١+

α

٣ e
−λt)(١− e−λt)٢

{
١+ αe−٢λt(١− α

٣ (١− e−λt))

}]
می�آید. بدست زیر صورت به ،α ∈ [−١,١] برای سیستم خرابی تا زمان متوسط ، (٢٨) و (٢٢) ،(١۶) از استفاده با نهایت در

E(T١) =
١
λ

{
٣
٢ − α

٣۶ +
α٢

٢٠ − α٣

۵۴٠

}
.

است. شده داده نمایش در١ بالا تابع نمودار

کار به آماده مولفه�ی و وابسته مولفه�های با موازی سیستم ۴.٣

می�کند. خود وظیفه�ی انجام به شروع کار، به آماده مولفه�ی شوند، غیرفعال سیستم اصلی مولفه�ی دو هر که زمانی حالت، این در

می�شود. تعریف زیر صورت به سیستم طول�عمر بنابراین

T٢ = max(X١, X٢) + Z. (٢٩)

توزیع قبلی حالت�های همانند اگر بنابراین نیست. X∗ توزیع محاسبه�ی به نیازی دیگر بالا رابطه�ی در است واضح که همان�طور

صورت به خرابی تا زمان متوسط کنند، پیروی FGM مفصل از توام توزیع تابع و λ پارامتر با نمایی توزیع دارای مولفه�ها طول�عمر

می�آید. بدست زیر

E(T٢) = E(max(X١, X٢)) + E(Z),

داریم، λ پارامتر با نمایی توزیع برای که

E(T٢) =
١٨− α

١٢λ +
١
λ

=
٣٠− α

١٢λ .

کارکرد متوسط برای مختلف مقادیر از برخی ۴ جدول در همچنین است. شده رسم (١) در پارامترها از برخی برای تابع این نمودار

،α و λ هر برای همواره جدول این به توجه با که کردیم بیان را مختلف حالت�های در سیستم

MTTF (T ) ≤MTTF (T١) ≤MTTF (T٢). (٣٠)

متصل موارد از برخی در اما شود، متصل سوم حالت صورت به سیستم ساختار می�شود پیشنهاد آمده بدست نتایج به توجه با بنابراین

است. دوم حالت صورت به مولفه�ها، اتصال نوع بهترین مشکل این رفع برای نیست امکان�پذیر موازی صورت به مولفه�ها کردن
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رگرسیون تابع ناپارامتری برآورد در انقباضی موجک بیزی تطبیق مدل

افشاری محمود حقیقت�طلب، روح�اله ،١ کبیر کرمی حمید

بوشهر خلیج�فارس دانشگاه آمار، گروه

گرفته قرار استفاده مورد بسیار آمار علم در نیز اخیر سال�های در که است ریاضی در مفید تکنیک�های از یکی موجکی آنالیز چکیده:

از مختصری بیان از پس مقاله این در است. موجک روش می�گیرد، قرار استفاده مورد برآوردگرها نظریه در که روش�هایی از یکی است.

محاسبه آن ضرایب توزیع سپس و نموده معرفی f(x) تابع ناپارامتری برآورد در را موجکی بیزی تطبیق مدل بیزی، انقباضی موجک

گردد. می

نوفه�زدایی. انقباضی، موجک آمیخته، مدل�های تطبیقی، بیر بیزی، برآورد آستانه، کلیدی: واژه�های

.60T65 ،08G62 ،05G62 موضوع�بندی: كد

مقدمه ١

می�شود. محسوب داده�ها ١٧ نوفه�زدایی برای موثر ابزار یک موجک، تجربی ضرایب انقباض موجک، بر مبتنی مدل�های برازش در

توزیع دو از ضرایب این می�آ�ید. دست به موجک ضرایب روی مختلف پیشین توزیع�های گرفتن نظر در با بیزی، انقباضی رویکرد یک

از و می�گیرند نظر در اضافی نوفه با را موج�ها موجک، استاندارد روش�های شده�اند. تشکیل متفاوتی استانداردهای انحراف با نرمال

کرد. مراجعه [١] و [۵] ،[٣] تحقیقات به می�توان زمینه این در هستند. نوفه�زدایی دنبال به موجک تجربی ضرایب انقباض طریق

در می�باشد. بیزی روش�های از استفاده صحیح، ضرایب انقباضی برآوردهای آوردن دست به برای طبیعی روش�های از یکی

فرض بیزی، انقباضی موجک از مختصری بیان از پس مقاله این در می�شود. فرض ضریب هر روی پیشین توزیع یک بیزی، رویکرد

می�دهد را آن امکان کار این می�گیریم. نظر در معلوم پارامتر یک را آن دلیل همین به و دارد وجود نوفه سطح از درستی برآورد می�کنیم

بیاوریم. دست به موجک صحیح ضرایب واریانس�های و پسین میانگین�های برای بسته�ای فرم�های که

بیزی انقباضی موجک ٢

برآوردگر از خاص، نوع یک عنوان به می�توان را موجک برآوردگرهای هستند. توابع تقریب برای قوی ابزار یک موجک�ها

فرض کنند. استفاده گوناگون فضایی توابع برای یکامتعامد پایه�های از می�توانند موجک�ها زیرا کرد استفاده متعامد سری�های

Xiها که کنید فرض همچنین باشند. (Ω,ℵ, P ) احتمال فضای روی تصادفی متغیرهای از دنباله یک {Xn, n ≥ ١} کنید

مشاهده nبا را چگالی این نباشند. وابسته i به لبگ، اندازه�ی به نسبت ،f(x) حاشیه�ای چگالی فشرده تکیه�گاه و هستند کران�دار

h_karamikabir@yahoo.com کبیر: کرمی ١حمید
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نوشت: قراردادی بسط یک می�توان f ∈ L٢(R) تابع هر برای می�کنیم. برآورد i = ١, . . . , n،Xi

f̂ =
∑
k∈Z

α̂m,kϕm,k +
∞∑
j=١

∑
k∈Z

δ̂j,kψj,k (١)

که طوری هستند. متعامد موجک و مقیاس تابع ترتیب به ψj,kو ϕj,k(x) که

ϕj,k(x) = ٢jI[ k
٢j ,

k+١
٢j

)(x), ψj,k(x) = ٢j−١I k
٢j ,

k+
١
٢

٢j

(x)− ٢j−١I k(
١
٢ )

٢j ,
(k+١)
٢j

(x),

موجک�های از شرایطی در می�توان را f ∈ L٢(R) تابع هر همین برای است. δ̂j,k = ⟨f, ψj,k⟩ و α̂m,k = ⟨f, ϕj,k⟩

داد: نمایش زیر معادله توسط ،{ψj,k(x)} یکامتعامد

f(x) =
∑
j∈Z

∑
k∈Z

djkψj,k(x) (٢)

به شده داده نمونه�ی یک در موجک ضرایب محاسبه برای هستند. f تابع از موجک ضرایب djk =
∫
R f(x)ψj,k(x)dx که

کرد. استفاده موجک گسسته تبدیل از می�توان n = ٢j اندازه�ی
باشیم: داشته را زیر معادله کنید فرض

yi = f(ti) + ϵi , i = ١,٢, ... (٣)

متعامد ماتریس وسیله به می�تواند گسسته موجک تبدیل می�باشد. تابع یک f و ti = i
n و است σ٢ واریانس با نوفه تعدادی ϵi که

فرم به روش�هایی با موجک ضرایب که می�کند. اجرا را نوفه�دار داده�های روی موجک تبدیل di = Wyi سپس شود. معرفی W

محاسبه، WTبرای معکوس تبدیل سپس و می�کنند اصلاح و تعدیل را d̂ ضرایب، از آرایه یک

f̂ =WT d̂ (۴)

یافت. [۵] در توان می را تبدیل این از بیشتر جزئیات است. ti نقاط در f از برآورد f̂یک که می�رود. کار به

حذف، تابع و آستانه مقدار شدن مشخص با است. حذف تابع و آستانه مقدار اساسی پارامتر دو بر مبتنی انقباضی موجک روش

بود: خواهد زیر بصورت انقباضی موجک الگوریتم مراحل

گسسته موجکی تبدیل ماتریس اینکه فرض با دیگر، عبارت به می�شود. گرفته گسسته موجک تبدیل اغتشاشی مشاهدات از ابتدا (١

آوریم. می بدست زیر موجکی تبدیل از را موجکی ضرایب ابتدا باشد y = f + ϵ صورت به مشاهدات مدل و ،W

Wy =Wf +Wϵ⇒ d∗ = d+ ϵ,

که اینصورت به می�شوند دسته�بندی اهمیت کم ضرایب و اهمیت پر ضرایب دسته دو به موجکی ضرایب آستانه، مقدار از استفاده با (٢

کم ضرایب دسته جزو صورت این غیر در و است اهمیت پر ضرایب دسته به متعلق باشد، آستانه مقدار از بیشتر موجکی ضریب اگر

می�شوند: زیراصلاح صورت به حذف، تابع به توجه با اهمیت پر ضرایب و شده حذف اهمیت کم ضرایب سپس بود. خواهد اهمیت

ضرایب نرم، حذف تابع در می�مانند. باقی تغییر بدون ضرایب باقی و صفر برابر آستانه مقدار از کمتر ضرایب سخت، حذف تابع در

می�شوند. نزدیک صفر به آستانه مقدار اندازه به ضرایب باقی و صفر برابر آستانه مقدار از کمتر

می�کنیم. بازسازی معکوس موجک تبدیل از استفاده با را حاصل سیگنال (٣

نمود. اشاره قطعی و متقابل اعتبار جهانی، آستانه به می�توان جمله آن از که دارد وجود آستانه تعیین برای مختلفی روش�های
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موجک روش شوند؟ تعدیل و اصلاح d̂ فرم به باید ،d موجک ضرایب چگونه که است این انقباضی موجک در کلیدی سوال

برآورد برای انقباضی موجک چرا که دارد وجود منطقی دلایل است. شده ارائه [۴] در منحنی برآورد کلی مشکلات برای را انقباضی

و زیان توابع از گسترده برد یک برای که، است این هستند خوبی برآوردکنندهای انقباضی موجک که اصلی دلایل است. مفید توابع
١٨ ویسو انقباض فرآیند در می�تواند جهانی آستانه�ی که شد داده پیشنهاد [٣] در دارند. را بهینه تقریباً خواص کلی توابع کلاس برای

را آن و شد پیشنهاد [۴] توسط که (SURE) ١٩ استاین ریسک نااریب برآوردگر اساس بر انتخاب�کننده آستانه�ی دیگر شود. ثبت

موجک تبدیل در j سطح ٢١ وضوح هر که است tj آستانه�ی مقدار کننده انتخاب قطعی انقباض آستانه نامیدند. ٢٠ قطعی انقباض

است. رایج انقباضی موجک برای همواره بیزی، موجک می�کند. تعیین را

طور به موجک معرفی در مخصوص پیشین توزیع این می�کنیم، تعیین پیشین توزیع یک dj,k موجک صحیح ضرایب برای ابتدا

ضرایب توزیع از استفاده با را موجک ضرایب پسین توزیع بیز، قضیه از استفاده با سپس است. شده گرفته نظر در پراکنده و تنک ذاتی

کار به با را ناشناخته تابع برای پسین توزیع یک می�توان کلی، طور به می�کنیم. محاسبه شده�اند فرض معلوم معمولا که نوفه�ای موجک

کرد. برآورد موجک ضرایب پسین توزیع روی گسسته، موجک معکوس تبدیل بردن

انقباضی موجک بیزی تطبیق مدل ٣

باشد: زیر فرم به داده�ها کنید فرض است. شده پرداخته ٢٢ انقباضی موجک بیزی تطبیق مدل بررسی به بخش، این در

yi = f
(
i
n

)
+ σzi i = ٠,١, . . . , n− ١ (۵)

می�توانند موجک�ها می�باشد. صحیح و دو از مضربی n و فرضشده معلوم σ و استاندارد نرمال از هم�توزیع و مستقل مشاهدات zi که

اساس بر یکامتعامد موجک یک {ψj,k}j,k∈Z که می�کنیم فرض بنابراین کنند. استفاده گوناگون توابع فضای برای متعامد پایه�های از

که: باشد L٢(R) فضای

ψj,k(x) = ٢
j
٢ψ(٢jx− k) (۶)

برای می�توان، را موجک متناظر ضریب دارد. ψ مادر موجک تابع از k/٢j وسیله�ی به انتقال یک و j مقیاس در اتساع یک

استفاده با مثال، عنوان به دارد. وجود مشابه مورد یک گسسته داده�های مفهوم در نوشت. θj,k = ⟨f, ψj,k⟩ مانند f ∈ L٢(R)

بردار به و می�گیرند را n طول به y مشاهدات بردار موجک گسسته تبدیل یک با ([٢]) دارند فشرده تکیه�گاه که دابیچز موجک�های از

ماتریس در ضرب یک صورت به می�����������������������������توان را فرآیند این که است موجک تجربی ضرایب حاوی ω بردار می�برند. مشابه طول با ω

داد: Wنشان متعامد

ω ≡Wy =Wf + σWz ≡ θ + σz∗ (٧)

استاندارد نرمال از هم�توزیع و مستقل که n طول به مشاهدات بردار z∗. است f گسسته ضرایب با ، nطول به برداری θ =Wf که

می�باشد.

١٨Visu shrink
١٩Stein unbiased risk estimator
٢٠Sure shrink
٢١Resolution
٢٢Adaptive Bayesian Wavelet Shrinkage (ABWS)
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از منطقی نتیجه یک این می�شود. نتیجه ηi = Wϵi نوفه تبدیل و θi = Wfi موج تبدیل مجموع از di = Wyi دنباله�ی

می�باشد. زیر صورت به که ،W تبدیل بودن خطی

di = θi + ηi , i = ١, . . . , N = ٢n (٨)

نتیجه W متعامد تبدیل از باشند، شده مدل�بندی σ٢ واریانس و صفر میانگین با نرمال توزیع�های توسط ϵi نویزی دنباله�ی اگر

اگر: یعنی دارد. را ϵi دنباله�ی همانند یکسان توزیعی خواص هم، ηi دنباله�ی که می�شود

ϵi ∼ N(٠, σ٢) ⇒ ηi ∼ N(٠, σ٢) (٩)

می�کنیم. برآورد di ∼ N(θi, σ
٢) در را θi معادل، طور به می�کنیم. برآورد را آن موجک تبدیل موج، مستقیم برآورد جای به بنابراین

است: بیزی پارامتری مدل یک نمایش هدف

d|θ, σ٢ ∼ N(θ, σ٢) (١٠)

روی پیشین توزیع بخش گاهی آ خواص و کاربردی دلایل به می�باشد. σ٢ روی پیشین انتخاب مشکل اولین و است σ٢نامعلوم که

بر ها توزیع تمام میان در را بی�نظمی بیشینه�ی نمایی توزیع شد، داده نشان [۶] توسط که طوری� می�کنند. انتخاب نمایی توزیع را σ٢

بنابراین دارد. ثابت اولیه گشتاور یک با (٠,∞) تکیه�گاه روی

σ٢ ∼ E(µ) , (f(σ٢|µ) = µe−µσ٢
) (١١)

هستند: نرمال توزیع�های از آمیخته�ای مقیاس دوگانه نمایی توزیع واقع در که می�باشد نیز دوگانه٢٣ نمایی حاشیه�ای، توزیع و

d|θ ∼ DE

(
θ,

١√
٢µ

)
, f(d|θ) = ١

٢
√
٢µe−

√
٢µ|d−θ| (١٢)

دارند. انقباضی موجک برای مطلوب خاصیت یک بسیاری موارد در آن�ها قالب و هستند کننده منقبض بیزی قواعد کلی، حالت در

باشد: θ روی متقارن پیشین توزیع یک π(θ) کنید فرض و d|θ ∼ DE

(
θ, ١√

٢µ

)
کنید فرض

π(θ) = π(−θ) , θ ∈ R

است: زیر صورت به خطا مربع زیان به نسبت بیزی قاعده آن�گاه

δ(d) = d−
Π

′

١(c)−Π
′

٢(c)

Π
′

١(c) + Π
′

٢(c)
(١٣)

به نسبت بیزی قاعده اثبات. .c =
√
٢µ و θ ∈ (٠,∞) و π(θ − d) π(θو + d) توابع از لاپلاس تبدیلات Π٢ و Π١ که

است: زیر صورت به خطا مربع زیان

δ(d) =

∫
R θf(d|θ)π(θ)dθ∫
R f(d|θ)π(θ)dθ

٢٣Double exponential

١٠٧



: داریم کسر مخرج در ∫بنابراین
R
f(d|θ)π(θ)dθ =

∫ ∞

−∞
e−c|θ−d|π(θ)dθ

=

∫ ٠

−∞
ecuπ(u+ d)du+

∫ ∞

٠
e−cuπ(u+ d)du

=

∫ ∞

٠
e−cu [π(u+ d) + π(u− d)] du

= Π١(c) + Π٢(c) = A

داریم: کسر صورت در نیز ∫و
R
θf(d|θ)π(θ)dθ =

∫ ∞

٠
(d− t)e−ctπ(t− d)dt

+

∫ ∞

٠
(d+ t)e−ctπ(t+ d)dt

= d(Π١(c) + Π٢(c))−
(
Π

′

١(c)−Π
′

٢(c)
)
= B

� می�شود. کامل اثبات B و A روابط طبق

پیشین، ساختار این در آمده�اند. دست به موجک ضرایب فضای در مدل درون خاص پیشین ساختار یک اعمال با انقباضی توابع

صورت: بدین است، نرمال توزیع دو از ترکیبی یا آمیخته ضریب هر و دارند جانبه دو استقلال هم به نسبت ضرایب

θj,k|γj,k ∼ γj,kN(٠, c٢jτ٢j ) + (١− γj,k)N(٠, τ٢j ) (١۴)

می�آید: دست به فرمول این با که دارد را خود پیشین توزیع γj,k آمیخته پارامتر

P (γj,k = ١) = ١− P (γj,k = ٠) ≡ pj (١۵)

آوردن دست به برای می�باشد. θj,k ∼ N(٠, c٢jτ٢j ) است γj,k = ١ که زمانی و θj,k ∼ N(٠, τ٢j ) است γj,k = ٠ که زمانی

می�کنیم استفاده پیشین چندمتغیره نرمال از θj,k|γj,k برای مثال عنوان به ،) معادله

θ|γ ∼ Np(٠, DγRDγ)

و است پیشین همبسته ماتریس یک R و γ = (γ١, . . . , γp) که

Dγ ≡ diag [a١τ١, a٢τ٢, . . . , apτp] (١۶)

باشد. γ = ٠ اگر aj = ١ و γ = ١ اگر aj = cj با است قطری ماتریس یک

θj,k ∼ N(٠, τ٢j ) اگر که باشد طوری (و(باید در τj انتخاب شوند. انتخاب باید که هستند پیشینی پارامتر�های pj , cj , τj
است. |θj,k| ≤ ٣τj بالا احتمال با زیرا شود، جایگزین مطمئن طور به صفر با بتواند θj,k سپس باشد،

باید θj,k از غیرصفر برآورد یک سپس ،θj,k ∼ N(٠, c٢jτ٢j ) اگر که باشد طوری باید ) و ) در cj(> ١) انتخاب همچنین

مقادیر روی آن تکیه�گاه که کنند انتخاب بزرگ نسبتاً cj یک بخواهند اگر ، بیزی معقولانه دیدگاه یک از بگیرد. قرار نهایی مدل در

کنند. انتخاب صفر از غیر پارامتری باید باشد، θj,k

١٠٨



امکان این ما به N(٠, τ٢j ) مولفه�ی می�کنیم. استفاده j از مفروض سطحی در ضرایب تمامی برای پیشین پارامترهای همین از

اطراف در را جرم بقیه N(٠, c٢jτ٢j ) مولفه�ی که است حالی در این کنیم، متمرکز صفر نزدیکی در را جرم از مقداری که می�دهد را

می�کند. پراکنده بزرگ�تر، مقادیر

هستند: نرمال توزیع دارای موجک تجربی ضرایب σو٢ θj,k مقادیر داشتن شرط با

ωj,k|θj,k, σ٢ ∼ σN(θj,k, σ
٢) (١٧)

بر و هستیم نشده مشاهده θj,k در پسین توزیع دنبال به می�شوند. محاسبه موجک تجربی ضرایب شدند، مشاهده داده�ها که زمانی

f̂ =WTE(θ|ω) طریق از می�توان را f بینی�شده، پیش مقدار داشتن با می�کنیم. تمرکز توزیع این واریانس و شده پیش�بینی مقدار

کرد. برآورد

از بتوان این�که برای است. pj و cj ،τj ثابت�های به وابسته زیر رابطه باشد. زیر فرم به پیشین توزیع دارای θj,k کنید فرض

شوند. انتخاب ثابت�ها این مقادیر باید کنیم استفاده زیر آمیخته پیشین توزیع

θj,k|γj,k ∼ γj,kN(٠, c٢jτ٢j ) + (١− γj,k)N(٠, τ٢j ) (١٨)

داشتن با می�پردازیم. موجک، تجربی ضرایب انقباض شیوه�ی با آن�ها ارتباط و مقادیر این انتخاب نحوه�ی تشریح به بخش، این در

عمومی نقش ابتدا می�کند. فراهم انقباضی موجک برای اتوماتیک و ساده رویکردی پیشین، آمیخته نرمال قراردادی، انتخاب�های این

می�دهیم. ارائه را قراردادی انتخاب�های سپس می�کنیم. بیان انقباضی موجک ضرایب تعیین در را pj و cj ،τj
پایین موج به نوفه (نسبت تنک و پراکنده θj,k صحیح ضرایب مجموعه که می�کند عمل خوب زمانی انقباضی موجک برآورد روند

یک توصیف برای آمیخته، N(٠, τ٢j ) نرمال مولفه کوچک�اند. همه بقیه و دارد، وجود بزرگ ضریب مورد چند فقط که باشند باشد)

آن�قدر باشد، داشته قرار (−٣τj ,٣τj) فاصله�ی در ضریب اگر تا می�کنیم انتخاب را τj است. شده گرفته نظر در کوچک، ضریب

گرفته نظر در بزرگ ضریب توصیف برای نیز N(٠, c٢jτ٢j ) مولفه�ی شود. متمایل صفر سمت به عملی اهداف برای که است کوچک

را pj پارامتر دربرگیرد. را استفاده قابل ضرایب کامل دامنه تا باشد گسترده و پهن کافی اندازه به باید نرمال مولفه�ی این است. شده

با معناداری تفاوت j سطح در ضرایب درصد که می�رود انتظار کرد. تعبیر ضریب یک اغماض قابل غیر احتمال عنوان به می�توان

می�دهند. نشان را ضرایب پراکندگی pj کوچک مقادیر و باشند داشته صفر

نرمال و طبیعی روند این cj و τj برای می�کنیم. انتخاب متفاوتی سطوح در را پارامترها از مختلفی مقادیر که باشید داشته توجه

سطح به همه این�ها که است، مربوطه موجک عرض و ارتفاع به وابسته بخشی یک در ضریب یک بودن بزرگ یا کوچک چون است،

می�رود. بالاتر تشخیص قدرت یا وضوح سطح شود کوچک�تر pj هرچه یعنی دارد. بستگی وضوح

بنویسیم: می�توانیم را رابطه این می�کند پیدا ارتباط موجک تجربی ضرایب انقباض به ابرپارامترها، انتخاب چگونه این�که درک برای

E(θj,k|ωj,k) = Eγj,k|ωj,k
E(θj,k|ωj,k, γj,k)

= P (γj,k = ١|ωj,k)E(θj,k|ωj,k, γj,k = ١)

+ P (γj,k = ٠|ωj,k)E(θj,k|ωj,k, γj,k = ٠)

= P (γj,k = ١|ωj,k)
(cjτj)

٢

σ٢ + (cjτj)٢
ωj,k

+ P (γj,k = ٠|ωj,k)
τ٢j

σ٢ + τ٢j
ωj,k

(١٩)

١٠٩



کرد. تعبیر (cjτj)
٢

σ٢+(cjτj)٢
و τ٢

j

σ٢+τ٢
j

شیب�دار، خط دو بین هموار تناسب یک عنوان به می�توان را انقباض تابع

از تقریباً انقباض تابع مورد، این در می�شود. Pبزرگ (γj,k = ٠|ωj,k) پس است کوچک θj,k یعنی است، کوچک ωj,k که زمانی

نسبتاً مقادیر بنابراین است. همین شیب باشد کوچک τj که زمانی می�کند. تبعیت τ٢
j

σ٢+τ٢
j

شیب و صفر تقاطع با راست خط یک

می�دهد. ما به صفر پیرامون را انقباض تابع از همواری و مسطح بخش ،τj کوچک

بزرگ، cj برای می�کند. تبعیت (cjτj)
٢

σ٢+(cjτj)٢
شیب و صفر تقاطع با راست خط یک از تقریباً انقباض تابع است، بزرگ wj,k که زمانی

یک و کوچک شیب با خطی تابع یک از وزن�دار میانگین یک صورت به انقباض تابع بنابراین شد. خواهد نزدیک یک به شیب این

به و یافته افزایش دارد، بزرگتری شیب که خطی روی وزن ،ωj,k افزایش با می�آید. دست به یک به نزدیک شیب یک با خطی تابع

صفر تا فاصله عرض pj کوچک مقادیر می�کنند. تعیین و محاسبه را خط دو شیب�های cj و τj پارامترهای شد. خواهد نزدیک یک

تابع آن طی در که ای فاصله cj افزایش با دارد. کمتری شیب که می�شود متصل خطی به انقباض تابع اینجا در می�دهد. افزایش را

اختلاف و تمایز آمیخته، فرعی مولفه دو cj افزایش با زیرا می�شود کوچکتر می�کند، صعود پرشیب�تر خط به شیب�تر کم خط از انقباض

می�کنند. پیدا هم با بیشتری

موجکی ضرایب توزیع ۴

برای فرمول�هایی باشد، σمعلوم این�که فرض با می�دهیم. ارائه را پسین واریانس�های و ها میانگین محاسبه�ی جزئیات بخش، این در

قطری ماتریس یک ،θj,k بردار پسین کوواریانس ماتریس دارند. وجود ساده بسته�ی فرم به Var(θj,k|ωj,k) و E(θj,k|ωj,k)

می�آید: دست به زیر صورت به موجک خطی تبدیل از f پسین میانگین می�دهیم. Dنمایش با را آن که است

E(f |y) =WTE(θ|ω)

برای می�دهیم. شرح کارآمد راهبرد یک ادامه در ماتریس، این محاسبه برای WTDWمی�باشد. صورت به ،fکوواریانس ماتریس

θ به مربوط پسین ،γ حاشیه�ای پسین با ابتدا می�کنیم. حذف را j و k زیر�نویس�های کنیم، ساده�تر را فرمول�ها تشریح و ارائه این�که

داد: نشان زیر صورت به می�توان را γ به مربوط حاشیه�ای پسین می�پردازیم. θ|γ محاسبه�ی به سپس و می�آوریم دست به را

P (γ = ١|ω) = A

A+ ١ , A =
pπ(ω|γ = ١)

(١− p)π(ω|γ = ٠) (٢٠)

را θ برای پسین توزیع هستند. π(ω|γ = ٠) ∼ N(٠, σ٢ + τ٢) و π(ω|γ = ١) ∼ N(٠, σ٢ + c٢τ٢) ،) رابطه در که

کرد: بیان زیر صورت به می�توان

F (θ|ω) = F (θ|ω, γ = ١) · A

A+ ١ + F (θ|ω, γ = ٠) · ١
١+A

, (٢١)

برای توزیع تابع یک F (θ|ω, γ = ١) آن در که

θ|ω, γ = ١ ∼ N

(
(cτ)٢

σ٢ + (cτ)٢
ω,

σ٢(cτ)٢

σ٢ + (cτ)٢

)
(٢٢)

برای توزیع تابع یک F (θ|ω, γ = ٠) و

θ|ω, γ = ٠ ∼ N

(
τ٢

σ٢ + τ٢
ω,

σ٢τ٢

σ٢ + τ٢

)
(٢٣)

می�آید: دست به زیر صورت به θ پسین میانگین حال می�باشند،

E [θ|ω] =
[

(cτ)٢

σ٢ + (cτ)٢
· A

A+ ١ +
τ٢

σ٢ + τ٢
· ١
A+ ١

]
· ω (٢۴)

١١٠



است: زیر مشترک انقباضی عامل با ،ω از مضربی آن حاصل که

s(ω) =

[
(cτ)٢

σ٢ + (cτ)٢
· A

A+ ١ +
τ٢

σ٢ + τ٢
· ١
A+ ١

]
(٢۵)

تابع یک از استفاده با، معادل E(θ|ω) پسین میانگین طریق از θ برآورد است. ω از تابعی خود که است s(ω) ≤ ١ فرمول، این در

می�کنیم: محاسبه زیر فرمول از استفاده با را پسین واریانس است. انقباضی ضرایب مشابه پسین میانگین است. غیرخطی انقباض

Var(θ|ω) = Eγ [Var(θ|ω, γ)] + Varγ [E(θ|ω, γ)]

= Eγ [Var(θ|ω, γ)] + Eγ

[
E(θ|ω, γ)٢

]
(٢۶)

− (Eγ [E(θ|ω, γ)])٢

می�دهند: حاصل را زیر عبارات فرمول، این از آمده دست به نتایج

Eγ [Var(θ|ω, γ)] =
[

σ٢(cτ)٢

σ٢ + σ٢(cτ)٢
· A

A+ ١ +
σ٢τ٢

σ٢ + τ٢
· ١
A+ ١

]
(٢٧)

و

(Eγ [E(θ|ω, γ)])٢ =

[(
(cτ)٢

σ٢ + (cτ)٢
ω

)٢

· A

A+ ١ +

(
τ٢

σ٢ + τ٢
ω

)٢

· ١
A+ ١

]

Var(θ|ω) ≈ با برابر تقریبی طور به پسین واریانس ωکوچک مقادیر برای می�باشد. (Eγ [E(θ|ω, γ)])٢ = (E[θ|ω])٢ البته و

واریانس آن در که است جایی اکسترمم مقدار، دو این بین در می�باشد. Var(θ|ω) ≈ σ٢ با برابر ω بزرگ مقادیر برای و است τ٢

می�شود موج شامل اصولی ضریب آیا که داریم را اطمینان کمترین که است دامنه�ای همان دقیقاً فاصله این می�گیرد. را مقدار بزرگترین

صورت به که است، E(θ|ω) پسین میانگین بردار معکوس حاصل ،f̂ یعنی f جدید ساختار نمی�گیرد. بر در را موج این�که یا

می�باشد. f̂ =WTE(θ|ω)

D ≡ diag {Var(θ|ω)} آن در که ∆است، ≡WTDW صورت به دقیقاً شده، بازسازی بردار این برای ماتریسکوواریانس

زیر بصورت ∆ قطری ماتریس ترانهاده عمل تکرار هچنین و D ماتریس ستون�های برای موجک معکوس تبدیل گرفتن با می�باشد.

می�آید. دست به

∆ ≡WTDW =WT (WTD)T . (٢٨)
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معیارهای محاسبه در آن کاربرد و چارلی گرام توزیع از برگرفته جدید توزیع معرفی
ریسک

ترابی حمزه ذاکرزاده، حجت�اله ، ١ لطیفی�زاده، علی�اصغر

یزد دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه

استفاده ریسک معیارهای اندازه�گیری برای آن از و می�کنیم معرفی را هایپربولیک سکانت چارلی گرام توزیع مقاله این در چکیده:

به همچنین می�دهیم. ارایه یافته تعمیم هندسی فوق تابع کمک به توزیع این انتظار مورد کسری محاسبه برای واضحی فرم می�کنیم.

می�کنیم. بررسی را است ادوبی شرکت به مربوط که واقعی داده مجموعه یک توزیع این کاربرد بررسی منظور

انتظار، مورد کسری پهن، دم های توزیع سکانت، هایپربولیک چارلی گرام توزیع یافته، تعمیم هندسی فوق تابع کلیدی: واژه�های

خطر. معرض در مقدار

.60E05 ،91B30 ،91B82 ،62P20 موضوع�بندی: كد

مقدمه ١

مباحث در امر این که هستند ٢۵ چوله یا و ٢۴ کشیده دارایی، بازده و مالی داده�های می�دهد، نشان که است موجود زیادی شواهد

مالی داده�های از بسیاری ذاتی ویژگی سه بودن پهن دم و چوله بودن، کشیده .[١] شده�است شناخته رسمیت به مالی علوم و اقتصادی

شدت به زیان گیری اندازه زیرا هستند، تاثیرگذار بسیار سرمایه�گذاری سبدهای زیان و نوسانات سازی مدل در ویژگی سه این است.

.[٢] است آن چولگی و توزیع دم�های ضخامت تاثیر تحت

استفاده مورد دارایی، بازده داده�های سازی مدل بخصوص و مالی امور و اقتصاد علم در گوسی، مدل�های متمادی سال�های برای

بودن نرمال فرض شده�است. دارایی بازده بودن نرمال فرض زدن هم بر باعث اخیر اقتصادی های بحران اما .[٣] است شده قرارگرفته

نشان�دهد، دم�پهن رفتاری دارایی بازده داده�های توزیع که زمانی اما کند می تر ساده را داده�ها این سازی مدل دارایی، بازده داده�های

متفاوتی روش�های محققان مالی دادهای بهتر هرچه مدل�سازی برای اخیر سال�های در .[۴] می�دهد دست از خود کارایی مدل این

مانند دیگری توزیع�های از نرمال، توزیع از استفاده با داده�ها مدل�سازی جای به می�توانند پژوهشگران مثال عنوان به داده�اند. ارایه

هستند، پرکاربرد بسیار زیان، اندازه�گیری و مالی داده�های سازی مدل در که دیگر، دم�پهن توزیع�های یا تی-استیودنت توزیع لوی، توزیع

بودن) دم�پهن و کشیده بودن، (چوله نظر مورد ویژگی�های با انطباق برای نرمال توزیع تبدیل برای نیز دیگر روش�های کنند. استفاده

به گوسی توزیع از استفاده و هرمیت متعامد جمله�ای�های چند توسط نرمال توزیع شکل تغیر با زویا مثال عنوان به شده�است. ارایه

توزیع مدل�سازی برای جدیدی رویکرد همکاران و زویا اخیراً .[۵] پرداخت نامتقارن و دم�پهن داده�های بررسی به وزن تابع عنوان

. [۶] است داده ارایه چارلی٢۶ گرام شبه بسط کارگیری به با بیمه زیان�های و دارایی بازده�های از متشکل مالی سبدهای

Ali_a.zadeh@hotmail.com لطیفی�زاده: ١علی�اصغر

Leptokurtic٢۴

Skew٢۵

Gram-Charlier-like Expansions ٢۶



معیار بررسی به هایپربولیک، سکانت توزیع برای چارلی گرام شبه بسط و متعامد جمله�ای�های چند از استفاده با مقاله این در

دوم بخش در می�پردازیم. سرمایه سبد یک برای ٢٨(ES) انتظار مورد کسری و ٢٧(V aR) خطر معرض در ارزش مانند ریسک های

و می�شود معرف (GCHS) هایپربولیک سکانت چارلی گرام توزیع سوم بخش در و خواهد�شد ریسک معیارهای به کوتاه نگاهی

دربخش می�شود. ارایه است، هایپربولیک سکانت چارلی گرام زیان توزیع که زمانی انتظار مورد کسری محاسبه برای صریح فرم یک

پرداخت. خواهیم مقاله این از نتیجه�گیری به پنجم بخش در و پردازیم می واقعی مالی داده�های بررسی به چهارم

ریسک های معیار به نگاهی ٢

توجه آغازین نقطه بود. نشده مالی ادبیات وارد ١٩٩٠ دهه اوایل تا می�گویند، V aR اختصار به که ” خطر معرض در ارزش ” عبارت

شرکت�های سرمایه رسمی غیر طور به اولین�بار برای نیویورک بهادار اوراق بورس سال آن در که بازمی�گردد ١٩٩٢ سال به روش این به

طول در دارایی یک یا پرتفوی یک که انتظار مورد زیان حداکثر بیانگر خطر معرض در ارزش .[٧] داد قرار آزمون موضوع را عضو

بیانی به می�شود. متحمل مشخص، احتمال با و می�ماند) باقی تغییر بدون پرتفوی ترکیب آن طول در که (دوره�ای معین نگهداری دوره

برود، بین از ثابت احتمال با مشخص) زمانی (افق معین دوره یک در می�رود انتظار که پرتفوی ارزش از مبلغی معیار این ساده�تر

در ارزش اساس این بر است، زیان مقدار متغیر این که باشد X تصادفی متغیر توزیع تابع FX(x) کنید فرض می�کند. مشخص

صورت به خطر معرض

V aRX(q) = inf {x : FX(x) ≥ q} = νq = F−١
X (q), (١)

.q ∈ (٠,١) آن در که می�شود تعریف

ریالی مبلغ به تنها خطر معرض در ارزش مثال، عنوان به دارد نیز هایی محدودیت اما است کاربرد پر بسیار معیار این هرچند

اطلاعات از توجهی قابل بخش حذف باعث امر این می�گیرد. نادیده را موردانتظار بازده و ریسك تبادل و دارد توجه پرتفوی ریسک

حاصله نتایج تحلیل تا شود می موجب امر این که ندارد وجود آن محاسبه برای فردی به منحصر روش دیگر، طرفی از می�شود. پرتفوی

عمدتاً كه است آماری تحلیل نوع یک خطر معرض در ارزش دیگر طرفی از .[٨] گیرد قرار گران تحلیل ذهنی های قضاوت دستخوش

های معیار از دیگر یکی .[٩] است ناتوان كیفی رویدادهای به مربوط ریسك ارزیابی از و دارد كاربرد بازار ریسك كمی تعیین در

صورت به که است ٢٩(TCE) دمی شرطی امید ریسک بررسی در جالب

TCEX(q) = E[X|X ≥ νq], (٢)

است. ریاضی امید دهنده نشان E که شود می تعریف

گیری اندازه منسجم معیار یک عنوان به تواند نمی کلی طور به ندارد، پذیری جمع زیر خاصیت دمی، شرطی امید اینکه دلیل به

سطح در کوچک تغیرات تاثیر تحت شدت به معیار این زیرا است مشهود ناپیوسته توزیع�های در موضوع این آید. شمار به ریسک

شرطی امید صعودی، اکیدا توزیع تابع و مطلق پیوسته توزیع با میانگین-متناهی و حقیقی�مقدار تصادفی متغیر برای است. اطمنیان

Value at Risk٢٧

Expected Shortfall ٢٨

Tail Conditional Expectation٢٩

١١۴



را انتظار مورد کسری باشد، X تصادفی متغیر احتمال چگالی تابع f(.) کنید فرض .[١٠] برابرند هم با انتظار مورد کسری و دمی

صورت به توان می

ESX(q) =

∫∞
νq
xf(x)dx∫∞

νq
f(x)dx

, (٣)

داد. نمایش

هایبربولیک سکانت چارلی گرام توزیع ٣

کسری معیار برای یافته٣٠، تعمیم هندسی فوق تابع از استفاده با و معرفی هایپربولیک سکانت چارلی گرام تصادفی متغیر فصل این در

β پارامتر با هایپربولیک سکانت چارلی گرام توزیع دارای را X تصادفی متغیر است. شده ارایه واضحی فرم متغیر این انتظار مورد

صورت به چگالی تابع دارای هرگاه می�دهیم، نشان X ∼ GCHS(β) نماد با را آن و گوییم

fX(x;β) =

(
١+

β

۴ (x
٢ − ١)

)
١
٢ sech(

πx

٢ ) x ∈ (−∞,∞), ٠ ≤ β ≤ ۴. (۴)

شکل است. آمده دست به وزن تابع عنوان به هایپربولیک سکانت توزیع از استفاده و چارلی گرام بسط از استفاده با توزیع این باشد.

توزیع انتظار مورد کسری محاسبه برای صریح فرم یک زیر نتایج دهد. می نشان β = ٠، ١، ٣ ازای به را (۴) چگالی تابع نمودار ١

آنگاه X ∼ GCHS(β) تصادفی متغیر کنید فرض دهد. می ارایه هایپربولیک سکانت چارلی گرام

ESX(q) = −
(١− β

۴ )G
١
π
٢
(νq) +

β
۴G

٣
π
٢
(νq)

٢−
(
(١− β

۴ )G
٠
π
۴
(νq) +

β
۴G

٢
π
٢
(νq)

) , (۵)

صورت به یافته تعمیم هندسی فوق تابع Gnبراساس
a(z) برای تقریب یک اثبات. .

∫
zn sech(az)dz با است Gnبرابر

a(z) ∫که
zn sech(az)dz = n!eaz

n∑
j=٠

(−١)jzn−j

(n− j)!aj+١ j+٢Fj+١(
١
٢ , ...,

١
٢ ,١;

٣
٢ , ...,

٣
٢ ;−e

٢az), n ∈ N+ (۶)

را (٣ ) رابطه راست سمت .[١١] است حسابی اعداد مجموعه N+ و یافته تعمیم هندسی فوق تابع �F�(�) ،(۶) رابطه در که است

، fX(x) چگالی تابع جایگذاری با می�دهیم. نشان B نماد با را مخرج و A نماد با را صورت و می�گیریم نظر در انتظار مورد کسری

داریم A در است شده مشخص (۴) در که

A =

∫ ∞

νq

xfX(x)dx =
١
٢

(
(١− β

۴ )G
١
π
٢
(x) +

β

۴G
٣
π
٢
(x)

) ∣∣∣∣∞
x=νq

(٧)

اینکه دلیل به

lim
x→∞

G١
π
٢
(x) = ٠, lim

x→∞
G٣

π
٢
(x) = ٠.

Generalized Hypergeometric Function ٣٠

١١۵



صورت به توان می را Aپس

A = −١
٢

(
(١− β

۴ )G
١
π
٢
(νq) +

β

۴G
٣
π
٢
(νq)

)
(٨)

داریم B برای مشابه طور به نوشت.

B =

∫ ∞

νq

fX(x)dx =
١
٢

(
(١− β

۴ )G
٠
π
۴
(x) +

β

۴G
٢
π
٢
(x)

) ∣∣∣∣∞
x=νq

(٩)

اینکه به توجه با حال

lim
x→∞

G٠
π
٢
(x) = ٢, lim

x→∞
G٢

π
٢
(x) = ٢.

با است برابر B پس

B = ١− ١
٢

(
(١− β

۴ )G
٠
π
۴
(νq) +

β

۴G
٢
π
٢
(νq)

)
(١٠)

نتیجه در

ESX(q) = −
(١− β

۴ )G
١
π
٢
(νq) +

β
۴G

٣
π
٢
(νq)

٢−
(
(١− β

۴ )G
٠
π
۴
(νq) +

β
۴G

٢
π
٢
(νq)

) . (١١)

�

واقعی های داده تحلیل ۴

ژانویه یکم، تا ٢٠٠٠ سال ژانویه یکم، زمانی بازه در ٣١ ادوبی شرکت سهام شاخص های داده بازده لگاریتم بررسی به فصل این در

٢٠٠١ و ٢٠٠٠ های سال در دات-کام حباب انفجار مانند است. مهمی مالی های بحران شامل بازه این می�پردازیم. ٢٠١٢ سال

finance.yahoo.com سایت وب از داده مجموعه این .٢٠٠٨ و ٢٠٠٧ سال�های مالی بحران�های همچنین و اینترنت) (حباب

است. دریافت قابل

برآورد درستنمایی حداکثر روش از استفاده با را β پارامتر ابتدا داده�ها براین هایبربولیک سکانت چارلی گرام توزیع برازش برای

منظور به است. ٢/٩٠٩۴ پارامتر این شده برآورد مقدار کرده�ایم. استفاده متلب افزار نرم در mle تابع از ما منظور این به می�کنیم،

چارلی گرام نرمال، توزیع�های برازش همراه به را داده�ها این نگار بافت نمودار و p-p نمودارهای داده، مجموعه این توصیفی بررسی

توزیع است، مشخص ٣ شکل در که طور همان کرده�ایم. رسم ترتیب، به ٣ شکل و ٢ شکل در لجستیک توزیع و هایبربولیک سکانت

بررسی منظور به اسمیرنوف و کلموگروف آزمون نتایج است. داده�ها این توصیف برای بهتری مدل هایبربولیک سکانت چارلی گرام

فرض جدول، این براساس شده�است، گزارش ١ جدول در داده مجموعه این بر هایبربولیک سکانت چارلی گرام توزیع برازش نیکویی

کنیم. رد نمی�توانیم را می�کنند پیروی هایبربولیک سکانت چارلی گرام توزیع از داده�ها اینکه

ADOBE٣١

١١۶



چارلی گرام توزیع برای انتظار مورد کسری و خطر معرض در ارزش مقادیر β پارامتر درستنمایی حداکثر برآورد از استفاده با

ارزش معیار تنها نه که، می�یابیم در ٢ جدول به توجه با است. شده ارایه ٢ جدول در آن نتایج و است شده محاسبه هایبربولیک سکانت

معرض در ارزش و انتظار مورد کسری بلکه می�کند برآورد کم انتظار مورد کسری معیار به نسبت را ریسک میزان خطر معرض در

به علاوه به است. تر نزدیک تجربی خطر معرض در ارزش و تجربی انتظار مورد کسری به هایبربولیک سکانت چارلی گرام توزیع خطر

نرمال توزیع به نسبت بیشتری انتظار مورد کسری دارای هایبربولیک سکانت چارلی گرام توزیع (q = ٠٫ ٩٩ بالا( های چندک ازای

محافظه�کارانه�ای برآوردگر لجستیک و نرمال توزیع با مقایسه در هایبربولیک سکانت چارلی گرام توزیع یعنی این و است لجستیک و

فرمایید). ملاحظه را ۴ (شکل می�دهد ارایه ریسک برای

گیری نتیجه ۵

کمک به آن انتظار مورد کسری محاسبه برای ای بسته فرم و کرده�ایم معرفی را هایپربولیک سکانت چارلی گرام توزیع مقاله این در

به نسبت را آن مزیت�های و داده�ایم برازش ادوبی شرکت سهام داده�های به را توزیع این داده�ایم. ارایه یافته تعمیم هندسی فوق تابع

با تجربی توزیع خطر معرض در ارزش و انتظار مورد کسری مقایسه با همچنین کرده�ایم. بررسی لجستیک و نرمال کاربرد پر توزیع

ارزش و انتظار مورد کسری داده�ها، این برای که دادیم نشان داده�شده برازش های توزیع خطر معرض در ارزش و انتظار مورد کسری

است. تر نزدیک تجربی توزیع خطر معرض در ارزش و انتظار مورد کسری به هایپربولیک سکانت چارلی گرام توزیع خطر معرض در
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[1] Szegö, G.P. (2004), Risk measures for the 21st century , Chichester, Hoboken, NJ, Wiley.

[2] Liu, S. and Heyde, C.C. (2008), On estimation in conditional heteroskedastic time series models

under non-normal distributions, Statistical Papers, 49, 455-469.

[3] Ivanovski, Z., Stojanovski, T. and Narasanov, Z. (2015), Volatility and Kurtosis of Daily Stock Re-

turns at MSE, UTMS Journal of Economics, 6, 209-221.

[4] Hellman, A. (2015), Estimating value at risk - an extreme value approach, Mathematical Statistics

Stockholm University Bachelor Thesis 28.

[5] Zoia, M.G. (2009), Tailoring the Gaussian law for excess kurtosis and skewness by Hermite polyno-

mials, Communications in Statistics-Theory and Methods, 39, 52-64.

[6] Zoia, M. G., Biffi, P. and Nicolussi, F. (2018), Value at Risk and Expected Shortfall based on Gram-

Charlier-like expansions, Journal of Banking & Finance, 93, 92-104.

[7] Jorion, P. (2001), Value at risk: the new benchmark for managing financial risk, volume 2. McGraw-

Hill.

١١٧



-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

=0
=1
=3

β = ٣، ١ ،٠ برای سکانت هایپربولیک چارلی گرام توزیع احتمال چگالی تابع نمودار :١ شکل

[8] Uryasev, S. (2000), Conditional value at risk: optimization algorithms and applications, Financial

Engineering, 14, 1-5.

[9] Artzner, P. , Delbaen, F. , Eber, J.-M. and Heath, D. (1999), Coherent measures of risk,Mathematical

Finance, 9, 203-228 .

[10] Acerbi, C. and Tasche, D. (2002), On the coherence of expected shortfall, Journal of Banking &

Finance, 26(7), 1487-1503 .

[11] Wolfram Research, Inc. (2018), Mathematica, Version 11.3, Champaign, IL .

http://functions.wolfram.com/01.24.21.0027.01

ادوبی. شرکت های داده برای بحرانی نقطه و -مقدار p همراه به اسمیرنوف و کلموگرف آزمون آماره :١ جدول

-مقدار p ۵% مقداربحرانی آماره

٠/۴٨٣٠ ٠/٠٢۴٧ ٠/٠١۵٢

١١٨



سکانت چارلی گرام توزیع نرمال، توزیع داده�ها، تجربی توزیع برای انتظار مورد کسری و خطر معرض در ارزش مقایسه :٢ جدول

. لجستیک توزیع و هایپربولیک

لجستیک GCHS نرمال تجربی توزیع چندک

V aRX(q)

٠/۵٩٨ ٠/۵٠٣ ٠/٧۵۴ ٠/۴٨۵ ٠/٧٠٠

٠/٧٧٣ ٠/۶۶٢ ٠/٩۶٨ ٠/۶۴٨ ٠/٧۵٠

٠/٩٧۴ ٠/٨۵٢ ١/٢٠۶ ٠/٨١٧ ٠/٨٠٠

١/٢١۶ ١/٠٩۵ ١/۴٨۴ ١/٠٧۶ ٠/٨۵٠

١/۵٣٨ ١/۴٣٧ ١/٨٣٣ ١/۴٣٧ ٠/٩٠٠

٢/٠۵٩ ٢/٠٢٢ ٢/٣۵٠ ٢/١۴٠ ٠/٩۵٠

٢/۵۵٩ ٢/۶٠۵ ٢/٧٩٩ ٣/٠٢۴ ٠/٩٧۵

٣/٢٠٨ ٣/٣۶۵ ٣/٣٢٠ ۴/۴٩۵ ٠/٩٩٠

۴/٨١٨ ۵/١٣٨ ۴/۴٠٨ ۶/٣٠٨ ٠/٩٩٩

ESX(q)

١/۴٢۶ ١/٣۵١ ١/۶۵٨ ١/۴٣۶ ٠/٧٠٠

١/۵٧۵ ١/۵٠۵ ١/٨١٨ ١/۶١١ ٠/٧۵٠

١/٧۵١ ١/۶٩٣ ٢/٠٠١ ١/٨٣٢ ٠/٨٠٠

١/٩٧١ ١/٩٣۴ ٢/٢٢١ ٢/١٢٨ ٠/٨۵٠

٢/٢٧٢ ٢/٢٧۴ ٢/۵٠٧ ٢/۵۶٨ ٠/٩٠٠

٢/٧٧٣ ٢/٨۵٢ ٢/٩۴۵ ٣/٣٨٣ ٠/٩۵٠

٣/٢۶۵ ٣/۴٢۴ ٣/٣٣٧ ۴/٢٩١ ٠/٩٧۵

٣/٩٠٨ ۴/١۶۶ ٣/٨٠٣ ۵/۴٢٢ ٠/٩٩٠

۵/۵١۴ ۵/٩٠۵ ۴/٨٠٢ ٧/۶۶۴ ٠/٩٩٩

١١٩
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پس�انداز و عمر بیمه�های در مشترک بقاء توابع بکارگیری از ناشی زیان بررسی

محمودوند١ رحیم

سینا بوعلی دانشگاه پایه، علوم دانشکده آمار، گروه

می�شوند. عرضه و معرفی مختلفی شکل�های در زندگی، ریسک�های از برخی پوشش هدف با پس�انداز، و عمر بیمه�های چکیده:

آنها فنی محاسبات در کلیدی نقش عمر طول توزیع نتیجه در می�شوند. تعریف بیمه�گذاران حیات یا فوت به توجه با بیمه�ها این مزایای

هرچند می�کنند. استفاده پرتفوی یک در هم�سن اعضای همه برای مشترک بقاء توابع و عمر جدول�های از بیمه� شرکت�های معمولا دارد.

با ابتدا، مقاله این در کنند. روزرسانی به را عمر جداول که می�شود توصیه بیمه شرکت�های به همواره محاسبات دقت افزایش برای

می�دهیم نشان احتمالی ابزارهای از استفاده با سپس می�کنیم. معرفی بقاء احتمال برای کرانگین دو تغییرات، ضریب معیار از استفاده

شد. خواهد بیمه شرکت�های زیان باعث نظری لحاظ به مشترک بقاء توابع از استفاده که

تغییرات. ضریب عمر، جدول بیشانیدن، انداز، پس و عمر بیمه�های کلیدی: واژه�های

.91B30 ،62M86 ،60G51 موضوع�بندی: كد

مقدمه ١

است. مرگ همان بشر پیش�روی ریسکِ مهم�ترین شک بدون اما می�شود. مواجه مختلفی ریسک�های با مرگ لحظه تا تولد بدو از بشر

جبران برای اولیه شکل در (زندگی) عمر بیمه دارد. بازماندگان برای مالی پیامدهای روحی، ناراحتی�های بر علاوه انسانی هر مرگ

پزشکی، مراقبت�های به نیاز نظیر دیگری موارد عمر بیمه�های حاضر حال در اما شد. طراحی افراد مرگ از ناشی مالی پیامدهای

شاید اخیر کارکردهای این با می�دهند. پوشش نیز را آتیه تامین و انداز پس به نیاز العلاج، صعب بیماری�های درمانی هزینه تامین

بیمه�گر نتیجه در هستند. بلندمدت معمولا زندگی بیمه�های قرارداد، نوع لحاظ از باشد. عمر» «بیمه از گویاتر زندگی» «بیمه اصطلاح

دارد. اختیار در بیشتری فرصت اقتصاد چرخه در بیمه حق مبالغ از استفاده برای

بیمه�های به مربوط جهان در بیمه صنعت تولیدی بیمه�های حق کل از درصد ۵٣ از بیش ٢٠١۵ سال در رسمی آمارهای با �مطابق

این بر است. درصد ١٢ حدود ١٣٩۴ مرکزی بیمه سالنامه طبق ایران برای رقم این که حالی در (٢٠١٨ ری، (سويس است زندگی

افزایش و عمومی استقبال شک بدون دارد. شدن شکوفا برای زیادی ظرفیت زندگی بیمه�های بازار که گرفت نتیجه می�توان اساس

توسط زندگی بیمه�های درباره زیادی مقاله�های گذشته سال�های در است. علمی بررسی�های نیازمند زندگی بیمه�های نفوذ ضریب

شده انجام پژوهش�های کرده�اند، اشاره نیز (١٣٩٣) ماجد و مهدوی چنانکه است. رسیده چاپ به بیمه صاحبنظران و پژوهشگران

می�گیرد: قرار زیر دسته�های از یکی در ایران در زندگی بیمه�های درباره

جامعه و اقتصاد در زندگی بیمه�های نقش •

زندگی های بیمه تقاضای در شخصیتی و اجتماعی اقتصادی، متغیرهای نقش •

r.mahmoudvand@basu.ac.ir محمودوند: ١رحیم



آنها. توسعه های روش و زندگی های بیمه رشد عدم علل بررسی •

اقتصادی- عوامل (١٣٩۶) همکاران و اسدی مثال برای می�گیرد. دربر نیز را اخیر سال�های پژوهش�های دسته�بندی، این

تورم، نرخ مانند اجتماعی و اقتصادی متغیرهای تاثیر پژوهش این در است. کرده مطالعه را عمر بیمه�های توسعه بر موثر اجتماعی

شده بررسی رگرسیونی مدل�های از استفاده با بیمه نفوذ ضریب بر ... و بهره نرخ شهرنشینی، نرخ زندگی، به امید تحصیلات، سطح

از آمده دست به اقتصادی-اجتماعی اطلاعات از استفاده با را ایران عمر بیمه بازار در گژگزینی وجود (١٣٩۶) همکاران و جاهد است.

مبتنی دارند، قرار نیز بالا دسته�بندی در که ایران در شده انجام پژوهش�های از بسیاری است. کرده بررسی خانوار هزینه-درآمد داده�های

بیمه صنعت برای آنها کاربست و تعمیم قابلیت بنابراین هستند. کیفی و پرسشنامه�ای صورت به موارد برخی در و ناکامل داده�های بر

آمده میان به صحبت دنیا روز مدل�های و پیشرفته آماری روش�های از آنها از بسیاری در که است حالی در این دارد. بسیار تردید جای

و کارامد دقیق، درست، اطلاعاتی بانک�های تهیه ایران، در زندگی بیمه�های توسعه برای زیرساخت مهم�ترین که می�رسد نظر به است.

باعث می�تواند چگونه نامناسب داده�های و اطلاعات کمبود که می�دهیم نشان مقاله این در است. مانده مغفول بسیار که است جامع

شود. بیمه�گر زیان

کرانگین پرتفویِ دو معرفی ٢

در می�شود. ساخته qx تابع برآورد اساس بر که است یک�ساله میر و مرگ احتمال�های شامل عمر جدول که می�شویم یادآور ابتدا

از: است �عبارت qx تابع باشد، فرضی انسان یک عمر طول T تصادفی متغیر که صورتی

qx = P (T ≤ x+ ١|T > x) .

بیمه شرکت�های در تا است شده باعث مناسب داده�های نداشتن اما نباشد، دشواری کار تابع این برآورد می�رسد نظر به آنکه وجود با

١٩٩٣ سال عمر جدول از حاضر حال در نمونه عنوان به باشد. کشورها سایر قدیمی عمر جداول مبنای بر بیمه�ای محاسبات ایرانی

یکبار سال چند هر جمعیتی تحولات به توجه با عمر جداول که است حالی در این می�شود. استفاده شرکت�ها از برخی در فرانسه کشور

برای برابری بقای شانس زمان یک در که است آن عمر جداول معایب از یکی موضوع این از جدای دارد. اصلاح و بازنگری به نیاز

همراه به زیادی هزینه بیمه شرکت برای مختلف عوامل به توجه با است ممکن موضوع این که حالی در می�گیرد. نظر در هم�سن افراد

باشد. داشته

عمر طول Tj تصادفی متغیر کنید فرض علاوه به دارند. قرار زندگی بیمه نوع یک از محصولی پرتفوی در بیمه�گذار n کنید فرض

می�کنیم: تعریف زیر صورت به را ساله یک بقاء احتمال�های صورت این در باشد. j بیمه�گذار

px,j = p (Tj > x+ ١|Tj > x) , j = ١, . . . , n. (١)

px,١ ≥ px,٢ ≥ می�کنیم فرض سادگی برای و می�کنیم تعریف px = (px,١, . . . , px,n) صورت به را بقاء احتمال�های بردار

گرفت: نظر در کرانگین حالت دو می�توان . . . . ≥ px,n

بقاء، احتمال�های تنوع کمترین با مدل الف-

بقاء. احتمال�های تنوع بیشترین با مدل ب-

١٢٣



آن در که px = (p̄x, . . . , p̄x) بردار یعنی می�شود؛ استفاده مشترک بقاء احتمال از تنوع، کمترین با مدل در

p̄x =
١
n

n∑
j=١

px,j

است: شده تعریف زیر صورت به Πk کنید فرض (ب) مدل برای است. محاسبات مبنای

Πk =

(px,١ . . . , px,n) : k ≤
n∑

j=١
px,j ≤ k + ١

 , k = ٠,١, . . . , n− ١. (٢)

درایه�های و یک برابر وجود، صورت در آن، از قبل درایه�های و
n∑

j=١
px,j − k برابر آن ام k + ١ درایه که px بردار صورت این در

مشخص مقادیر عنوان به را (p̃x,١, . . . , p̃x,n) نماد می�کند. فراهم را تنوع بیشترین هستند، صفر برابر وجود، صورت در آن، از بعد

می�کنیم. بررسی را (ب) و (الف) مدل�های تنوع میزان زیر قضیه در می�گیریم. نظر در (ب) مدل تحت شده
n∑

j=١
px,j از ثابتی مقدار ازای به را تغییرات ضریب بیشترین و کمترین ترتیب به (ب) و (الف) مدل�های در بقاء احتمال بردارهای

است. نامنفی همواره بقاء احتمالات بردار برای تغییرات ضریب پس .٠ ≤ px,j ≤ ١ که کنید توجه ابتدا اثبات. می�کنند. فراهم

با (ب) قسمت برای است. ممکن، مقدار کمترین یعنی صفر، برابر تغییرات ضریب (الف) مدل تحت که است واضح صورت این در

احتمال بردار درایه�های دوم توان مجموع روی کافیست آنها، مجموع بودن ثابت و احتمال بردار درایه�های مقادیر بودن نامنفی به توجه

داریم: سادگی به Πk مجموعه شرایط تحت شویم. متمرکز
n∑

j=١
p٢x,j ≤ k +

n∑
j=k+١

p٢x,j (٣)

که: داریم توجه اکنون می�شود. حاصل باشند، ١ برابر بقاء احتمال�های بردار نخست درایه k که حالتی برای (٣) رابطه در برابری

n∑
j=k+١

p٢x,j ≤

 n∑
j=k+١

px,j

٢

(۴)

بعدی مولفه�های و px,k+١ =
n∑

j=k+١
px,j =

n∑
j=١

px,j −k که حالتی ازای به (۴) رابطه در برابری که دید می�توان سادگی به

می�شود: نتیجه زیر رابطه (۴) و (٣) رابطه دو تلفیق با می�شود. حاصل باشند، صفر
n∑

j=١
p٢x,j ≤ k +

 n∑
j=k+١

px,j

٢

(۵)

در آن، از قبل درایه�های و
n∑

j=١
px,j − k برابر آن ام k + ١ درایه که می�شود حاصل ی px بردار ازای به برابری آن در که

مقدار بیشترین B =
n∑

j=١
px,j آنکه فرض با هستند. صفر برابر وجود، صورت در آن، از بعد درایه�های و یک برابر وجود، صورت

با: است برابر (ب) مدل به مربوط تغییرات ضریب

max cv٢ = n+
nk(k + ١− ٢B)

B٢ (۶)

فرض با تغییرات، ضریب دوم توان مقدار بیشترین که است شده داده نشان (٢٠٠٩) حسنی و محمودوند مطالعه در پیش�تر

� می�شود. حاصل k = ٠ ازای به بالا رابطه در که است n برابر مشاهده�ها بودن نامنفی

١٢۴



اولیویرا، و (محمودوند است شده گرفته کار به بانکی وام�های پرتفوی در اعتبار تمرکز ریسک اندازه�گیری برای پیش�تر تغییرات ضریب

کرد. استفاده می�دهد نشان را پرتفوی یک اعضای سلامتی تنوع که شاخصی عنوان به معیار این از می�توان نیز اینجا در .(٢٠١٨

زیر ترتیب صورت به می�توان را (ب) و (الف) مدل�های تحت شده معرفی کرانگین�های بیشانیدن مفهوم از استفاده با این بر علاوه

داریم: همواره px = (px,١, . . . , px,n) بقاء احتمال�های از دلخواه بردار هر برای نوشت.

(p̄x, . . . , p̄x) ≺ (px,١, . . . , px,n) ≺ (p̃x,١, . . . , p̃x,n) (٧)

انداز پس و عمر بیمه در نتایج کاربرد ٣

صورت به ρ بیمه حق پرداخت آن در که بگیرید نظر در را ساله�ای یک انداز پس و عمر بیمه قرارداد بالا نتایج از استفاده منظور به

پایان در σ سرمایه ماندن، زنده صورت در و فوت ماه پایان در δ سرمایه فوت، صورت در می�شود. انجام ماه هر ابتدای در و ماهانه

پرتفوی یک برای بقاء سرمایه و فوت سرمایه پرداختی، بیمه�های حق فعلی ارزش تعاریف، این با می�شود. پرداخت بیمه�گذار به سال

:(٢٠٠٢ همکاران، و (داهان است زیر صورت به بیمه�گذار n شامل

P = ρ
n∑

j=١

١١∑
t=٠

t
١٢
px,jν

t (٨)

D = δ
n∑

j=١

١١∑
t=٠

(
t
١٢
px,j − t+١

١٢
px,j

)
νt+١ (٩)

S = σ
n∑

j=١
px,jν

١٢ (١٠)

و δ ، ρ مقادیر بایستی اساس این بر است. i سالانه بهره نرخ گرفتن نظر در با ماهانه تنزیل مقدار ν = (١+ i)−١/١٢ آن در که

باشد: برقرار قرارداد صدور زمان در زیر برابری که شوند تعیین گونه�ای به σ

P = D + S (١١)

کرد: بازنویسی زیر صورت به می�توان را D رابطه

D = δ

n∑
j=١

١١∑
t=٠

t
١٢
px,jν

t+١ − δ

n∑
j=١

١١∑
t=٠

t+١
١٢
px,jν

t+١

= δ
n∑

j=١

١١∑
t=٠

t
١٢
px,jν

t+١ − δ
n∑

j=١

١٢∑
t=١

t
١٢
px,jν

t

= δ
n∑

j=١

١١∑
t=٠

t
١٢
px,jν

t+١ − δ
n∑

j=١

١١∑
t=٠

t
١٢
px,jν

t + δn− δ
n∑

j=١
px,jν

١٢

= δn− δ(١− ν)
n∑

j=١

١١∑
t=٠

t
١٢
px,jν

t − δ
n∑

j=١
px,jν

١٢ (١٢)

١٢۵



نوشت: زیر صورت به می�توان را (١١) رابطه نتیجه در

ρ

n∑
j=١

١١∑
t=٠

t
١٢
px,jν

t = δn− δ(١− ν)

n∑
j=١

١١∑
t=٠

t
١٢
px,jν

t − (δ − σ)

n∑
j=١

px,jν
١٢ (١٣)

داریم: (١٣) رابطه به توجه با

ρ = −δ(١− ν) +
δn+ (σ − δ)

∑n
j=١ px,jν

١٢∑n
j=١

∑١١
t=٠ t

١٢
px,jνt

. (١۴)

داریم: مشابه طور به

δ =
ρ
∑n

j=١
∑١١

t=٠ t
١٢
px,jν

t − σ
∑n

j=١ px,jν
١٢

n− (١− ν)
∑n

j=١
∑١١

t=٠ t
١٢
px,jνt −

∑n
j=١ px,jν

١٢
, (١۵)

و

σ = δ +
(ρ+ δ(١− ν))

∑n
j=١

∑١١
t=٠ t

١٢
px,jν

t − δn∑n
j=١ px,jν

١٢ . (١۶)

در .(٢٠١٣ (گربر، کنیم استفاده t
١٢
px,j مولفه�های برای خطی یا بلدوچی نمایی، تقریب از می�توانیم (١۶) و (١۵) ،(١۴) روابط در

δ(px) ، ρ(px) نماد�های از بقاء احتمال مقادیر به بقاء و فوت مزایای و بیمه حق مقادیر وابستگی نحوه دادن نشان برای صورت این

و شور-محدب توابع و بیشانیدن مفهوم از استفاده با (٢٠٠٢) همکاران و داهان شرایطی چنین تحت می�کنیم. استفاده σ(px) و

که داده�اند نشان شور-مقعر

ρ(p̄x,١, . . . , p̄x,n) ≤ ρ(px,١, . . . , px,n) ≤ ρ(p̃x,١, . . . , p̃x,n) (١٧)

δ(p̄x,١, . . . , p̄x,n) ≥ δ(px,١, . . . , px,n) ≥ δ(p̃x,١, . . . , p̃x,n) (١٨)

σ(p̄x,١, . . . , p̄x,n) ≥ σ(px,١, . . . , px,n) ≥ σ(p̃x,١, . . . , p̃x,n) (١٩)

پس و عمر بیمه می�پردازد. بیشتری انداز پس و فوت سرمایه�ی کمتر، بیمه�ی حق دریافت وجود با (الف) مدل که معناست بدان این

علاوه به باشد. تومان ١۵میلیون برابر حیات سرمایه و تومان میلیون ١٠ برابر آن فوت سرمایه که بگیرید نظر در را ساله�ای یک انداز

بیمه�گذاران تعداد با پرتفوی یک برای ١ شکل در بیمه حق برای پایینی و بالایی کران�های شرایط این تحت .i = ٠٫ ١۵ کنید فرض

است. شده رسم مختلف

می�کنیم: ملاحظه که همانگونه

است. ثابت پایینی کران اما می�کند پیدا افزایش بالایی کران بیمه�گذاران تعداد افزایش با •

می�کنند. پیدا کاهش بالایی و پایینی کران بقاء، احتمال�های متوسط افزایش با •

می�شود. کم پایینی و بالایی کران�های بین اختلاف بقاء احتمال�های متوسط افزایش با •

می�کند. پیدا افزایش پایینی و بالایی کران�های اختلاف بیمه�گذاران تعداد و احتمال متوسط همزمان افزایش با •

که همانگونه می�دهند. نشان مختلف شرایط ازای به را پس�انداز سرمایه و فوت سرمایه مقادیر ترتیب به نیز ٣ و ٢ شکل�های

دو بین اختلاف وجود این با هستند. افزایشی کران�ها بقاء، احتمال متوسط افزایش با که می�دهند نشان شکل دو هر می�کنیم، ملاحظه

اختلاف بقاء، احتمال متوسط و بیمه�گذاران تعداد همزمان افزایش با چند هر می�کند. پیدا کاهش بقاء احتمال متوسط افزایش با کران

١٢۶
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بزرگ و کوچک گروه دو در بیمه حق بالایی و پایینی کران مقایسه :١ شکل

پایینی و بالایی کران�های ٢ و ١ شکل دو هر در بیمه�ها، حق برخلاف ضمن در می�کند. پیدا افزایش اندکی بالایی و پایینی کران�های

می�کنند. تغییر
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بزرگ و کوچک گروه دو در فوت سرمایه بالایی و پایینی کران مقایسه :٢ شکل

آتی مطالعات و نتيجه�گيری ۴

بیمه�گذاران از که بیمه�ای حق مقدار آمده، دست به نتایج با مطابق شد. بحث زندگی بیمه�های در بقاء تابع اهمیت درباره مقاله این در

نابرابری صورت در که است بیمه�ای حق مقدار از کمتر مشترک بقاء تابع از استفاده صورت در می�شود، دریافت زندگی بیمه پرتفوی در

اما است. نابرابر حالت از بیشتر بقاء تابع برابری فرض با می�شود پرداخت که مزایایی حال عین در شود. دریافت و محاسبه بقاء توابع

بسیار حیات سرمایه و بیمه حق در بالا بقاء احتمال مقادیر برای اختلاف میزان که داد نشان آمد دست به عددی مثال حل از که نکته�ای

تکمیل منظور به بالاست. نسبتا بقاء احتمال مقادیر همه برای بزرگ�تر گروه�های در فوت سرمایه اختلاف که حالی در است. ناچیز

١٢٧
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بزرگ و کوچک گروه دو در پس�انداز سرمایه بالایی و پایینی کران مقایسه :٣ شکل

در بایستی مشترک بقاء توابع بکارگیری از ناشی زیان میزان بررسی و یکسال از بیشتر مدت با عمر بیمه�های برای محاسبات نتایج

شود. انجام بعدی مطالعه�های
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تصاویر پردازش در تجمعی لیبلر کولبک- اطلاع از کاربردی

دانشی٢ صفیه ،١ فرخ�سرشت فرهاد ،١ علیزاده مراد ،١ طهماسبی سعید ، منصوری١ فاطمه

فارس خلیج دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ١

شاهرود صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکده آمار، گروه ٢

کولبک-لیبلر اطلاع است. کرده پیدا اعتماد قابلیت مبحث در ویژه�ای جایگاه کولبک-لیبلر تشخیص اطلاع معیار امروزه چکیده:

به ابتدا مقاله این در شده�است. پیشنهاد تجمعی توزیع تابع براساس کولبک-لیبلر معیار از جدید تعمیم یک بعنوان تازگی به تجمعی

تجمعی کولبک-لیبلر معرفی به ادامه در و کرده بیان را آن های کران و ویژگی�ها می�پردازیم،سپس تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع معرفی

سطح می�توان تجربی تجمعی کولبک-لیبلر از استفاده با که دهیم می نشان نهایت در و پردازیم می گذشته عمرهای طول برای پویا

داد. نشان را تصاویر وضوح تفاوت میزان و کرد مقایسه را شده دیجیتالی تصاویر خاکستری

تجمعی. آنتروپی تصاویر، پردازش تجمعی، توزیع تابع کولبک-لیبلر، اطلاع کلیدی: واژه�های

.60e15 ،62n05 ،94a17 موضوع�بندی: كد

تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع معیار بر ای مقدمه ١

زیربنای به�عنوان شانون٣٢ آنتروپی می�کند. تعیین را اطلاع مفهوم کمیت که است ریاضی علم از جدیدی نسبتا شاخه اطلاع، نظریه

اطمینان، قابلیت مباحث در شانون آنتروپی نواقص و چالش�ها به�دلیل شد. مطرح (١٩۴٨) شانون توسط بار اولین برای اطلاع، نظریه�

است تجمعی٣٣ باقی�مانده آنتروپی معیار معیارها، این جمله از گرفته�است. صورت جدید معیارهای تعریف منظور به زیادی تلاش�های

ناوارو و مطرح (٢٠٠٩) لونگوبردی و کرشنزو دی توسط تجمعی آنتروپی همچنین شد. معرفی (٢٠٠۴) همکاران و رائو توسط که

توسط بار اولین ٣۴که کولبک-لیبلر تشخیص اطلاع تابع کردند. بیان را اعتماد قابلیت مباحث در آن خواص (٢٠١٠) همکاران و

در معیار این ویژگی�های و خواص بررسی است. توزیع دو مقایسه برای اطلاع اندازه�های از یکی شده معرفی لیبلر(١٩۵١) و کولبک

از سیستم�ها عمر طول مطالعات در آن تجربی مقادیر محاسبه و اطلاع معیار این پایین و بالا کران�های محاسبه اعتماد، قابلیت نظریه

کرشنزو دی توسط که تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع معیار معرفی به ،ابتدا بخش این در است. شده پرداخته آن به که است مسائلی جمله

با تصادفی متغیرهای Y و X کنید فرض میکنیم. بیان را ان خواص ادامه در و پردازیم می ، شده مطرح (٢٠١۵) لونگوبردی و

rX = sup{t ∈R : FX(t) < ١} و lX = inf{t ∈R : FX(t) > ٠} که کنید فرض باشند،همچنین متناهی های میانگین

تعریف زیر به�صورت Y از X تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع آنگاه .l = lX = lY و هستند راست و چپ سمت های کران ترتیب به

fatemehmansouri1993@gmail.com منصوری: ١فاطمه

٣٢Shannon
٣٣Residual cumulative entropy
٣۴Kullback-Leibler



می�شود:

CKL(X,Y ) =

∫ max(rX ,rY )

l

F (t) log(
F (t)

G(t)
)dt+ E(X)− E(Y ), (١)

آنگاه باشند، G و F توزیع تابع با کراندار تصادفی متغیرهای X,Y اگر . باشد متناهی راست سمت انتگرال که شرطی به

داریم b > ٠ و a, c > ٠ برای

CKL(aX + b, cY + b) = aCKL(X,
cY

a
) + aE(X)− cE(Y )

= cCKL(
aX

c
, Y ) + aE(X)− cE(Y ).

داریم (١) رابطه براساس ابتدا اثبات.

CKL(aX + b, cY + b) =

∫ max(rX ,rY )

l

FaX+b(x) log(
FaX+b(x)

GcY+b(x)
)dx+ E(aX + b)− E(cY + b)

=

∫ max(rX ,rY )

l

FX(
x− b

a
) log(

FX(x−b
a )

GY (
x−b
c )

)dx+ aE(X)− cE(Y )

= aCKL(X,
cY

a
) + aE(X)− cE(Y )

نوشت می�توان t = x−b
c متغیر تغییر با مشابه طور به و کامل z = x−b

a تغییرمتغیر با اثبات نتیجه در

CKL(aX + b, cY + b) =

∫ max(rX ,rY )

l

FX(
x− b

a
) log(

FX(x−b
a )

GY (
x−b
c )

)dx+ aE(X)− cE(Y )

=

∫ max(rX ,rY )

l

FX(
at

c
) log(

FX(atc )

GY (t)
)cdt+ aE(X)− cE(Y )

= cCKL(
aX

C
, Y ) + aE(X)− cE(Y ).

� است. کامل اثبات نتیجه در

می�شود: تعریف چنین �تجمعی عدم�دقت ،معیار X,Y کراندار تصادفی های متغییر از جفت هر برای

K(X,Y ) = −
∫ max(rX ,rY )

l

F (t) log(G(t))dt. (٢)

داریم زیر به�صورت تحلیلی عبارت یک CKL(X,Y ) تعریف و G Fو توزیع توابع با Y,X تصادفی متغیرهای از جفت هر برای

CKL(X,Y ) = K(X,Y )− CE(X) + E(X)− E(Y ), (٣)

توابع با معکوس مخاطره مدل در تصادفی متغیرهای Xθبیانگر Xو کنید فرض Xاست. تجمعی آنتروپی CE(X) که طوری به

داریم آن�گاه باشند، Fθ(x) = (F (x))θ و F (x) توزیع

CKL(X,Xθ) = (θ − ١)CE(X) + E(X)− E(Xθ)

١٣١



CKL(X,Y ) برای کران�ها محاسبه و نابرابری ٢

باشد، Y بزرگتراز X تصادفی بگیرید،متغیر نظر در را هستند G(t) و F (t) توزیع توابع دارای که Y و Xتصادفی متغیر دو

،t ∈ R هر برای F (t) 6 G(t)اگر(X >st Y ) معمولی تصادفی ترتیب الف)در

هر برای یا τX(t) > τY (t) اگر ( X >rh Y معکوس( خطر نرخ تصادفی ترتیب ب)در

آن�گاه باشد، X 6st Y اگر . F (s)G(t) 6 F (t)G(s) ، s 6 t

CE(X)− E(X) 6 CE(Y )− E(Y ). (۴)

داریم آن�گاه می�گیرد. [٠, r] بازه در را مقادیرش به�طوریکه باشند پیوسته مطلقا تصادفی متغیرهای Y Xو کنید فرض الف)

CKL(X,Y ) > [r − E(X)] log(
r − E(X)

r − E(Y )
) + E(X)− E(Y ). (۵)

EX = EY وقتی و است منفی غیر (۵) رابطه راست سمت که دید می�توان آسانی به x log(x) > x− ١ نامساوی از بااستفاده

می�شود. صفر برابر CKL(X,Y ) مقدار باشد،

داریم آن�گاه باشد، l = lX = lY چپ سمت نقاط دارای و متناهی میانگین با تصادفی متغیرهای Y Xو اگر ب)

CKL(X,Y ) > ٣
٢

∫ max(rX ,rY )

l

[F (u)−G(u)]٢

F (u) + ٢G(u) du. (۶)

باشد،آنگاه l = lx = ly پایین حد این�که فرض با و متناهی های میانگین با تصادفی متغیرهای Y کنیدXو فرض

الف)

CKL(X,Y ) 6
∫ max(rX ,rY )

l

F (u)[
F (u)

G(u)
− ١]du+ EX − EY, (٧)

باشد. متناهی راست سمت انتگرال می�شود فرض البته

داشت خواهیم آن�گاه Xباشد، >st Y اگر ب)

CKL(X,Y ) 6 ١
٢

∫ max(rX ,rY )

l

F (u)[
F (u)

G(u)
− ٣][١− F (u)

G(u)
]du+ EX − EY. (٨)

گذشته عمرهای طول برای پویا تجمعی کولبک-لیبلر ٣

اگربرای باشند. (٠, rY ) و (٠, rX)بازه در گذشته عمر طول دارای که بگیرید، نظر در را Y ، X نامنفی تصادفی متغیر دو

توزیع توابع ،t > ٠ هر برای آن�گاه باشد، Y(t) = [Y |Y 6 t]و X(t) = [X|X 6 t] به�فرم آن�ها گذشته عمر t،طول > هر٠
می�شوند: تعریف زیر بصورت Y(t) و X(t)

F(t)(x) =
F (x)

F (t)
; G(t)(x) =

G(x)

G(t)
, ٠ 6 x 6 t, (٩)

١٣٢



قبل های بخش در دارد. فراوانی کاربرد سیستم�ها اطمینان قابلیت و بقا تحلیل زمینه در Y(t) و X(t) متغیر تعریف از مفهوم این

اطلاع از پویا نسخه یک می�خواهیم اکنون نمودیم. بیان آن برای را پایین و بالا کران و کردیم ارائه را تجمعی کولبک-لیبلر معیار

زیر بصورت که است X,Y گذشته عمر طول میانگین شامل که دهیم ارائه Y(t)و X(t) گذشته عمر طول از تجمعی کولبک-لیبلر

می�شود: تعریف

µX(t) = E[X(t)] =

∫ t

٠
[١− F (x)

F (t)
]dx, µY (t) = E[Y(t)] =

∫ t

٠
[١− G(y)

G(t)
]dy, tϵDX,Y

. DX,Y := (٠,min(rx, ry)) صورتی�که در

می�شود: تعریف زیر بصورت Y(t) و X(t) تصادفی گذشته عمر طول متغیر دو بین کولبک-لیبلرتجمعی اطلاع

CKL(X(t), Y(t)) :=

∫ t

٠

F (x)

F (t)
log(

F (x)

F (t)

G(t)

G(x)
)dx+ µX(t)− µY (t), (١٠)

می�کند. اندازه�گیری را عمر طول توزیع دو نزدیکی CKL(X(t), Y(t)) که صورتی در

نوشت می�توان همچنین است. نامنفی tϵDX,Y هر برای CKL(X(t), Y(t))که دید می�توان آسانی (١)به و تعریف(١٠) از نکته١:

lim
x→٠+

CKL(X(t), Y(t)) = ٠, lim
x→supDX,Y

CKL(X(t), Y(t)) = CKL(X,Y ).

کرد بیان زیر بصورت می�توان را Y Xو تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع رابطه(١٠) و (٣) معادله از مشابه tϵDX,Y،بطور اگر نکته٢:

CKL(X(t), Y(t)) := K[X(t), Y(t)]− CE(X(t)) + µX(t)− µY (t),

تعریف زیر بصورت که گذشته�است عمر طول تصادفی متغیر دو بین تجمعی دقت عدم K[X(t), Y(t)]، و(٩) رابطه(٢) طبق که

می�شود:

K[X(t), Y(t)] := −
∫ t

٠

F (x)

F (t)
log(

G(x)

G(t)
)dx, (١١)

همچنین

CE(X(t)) = −
∫ t

٠

F (x)

F (t)
log(

F (x)

F (t)
)dx, (١٢)

عمر طول توزیع دو بین پویا معیار یک (١١) رابطه در داده�شده تجمعی دقت عدم معیار آن�که نکته است. Xپویای تجمعی آنتروپی

شده�است. پیشنهاد همکاران(٢٠١١) و کومار توسط که است گذشته

GوF توزیع توابع با نامنفی تصادفی متغیرهای Y Xو کنید فرض میکنیم. بیان CKL(X(t), Y(t)) برای بالایی کران یک اکنون

باشند.

است: زیر بصورت CKL(X(t), Y(t)) برای بالا کران یک آنگاه X >rh Y اگر

CKL(X(t), Y(t)) 6
١
٢

∫ t

٠
F(t)(u)[

F(t)(u)

G(t)(u)
− ٣][١−

F(t)(u)

G(t)(u)
]du+ µX(t)− µY (t).

١٣٣



تصاویر تحلیل و تجزیه در تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع کاربرد ۴

این برای کنیم؛ تمرکز تصویر تحلیل تجزیه�و در تجمعی کولبک-لیبلر اطلاعات مناسب کاربرد روی بر که داریم سعی بخش این در

میپردازیم. تشخیص از تجربی اندازه�گیری یک از استفاده با تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع تخمین مسئله به ابتدا منظور

بصورت X,Y بین تجربی تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع باشند، GوF توزیع توابع با تصادفی متغیرهای X,Y کنید فرض تعریف:

می�شود محاسبه زیر

CKL(F̂n, Ĝm) =

∫ +∞

٠
F̂n(x) log(

F̂n(x)

Ĝm(x)
)dx+ X̄n − Ȳm,

نمونه میانگین�های Ȳm ،X̄n و متغیرهاست تجربی توزیع Ĝm(x) = ١
m

∑m
i=١ IYi6x و F̂n(x) =

١
n

∑n
i=١ IXi6x آن در که

X(١) 6 X(٢) 6 ... 6 X(n) بصورت Xرا ترتیبی ,CKL(F̂nآماره�های Ĝm)برای موثر یکفرمول آوردن بدست برای هستند.

می�شود. تعریف Y(١) 6 Y(٢) 6 ... 6 Y(m) به�صورت نیز Y ترتیبی آماره�های مشابه بطور و می�کنیم. معرفی

کرد بازنویسی زیر صورت این به می�توان را تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع که می�دانیم (٣) رابطه طبق نکته:

CKL(F̂n, Ĝm) = K[F̂n, Ĝm)]− CE(F̂n) + X̄n − Ȳm. (١٣)

تصاویر خاکستری سطح در اختلافات اندازه�گیری برای را تجربی کولبک-لیبلرتجمعی اطلاع می�خواهیم حال :١ کاربردی مثال

بگیریم. بکار ١ شکل در شده دیجیتالی

یک(سفید) تا صفر(سیاه) از واقعی عدد یک توسط سلول ازهر خاکستری سطح شده�است. تشکیل سلول ١۶٠٠ توسط تصاویر

به خاکستری سطح میانگین بنابراین می�دهد. نشان را افزایش جهت در شده مرتب خاکستری سطح ٢ شکل شده�است. اندازه�گیری

پنج از خاکستری سطح متوسط این بر علاوه می�دهد. نشان را وضوح عدم صفر سمت به و بیشتر تصویر وضوح یک، مقدار سمت

شده�است. ارائه جدول١ در تصویر

n = m = ١۶٠٠ برای (١٣) معادله از استفاده با تصاویر جفت برای خاکستری سطوح از تجربی تجمعی -لیبلر کولبک اطلاعات

CKL(F̂n, Ĝm) مقدار حداقل حالیکه در می�شود، مشاهده (i), (v) شکل�های بین اختلاف حداکثر می�شود. ارزیابی ٢ جدول

هستند. (vi), (v) شکل�های به مربوط

سطوح از شروع با زمینه، این در دادیم. نشان را تصویر تحلیل �و تجزیه در تجربی تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع از مناسب کاربرد یک

یک بنابراین داشتند. شکل�ها در توجهی قابل ,CKL(F̂nتفاوت Ĝm) از بالاتر مقادیر تصادفی نمونه�های در تصاویر خاکستری

(رنگی) یا خاکستری سطح براساس را تصاویر است قادر می�کند ارزیابی را تجربی تجمعی کولبک-لیبلر اطلاعات که خودکار روش

کند. طبقه�بندی

دیگری مثال به تصاویر خاکستری سطح اختلافات اندازه�گیری در تجربی تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع کاربرد بهتر درک برای

می�پردازیم.

یک(سفید)اندازه�گیری تا صفر(سیاه) از واقعی عدد یک توسط سلول هر از خاکستری سطح قبل مثال همانند :٢ کاربردی مثال

وضوح نظر از تصویر دو هر که معنا این به است کمتر تصویر دو بین اختلاف باشد بیشتر خاکستری سطح میانگین هرچه شده�است.

خاکستری سطح بیشترین دارای (i) شکل می�کنیم مشاهده که همانطور ٣ جدول در هستند. هم به نزدیک خاکستری سطح و تصویر

از تجربی تجمعی کولبک-لیبلر اطلاع همچنین می�شود، مربوط سفید سلول�های به (i) شکل وضوحی که است معنی این به می�باشد.

١٣۴



مغز اسکن تصاویر :١ شکل

١ شکل در مرتب�شده خاکستری سطح میزان :٢ شکل

شکل�های بین اختلاف حداکثر که می�بینیم ۴ جدول از شده�است. ارزیابی معادله١٣ از استفاده با تصاویر جفت برای خاکستری سطح

اختلاف اگر که منظور این به هستند. (iii)و(ii) شکل�های به مربوط CKL(F̂n, Ĝm) مقدار حداقل حالیکه در می�باشد، (i)،(ii)

اگر و دارند تصویر وضوح و تصاویر خاکستری سطح در زیادی تفاوت یعنی باشد زیاد شکل دو بین تجربی تجمعی کولبک-لیبلر

یکسان تصویر دو هر وضوح و است هم به نزدیک تصویر دو در خاکستری سطح که است معنی بدین باشد کم تصویر دو بین تفاوت

است.

١٣۵



خاکستری سطح میانگین شکل

٠٫ ٢٨٠٧١ (i)

٠٫ ۵۶٢٩٧ (ii)

٠٫ ۵٩٢٣۴ (iii)

٠٫ ۶٣٢١٩ (iv)

٠٫ ٧٨۵٠٢ (v)

(١) شکل برای خاکستری سطح میانگین :١ جدول

X,Y (i) (ii) (iii) (iv) (v)

(i) ٠ ٠٫ ٠٩٣٧٢ ٠٫ ١٢٨۵٩ ٠٫ ٢١٨۴٢ ٠٫ ۴٠٢٣۵

(ii) ٠٫ ٠٧۵۵٠ ٠ ٠٫ ٠٧٢٩۵ ٠٫ ٠٨٩٩٠ ٠٫ ٠۵۴٣۵

(iii) ٠٫ ١٨٢٩١ ٠٫ ٣۴۴١۵ ٠ ٠٫ ٠١٢٨٧ ٠٫ ٠٧٢٩۵

(iv) ٠٫ ١٢٧۵١ ٠٫ ٠٢١۶٨ ٠٫ ١۴٩۴٢ ٠ ٠٫ ٠٠١۴٨

(v) ٠٫ ٣٣٢١٧ ٠٫ ٠۶۶٢۴ ٠٫ ٣٣٢١٧ ٫ ٠١۵١٢ ٠

شکل(١) برای تجربی تجمعی کولبک-لیبلر :٢ جدول

منتخب تصاویر :٣ شکل

خاکستری سطح میانگین شکل

٠٫ ٧۴٠۶١٨٨ (i)

٠٫ ٢٧٣٧٠٣۵ (ii)

٠٫ ۵٣٩٠٨٢۴ (iii)

(٣) شکل برای خاکستری سطح میانگین :٣ جدول

١٣۶



٣ شکل در مرتب�شده خاکستری سطح :۴ شکل

X,Y (i) (ii) (iii)

(i) ٠ ٠٫ ٣۵٧٧٧۶۵ ٠٫ ٢٠١۴٢۶٢

(ii) ١٫ ١١۴٢۵۶ ٠ ٠٫ ۶٧۵۵٠١٧

(iii) ٠٫ ۵٧٣٧٠٧٠ ٠٫ ٠۵٩٣٢۵٨٧ ٠

شکل(٣) برای تجربی تجمعی کولبک-لیبلر :۴ جدول
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اعتماد قابلیت در آن کاربرد و نمایی پارتو توزیع

نیکنام٢ زهرا ، نصیرزاده١ رویا

ایران فسا، فسا، دانشگاه آمار، گروه ١

ایران اهواز،اهواز، دانشگاه آمار، و ریاضی علوم دانشکده آمار، گروه ٢

پارتو توزیع بر مروری ابتدا مقاله این در می�باشد. عمر طول داده�های تحلیل در توزیع�ها مهمترین از یکی نمایی پارتو توزیع چکیده:

پارامتر درستنمایی حداکثر برآورد پرداخت. خواهیم اعتماد قابلیت در آن ویژگی�های از تعدادی اثبات به سپس کرد. خواهیم نمایی

شده معرفی مدل قابلیت مقایسه به کاربردی مثال یک کمک به نهایت در می�آوریم. دست به را نمایی پارتو توزیع در تنش-مقاومت

پرداخت. خواهیم رقیب مدل�های سایر با واقعی داده�های برازش در

نمایی. پارتو توزیع درستنمایی، حداکثر برآورد خطر، نرخ تابع اعتماد، قابلیت کلیدی: واژه�های

.39B82 ،34K20 ،39B52 ،47A55 موضوع�بندی: كد

پیش�گفتار ١

انجام برای دهند. افزایش را آماری توزیع�های پذیری انعطاف مدل، به پارامتر کردن اضافه با تا هستند علاقه�مند آماردانان از بسیاری

طهماسبی ،[١٧] ناداراجا و روزگار ،[۶] همکاران و (بارتو-سوزا مرکب) (توزیع�های ترکیبی روش مانند متفاوتی روش�های امر این

خانواده ، ([١٠] کوندا و (گوپتا ارتجاعی توزیع�های خانواده ، ( [١٣] الکین و (مارشال الکین و مارشال خانواده ،( [١٨] جعفری و

داد. ارائه آماری توزیع�های برای تعمیم�هایی می�توان مذکور روش�های از استفاده با دارد. وجود ([٩] همکاران و (اوجن بتا توزیع�های

این از کلاس یک توزیع تابع می�دهند. ارائه مطلوبی نتایج داده�ها مدل�سازی مانند کاربردی زمینه�های در کار این به مربوط نتایج

می�باشد زیر صورت به تعمیم�ها،

F (x) =

∫ ١
١−F♯(x)

a

f(y)dy (١)

تابع F ♯(.) و نمایی توزیع چگالی تابع f(.) اگر باشند. دلخواه تصادفی متغیر هر توزیع تابع F ♯(x) و چگالی تابع f(x) آن در که

.( [٣] همکاران و (آل-کادیم می�باشد. نمایی پارتو توزیع دارای F (x) آنگاه باشد، پارتو توزیع

خطر، نرخ توابع مانند اعتماد قابلیت توابع رفتار ٣ بخش در می�پردازیم. آن ویژگی�های و نمایی پارتو توزیع معرفی به ٢ بخش در

پارامتر برآورد ۴ بخش در می�آوریم. دست به توزیع این برای را عمر گذشته میانگین و عمر باقی�مانده میانگین معکوس، خطر نرخ

داده�های تحلیل در مدل این توانایی کاربردی، مثال یک کمک به ۵ بخش در می�کنیم. مطالعه را نمایی پارتو توزیع در تنش-مقاومت

می�دهیم. قرار بررسی مورد را رقیب مدل�های سایر با مقایسه در واقعی

nasirzadeh.roya@fasau.ac.i نصیرزاده: ١رویا



نمایی پارتو توزیع معرفی ٢

صورت به آن احتمال توزیع تابع اگر است، نمایی پارتو توزیع دارای X تصادفی متغیر گوییم

F (x) =

∫ ١
١−F♯(x)

٠
f(y)dy (٢)

در پارتو توزیع تابع و نمایی چگالی تابع جایگذاری با باشد. است، نمایی چگالی تابع f(y) و پارتو توزیع تابع F ♯(x) آن در که

داریم: (٢) رابطه

F (x) =

∫ ١
١)−١− p

x
)θ

٠
λe−λydy =

∫ ( x
p )θ

٠
λe−λydy = ١− e−λ( x

p )θ (٣)

می�آید: دست به زیر صورت به نمایی پارتو چگالی تابع ، (٣) رابطه از مشتق�گیری با

f(x; p, λ, θ) =
λθ

p
(
x

p
)θ−١e−λ( x

p )θ x > ٠

چگالی تابع نمودار (١) شکل دهیم. می نشان EPD(p, λ, θ) نماد با را θ و λ ، p پارامترهای با نمایی پارتو توزیع خلاصه، طور به

می�دهد. نشان را پارامترها مختلف مقادیر ازای به نمایی پارتو توزیع احتمال

پارامترها مقادیرمختلف ازای به نمایی پارتو توزیع احتمال چگالی تابع نمودار :١ شکل

١۴٠



می�آید دست به زیر صورت به ،X تصادفی متغیر -ام n گشتاورهای

E(Xn) = (
p

λ
١
θ

)nΓ(
n

θ
+ ١).

می�باشد زیر صورت به آن واریانس بنابراین

V ar(X) = E(X٢)− (E(X))٢ = (
p

λ
١
θ

)٢Γ(
٢
θ
+ ١)−

[
(
p

λ
١
θ

)Γ(
١
θ
+ ١)

]٢
= (

p

λ
١
θ

)٢

{
Γ(

٢
θ
+ ١)−

[
Γ(

١
θ
+ ١)

]٢}
.

نمایی پارتو توزیع در اعتماد قابلیت توابع رفتار ٣

نمایی پارتو توزیع در عمر گذشته میانگین عمر، باقی�مانده میانگین معکوس، خطر نرخ خطر، نرخ توابع رفتار بررسی به بخش این در

بخش این مطالب ادامه در که (٣) و (٣) لم و احتمال چگالی تابع بودن مقعر لگ تعریف به ابتدا مطالب این بیان از قبل می�پردازیم.

پردازیم. می می�گیرد، قرار استفاده مورد

[١۶] رویدن است. احتمال چگالی تابع بودن مقعر لگ است، مرتبط اعتماد قابلیت در سالخوردگی مفاهیم با که آماری مفاهیم از یکی

و x, y ∈ R هر ازای به اگر است، مقعر لگ ،g : R → R منفی غیر تابع است. پرداخته حقیقی تابع یک بودن مقعر لگ بیان به

باشیم داشته ،α ∈ (٠,١)
g(αx+ (١− α)y) ≥ [g(x)]

α
[g(y)]

١−α
.

با است معادل مقعر، لگ تعریف آنگاه باشد، g(x) > ٠ تابع ،x ∈ R هر ازای به اگر

Lng(αx+ (١− α)y) ≥ αLng(x) + (١− α)Lng(y). (۴)

بودن مقعر لگ تعریف شرط باشد، برقرار − d٢

dx٢Lng(x) ≥ ٠ و باشد مشتق�پذیر بار دو Lng(x) که صورتی در دیگر، عبارت به

X آنگاه باشد، صعودی خطر نرخ دارای X اگر باشد، عمر طول تصادفی متغیر X کنید فرض می�شود. ساده (۴) رابطه صورت به

([١۴] (می است. صعودی عمر گذشته میانگین و نزولی باقی�مانده عمر میانگین و معکوس خطر نرخ دارای

صعودی خطر نرخ دارای X آنگاه باشد، مقعر لگ f(x) اگر باشد. f(x) چگالی تابع با تصادفی متغیر یک X کنید فرض

میانگین عمر، مانده باقی میانگین معکوس، خطر نرخ خطر، نرخ اعتماد، قابلیت توابع اگر ( [۵] برگسترم و بگنولی ،[۴] (آن است.

آنگاه دهیم، نشان m∗(.) و m(.) ، h∗(.) ، h(.) ، F (.) با ترتیب به را نمایی پارتو توزیع عمر گذشته

F (x) = ١− F (x) = ١−
[
١− e−λ( x

p )θ
]
= e−λ( x

p )θ

h(x) =
f(x)

F (x)
=

λθ
p (xp )

θ−١e−λ( x
p )θ

e−λ( x
p )θ

=
λθ

p
(
x

p
)θ−١

h∗(x) =
f(x)

F (x)
=

λθ
p (xp )

θ−١e−λ( x
p )θ

١− e−λ( x
p )θ

١۴١



m(x) =

∫∞
x
e−λ(u

p )θdu

e−λ( x
p )θ

=

∫∞
x

∑∞
j=٠

(−١)j
j! (up )

jθ∑∞
j=٠

(−١)j
j! (xp )

jθ

m∗(x) =

∫∞
x

(١− e−λ(u
p )θ )du

١− e−λ( x
p )θ

توابع این مستقیم بررسی درنتیجه ندارند. ای بسته فرم نمایی، پارتو توزیع عمر گذشته میانگین تابع و عمر باقی�مانده میانگین تابع

و عمر باقی�مانده میانگین و معکوس خطر نرخ و خطر نرخ توابع بین که روابطی به توجه با ادامه در نیست. پذیر امکان آسانی به

می�کنیم. بررسی غیرمستقیم طور به را تابع دو این رفتار دارد، وجود عمر گذشته میانگین

منظور به ندارند. نقشی آن در دیگر پارامترهای و دارد بستگی θ پارامتر به تنها خطر نرخ تابع رفتار است مشخص که همانگونه

نرخ تابع رفتار θ > ١ و ٠ < θ < ١ و θ = ١ حالت سه در می�دهیم. قرار بررسی مورد را آن مشتق رفتار خطر نرخ تابع مطالعه

است. متفاوت خطر

است: زیر صورت به نمایی پارتو توزیع خطر نرخ تابع رفتار

است. صعودی ،θ > ١ ازای به خطر نرخ تابع الف)

است. نزولی ،٠ < θ < ١ ازای به خطر نرخ تابع ب)

است. ثابت ،θ = ١ ازای به خطر نرخ تابع ج)

است: زیر صورت به h(x) تابع مشتق الف.] [برهان اثبات.

h′(x) =
λθ(θ − ١)

pθ
xθ−٢

است. صعودی خطر نرخ تابع حالت این در بنابراین می�باشد. ، h′(x) > ٠ ، θ > ١ و x > ٠ ازای به که است بدیهی می�باشد.

حالت در نزولی خطر نرخ تابع لذا باشد. می منفی همواره ، ٠ < θ < ١ و x > ٠ ازای به h′(x) > ٠ ب.] [برهان اثبات.

، θ = ١ حالت در بنابراین است. h(x) = λ
p برابر θ = ١ ازای به خطر نرخ تابع ج.] [برهان اثبات. است. ، ٠ < θ < ١

� می�باشد. ثابت خطر، نرخ تابع

صورت به نمایی پارتو چگالی تابع درستنمایی نسبت لگاریتم اثبات. است. مقعر لگ نمایی، پارتو توزیع چگالی تابع

ψ(x; p, λ, θ) = Lnf(x; p, λ, θ) = Ln(
λθ

p
) + (θ − ١)Ln(x

p
)− λ(

x

p
)θ

داریم تابع این از مشتق�گیری با می�باشد.

∂ψ(x; p, λ, θ)

∂x
= (θ − ١(١

x
− λθ

pθ
xθ−١

١۴٢



∂٢ψ(x; p, λ, θ)

∂x٢
=

−(θ − ١)
x٢

− λθ

pθ
(θ − ١)xθ−٢ =



≤ ٠, θ > ١

> ٠, ٠ < θ < ١

� است. مقعر لگ θ > ١ ازای به نمایی پارتو چگالی تابع بنابراین

می�دهد. نشان آن پارامترهای مختلف مقادیر ازای به را نمایی پارتو توزیع خطر نرخ تابع نمودار (٢) شکل

پارامترها مختلف مقادیر ازای به نمایی پارتو توزیع خطر نرخ تابع نمودار :٢ شکل

تنش-مقاومت پارامتر برآورد ۴

آزمایش یک در عنصر یک بر وارد فشار میزان Y تصادفی متغیر همچنین باشند. دلخواه تصادفی متغیر دو Y و X کنید فرض

که می�شود شکست دچار زمانی عنصر، یک که است بدیهی کنند. می بیان را عنصر آن تحمل میزان X تصادفی متغیر و عمر طول

١۴٣



بنابراین است، اعتماد قابلیت مبحث در پارامترها مهمترین از یکی R = P (X > Y ) تنش-مقاومت پارامتر باشد. X < Y

هستند، توزیع هم و مستقل Y و X تصادفی متغیرهای که زمانی R پارامتر برآورد باشد. می برخوردار خاصی اهمیت از آن برآورد

هستند نرمال توزیع دارای Y و X که کرده�اند فرض [٨] دانتون و [٧] هریس و چارچ است. گرفته قرار زیادی محققان مطالعه مورد

مراتب به بررسی کردند. بررسی را یافته تعمیم نمایی توزیع [١٢] گوپتا و کوندا اند. آورده دست به را آن برای تنش-مقاومت مدل و

در تنش-مقاومت پارامتر پیرامون بحث به بخش این در است. شده ارائه [١١] همکاران و کاتز توسط تنش-مقاومت مدل گسترده�تر

پردازیم. می نمایی پارتو توزیع

آنگاه باشند. مستقل تصادفی متغیرهای Y ∼ EPD(p٢, λ٢, θ٢) و X ∼ EPD(p١, λ١, θ١) کنید فرض

R = P (X > Y ) =

∫ ∞

٠
fX(x)FY (x)dx (۵)

= ١−
∞∑
j=٠

(−١)j
j!

λj٢(
p١
p٢)

θ٢jΓ(
θ٢j

θ١
+ ١)

اثبات.

R = P (X > Y ) =

∫ ∞

٠
(١− e

−λ٢(
x
p٢

)θ٢
)
λ١θ١
p١

(
x

p١
)θ١−١e

−λ١(
x
p١

)θ١
dx

= ١− λ١θ١

p
θ١
١

∫ ∞

٠
xθ١−١e

−λ١(
x
p١

)θ١
e
−λ٢(

x
p٢

)θ٢
dx

داریم: e−θu =
∑∞

j=٠
(−θu)j

j! = (−١)j
j! θjuj توانی سری بسط از استفاده با

R = ١− λ١θ١

p
θ١
١

∞∑
j=٠

(−١)j
j!

λj٢

p
θ٢j
٢

∫ ∞

٠
xθ١+θ٢j−١e

−λ١(
x
p١

)θ١
dx

داریم u = λ١(
x
p١
)θ١ متغیر تغییر با

R = ١−
∞∑
j=٠

(−١)j
j!

λj٢

p
θ٢j
٢

∫ ∞

٠
(u

١
θ١ p١)

θ٢je−udu

= ١−
∞∑
j=٠

(−١)j
j!

λj٢

p
θ٢j
٢
p
θ٢j
١

∫ ∞

٠
u

θ٢j
θ١ e−udu.

= ١−
∞∑
j=٠

(−١)j
j!

λj٢(
p١
p٢

)θ٢jΓ(
θ٢j

θ١
+ ١).

�
و X ∼ EPD(p١, λ١, θ١) توزیع�های از مستقل تصادفی نمونه دو Y١, Y٢, ..., Ym و X١, X٢, ..., Xn کنید فرض حال

می�آید دست به زیر صورت به درستنمایی تابع باشند. Y ∼ EPD(p٢, λ٢, θ٢)

L(θ) = λn١ θ
n
١
(
∏n

i=١ xi)
θ١−١

p
nθ١
١

e
− λ١

p
θ١
١

(
∑n

i=١ x
θ١
i )

λm٢ θ
m
٢
(
∏m

j=١ yi)
θ١−٢

p
mθ٢
٢

e
− λ٢

p
θ٢
٢

(
∑m

j=١ y
θ٢
j )

١۴۴



از است عبارت مشاهدات این برای درستنمایی تابع لگاریتم

ℓ = LnL(θ) = nLnλ١ +mLnλ٢ + nLnθ١ +mLnθ٢

+ (θ١ − ١)
n∑

i=١
Lnxi + (θ٢ − ١)

m∑
j=١

Lnyi − nθ١Lnp١ −mθ٢Lnp٢

− λ١

p
θ١
١
(

n∑
i=١

x
θ١
i )− λ٢

p
θ٢
٢
(

m∑
j=١

y
θ٢
j )

خطی غیر معادله است لازم θ = (p١, p٢, λ١, λ٢, θ١, θ٢) بردار پارامترهای درستنمایی برآوردحداکثر به دستیابی برای

پارامتر (۵) معادله در پارامترها این درستنمایی حداکثر برآوردهای جایگزینی با شود. حل ( ∂ℓ
∂p١

, ∂ℓ
∂p٢

, ∂ℓ
∂λ١

, ∂ℓ
∂λ٢

, ∂ℓ
∂θ١

, ∂ℓ
∂θ٢

)

شد. خواهد برآورد نیز تنش-مقاومت

کاربردی مثال ۵

مجموعه می�دهیم. نشان رقیب مدل�های سایر با مقایسه در واقعی داده�های روی بر را نمایی پارتو مدل برازش توانایی بخش این در

بوئینگ هواپیمایی ناوگان در هوا تهویه سیستم یک متوالی شکست زمان شامل می�دهیم قرار بررسی مورد مثال این در که ای داده

[١] لوکاس و آدامیدیس گردید. تحلیل [١۵] پروشان توسط بار اولین و است مشاهده ٢١٣ شامل داده مجموعه این می�باشد. ٧٢٠

اند.جدول شده ارائه جدول در داده�ها این مقادیر دادند. انجام داده�ها این روی بر بیشتری بررسی�های [۶] همکاران و بارتو-سوزا و

می�دهد. نشان را داده�ها برای شده محاسبه آماره�های از خلاصه�ای (١)

٧٢٠ بوئینگ هواپیمایی ناوگان در هوا تهویه سیستم متوالی شکست زمان داده�های آماری شاخص�های :١ جدول
میانگین میانه معیار انحراف تغییرات ضریب دامنه سوم چارک اول چارک (n) تعداد

٩٣/١۴ ۵٧ ١٠۶/٧۶٣۶ ١/١۴۶ ۶٠٢ ١١٨ ٢٢ ٢١٣

اطلاع معیارهای همچنین و پارامترها استاندارد انحراف و شده مطرح مدل�های پارامترهای درستنمایی حداکثر برآورد (٢) جدول

(علی شده نمایی پارتو و پارتو رقیب مدل دو و نمایی پارتو مدل برای را درستنمایی تابع لگاریتم و (BIC) بیزی ، (AIC)کائیک آ

پارتو های مدل از کمتر نمایی، پارتو مدل برای BIC و AIC مقادیر کنید می مشاهده که همانطور دهد. می نشان ( [٢] همکاران و

بافت�نگار نمودار (٣) شکل است. دیگر مدل دو از بیشتر نمایی پارتو مدل برای loglike مقدار همچنین باشد می پارتو و شده نمایی

برازش چگالی�های همراه به ٧٢٠ بوئینگ هواپیمایی ناوگان در هوا تهویه سیستم یک متوالی شکست زمان به مربوط داده�های مجموعه

می�دهد نشان و می�کند تأیید را (٢) جدول توسط آمده دست به نتیجه نوعی به (٣) شکل حقیقت در می�دهد. نشان را آنها به شده داده

است. کرده ارائه داده�ها به بهتری برازش نمایی پارتو توزیع که

١۴۵



پارتو شده، نمایی ،پارتو نمایی پارتو مدل سه برای BIC و AIC MLEو مقادیر :٢ جدول
پارامترهاست.) استاندارد انحراف پرانتز داخل (عبارت

پارتو شده نمایی پارتو نمایی پارتو

α =٠/٢۵۶ α =٢/١٢۵ θ =٠/٩٢۴

(٠/٠١٧) (٠/٠۴۴) (٠/۴٠٨)

β =١ β =٠/٩٩٧ λ =٠/٠١ درستنمایی حداکثر برآورد

(٠/٠٠٠١) (٠/٠٠١) (٠/٠٠٩)

γ =٠/٢۶٨ p =٠/٨٩۵

(٠/٠١٨) (٠/٧٠٢)

٢۶٧٠/٠۴۴ ٢٣٩١/٠٣٨ ٢٣۶١/١٧ AIC

٢۶٧٣/۴٠۶ ٢۴٠١/١٢١ ٢٣٧١/٢۵۴ BIC

- ١٣٣۴/٠٢ - ١١٩٢/۵١٩ -١١٧٧/۵٨۵ loglike

آن�ها برازش و بوئینگ٧٢٠ هواپیمایی ناوگان در هوا تهویه سیستم یک متوالی شکست زمان به مربوط داده�های مجموعه نموداربافتنگار :٣ شکل
پارتو و شده نمایی پارتو نمایی، پارتو توزیع�های با

گیری نتیجه و بحث

مطالعه مورد توزیع این اعتماد قابلیت توابع رفتار همچنین پرداختیم. آن ویژگی�های بررسی و نمایی پارتو توزیع معرفی به مقاله این در

پارتو توزیع که دیدیم و دادیم قرار بررسی مورد رقیب مدل�های با مقایسه در واقعی داده�های تحلیل در را توزیع این توانایی دادیم. قرار

است. کرده ارائه داده�ها به بهتری برازش مدل�ها سایر به نسبت نمایی

١۴۶
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