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چکیده:

برقرار یک به یک تناظر یک تجدید فرایند هر متناظر رخدادهای وقوع مشاهدۀ زمان�های احتمال چگالی تابع و تجدید تابع بین

رفتار مطالعۀ در اساسی نقش تابع این و داشته تجدید تابع اطلاعات به نیاز تجدید فرایندهای عملی کاربرد این بر علاوه است.

دو با متناظر تجدید تابع مقاله این در آورد. بعمل را لازم پیش�بینی�های می�توان آن به�وسیلۀ که به�طوری دارد، تجدید فرایندهای

بازه در یکنواخت توزیع دارای زمان�ها این که هنگامی همچنین و (n, λ) ارلانگ توزیع دارای مشاهده زمان�های آن در که مهم توزیع

فیزیک در تجدید فرایند از کاربردی خاتمه در می�کنیم. تعیین آن به مربوط قضایای و لاپلاس تبدیل از استفاده با را باشند (٠, b)

شد. خواهد ارائه

تجدید. تابع تجدید، فرایند لاپلاس، تبدیل کلیدی: واژه�های

توزیع، پارامترهای مقادیر برخی برای مرتب زوج�های به�صورت

محاسبه لاپلاس تبدیل از استفاده بدون و عددی روش�های به

تبدیل مورد در مختصری ٢ بخش در مقاله این در شده�اند.

رابطۀ ٣ بخش در و است شده داده توضیح آن خواص و لاپلاس

تابع و چگالی تابع لاپلاس تبدیل و تجدید تابع لاپلاس تبدیل بین

تجدید تابع سپس است. مشخصگردیده تجدید فرایندهای توزیع

و ارلانگ توزیع برای صریح شکل یک به�صورت و دقیق به�طور

یک می�آید. دست به لاپلاس تبدیل از استفاده با یکنواخت توزیع

نتیجه�گیری و بحث می�شود. بیان ۴ بخش در نیز کاربردی مثال

است. آمده ۵ بخش در

لاپلاس تبدیل ٢

انتگرال با برابر وجود) صورت (در f(t) تابع لاپلاس تبدیل

انتگرال این صورتی�که در است شده تعریف
∞∫
٠
f(t)e−stdt ناسره

تبدیل را آن و داده نشان L (f(t)) نماد با را آن باشد موجود

s از تابعی انتگرال این که است بدیهی گویند. f(t) لاپلاس

مقدمه ١

تجدید تابع اطلاعات نیازمند عمدتاً تجدید نظریۀ عملی کاربرد

ارلانگ، مانند توزیع�ها اکثر برای کنون تا است. آن رفتار M(t)و

برای صریحی تابع هیچ غیره و بریده�شده نرمال توزیع وایبول،

توسط متعددی تقریبی روش�های ولی است، نشده پیدا M(t)

روش ،[۴] سه درجۀ تعمیم�یافته اسپلاین روش مانند آماردان�ها

روش دو است. شده ارائه [١] توانی سری به بسط و مولد تابع

است. برخوردار بیشتری اهمیت از تجدید تابع تقریب برای اخیر

توزیع با تجدید تابع تقریب برای توانی سری روش [١٠ ،٩]

این تقریب برای روش�هایی نیز [۶] است. رفته به�کار وایبول

سری روش و سه درجه تعمیم�یافته اسپلاین کرده�اند. بیان تابع

مقادیر برای روش این و نبوده پیاده�سازی قابل به�سادگی توانی

تابع محاسبه برای روش یک [٢] دارد. بزرگی خطای t بزرگ

روش به [٧] است. کرده پیشنهاد فازی تجدید فرایند تجدید

t کوچک مقادیر برای مشاهدات اساس بر را M(t) مشابهی

نتایج نیز t بزرگ مقادیر برای روش این که آوردند، دست به

تجدید تابع روش�ها این در که است ذکر شایان می�دهد. بهتری

ایران تهران، بهشتی، شهید دانشگاه آمار، گروه علمی هیأت ١
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منصوری شهرام تجدید فرایندهای از برخی تجدید تابع تعیین ۴۴

داریم: آن�گاه باشد، L (f(t)) = F (s) اگر .٢

L (u(t− a)f(t− a)) = e−asF (s) (۵)

L−١(e−asF (s)) = u(t− a)f(t− a) (۶)

داریم: آن�گاه باشد، L (f(t)) = F (s) اگر .٣

L(eatf(t)) = F (s− a) (٧)

L−١ (F (s− a)) = eatf(t) (٨)

داریم: آن�گاه باشد، L (f(t)) = F (s) اگر .۴

L (f(at)) =
١
a
F (

s

a
) (٩)

L−١
(
F (

s

a
)
)
= af(at) (١٠)

نماد با g(t) و f(t) تابع دو پیچش .٣.٢ تعریف

f(t) ∗ به�صورت را آن و می�دهند نشان f(t) ∗ g(t)

[٣] (به می�کنند تعریف g(t) =
t∫
٠
f(u)g(t− u)du

کنید). مراجعه

آن�گاه باشد، L (g(t)) = G(s) و L (f(t)) = F (s) اگر .۵

داریم:

L (f(t) ∗ g(t)) = F (s)G(s) (١١)

L−١ (F (s)G(s)) = L−١ (F (s)) ∗ L−١ (G(s)) (١٢)

است: برقرار زیر تساوی .۶

L−١
(
P (s)

Q(s)

)
=

n∑
k=١

P (αk)

Q(αk)
eαkt (١٣)

بوده Q(s) = (s − α١)(s − α٢) · · · (s − αn) آن در که

یک P (s) و هستند متمایز اعداد αk; k = ١, · · · , n و

است. n از کمتر درجۀ از چندجمله�ای

تجدید تابع و تجدید فرایند ٣

دنباله�ای پیشامد یک رخداد مشاهدۀ زمان�های . . . , T٢, T١ اگر

چگالی تابع با هم�توزیع و مستقل تصادفی متغیرهای از

لذا است.

F (s) = L (f(t)) =

∞∫
٠

f(t)e−stdt

f(t) تابع لاپلاس تبدیل آن�گاه باشد، همگرا انتگرال این اگر

آن�گاه باشد، واگرا انتگرال این که صورتی در و است، موجود

لاپلاس تبدیل اگر نیست. موجود f(t) لاپلاس تبدیل گوییم

لاپلاس تبدیل که دارد وجود s٠ حقیقی عدد آن�گاه باشد، موجود

مجموعۀ نیست. موجود s ≤ s٠ برای و بوده موجود s > s٠ برای

گویند. f(t) تابع لاپلاس تبدیل همگرایی دامنه را s > s٠ مقادیر

مقداری هیچ به�ازای آنها لاپلاس تبدیل که دارند وجود نیز توابعی

تبدیل را f(t) آن�گاه باشد، L (f(t)) = F (s) اگر نیست. موجود

نشان L−١ (F (s)) نماد با را آن و گویند F (s) وارون لاپلاس

می�دهند.

داد نشان می�توان محاسبات کمی با .١.٢ مثال

L (tp) =
Γ(p+ ١)
sp+١ ; p > −١, s > ٠ (١)

L−١
(

١
s− a

)
= eat; s > a (٢)

لاپلاس تبدیل خواص برخی است. گاما تابع Γ(p) آن در که

از: است عبارت هستند، نیاز مورد مقاله این در که

هستند. خطی عملگرهای آن وارون تبدیل و لاپلاس تبدیل .١
داریم: دیگر به�عبارت

L (C١f١(t) + C٢f٢(t)) =C١L (f١(t)) + C٢L (f٢(t))

(٣)

L−١ (C١F١(s) + C٢F٢(s)) =C١L−١ (F١(s)) + C٢L−١ (F٢(s))

(۴)

هستند. حقیقی اعداد C٢ و C١ آن در که

به�صورت هویساد تابع یا واحد ، پله�ای تابع .٢.٢ تعریف

زیر

u(t− a) =

 ٠ t < a

١ t > a

می�شود. تعریف
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زیر رابطۀ از استفاده با (١٧) رابطۀ اثبات برای

d

dx

y٢(x)∫
y١(x)

f(x, y)dy =

y٢(x)∫
y١(x)

∂

∂x
f(x, y)dy

+ f(x, y٢(x))
dy٢(x)

dx

− f(x, y٢(x))
dy١(x)

dx

می�شود: نتیجه (١۵) رابطۀ از

m(t) =f(t) +

t∫
٠

∂M(t− x)

∂t
f(x)dx

+M(t− t)f(t)
dt

dt

−M(t− ٠)f(t)
d (٠)
dt

داریم: لذا است، M (٠) = E (N(٠)) = ٠ چون

m(t) = f(t) +

t∫
٠

m(t− x)f(x)dx

نتیجه در

m(t) = f(t) +m(t) ∗ f(t) (١٩)

با می�شود، گرفته لاپلاس تبدیل (١٩) رابطۀ طرفین از حال

رابطۀ و لاپلاس تبدیل عملگر بودن خطی خاصیت از استفاده

داریم: (١١)

m∗(s) = f∗(s) +m∗(s)f∗(s)

می�شود. نتیجه (١٧) رابطۀ آن از که

تابع با تجدید فرایند تجدید تابع تعیین ١.٣
(n, λ) پارامترهای با ارلانگ چگالی

و مستقل تصادفی متغیرهای از دنباله�ای {Tj}nj=١ کنید فرض

λ > ٠ طبیعی، عدد n که (n, λ) پارامترهای با ارلانگ هم�توزیع

زیر احتمال چگالی تابع و

f(t) =
λn

Γ (n)
tn−١e−λt; t > ٠

یا رخدادها تعداد N(t) و بوده F (t) توزیع تابع و f(t); t > ٠

فرایندهای از یک هر آن�گاه باشند، (٠, t] زمانی بازۀ در تجدید�ها

تجدید تابع می�نامند. تجدید فرایند را {Tn}∞n=١ یا {N(t)}t>٠

به�صورت و داشته زیادی اهمیت تجدید فرایند یک مطالعۀ در

زیر

M(t) = E (N(t)) (١۴)

معادله جواب تابع این که است شده ثابت است. شده تعریف

زیر انتگرالی

M(t) = F (t) +

t∫
٠

M(t− x)dF (x) (١۵)

.[۵] است معروف تجدید معادلۀ به که است،

M∗(s) ، F ∗(s) ، f∗(s) اگر ذکرشده مفروضات با .١.٣ قضیۀ

و M(t) ، F (t) ، f(t) توابع تریتب به لاپلاس تبدیل m∗(s) و

داریم: آن�گاه باشند، m(t) = M ′(t)

M∗(s) =
F ∗(s)

١− f∗(s)
(١۶)

m∗(s) =
f∗(s)

١− f∗(s)
(١٧)

داریم: (١۵) رابطۀ از استفاده با (١۶) رابطۀ اثبات برای برهان:

M(t) = F (t) +

t∫
٠

M(t− x)f(x)dx (١٨)

داریم: تابع دو پیچش تعریف از استفاده با

M(t) = F (t) +M(t) ∗ f(t)

داشت: خواهیم لاپلاس عملگر بودن خطی خاصیت به توجه با

L (M(t)) = L (F (t)) + L (M(t) ∗ f(t))

می�شود: نتیجه زیر عبارت (١١) رابطۀ از

L (M(t)) = L (F (t)) + L (M(t))L (f(t))

لذا

M∗(s) =
F ∗(s)

١− f∗(s)
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منصوری شهرام تجدید فرایندهای از برخی تجدید تابع تعیین ۴۶

لذا

M(t) =

t∫
٠

m(x)dx

=
λ

n

n−١∑
k=٠

t∫
٠

e−λxeλx cos ٢kπ
n cos(

٢kπ
n

+ λx sin
٢kπ
n

)dx

=
λ

n

n−١∑
k=٠

t∫
٠

e−٢λxsin٢ kπ
n cos(

٢kπ
n

+ λx sin
٢kπ
n

)dx

=
λ

n
(t+

n−١∑
k=١

t∫
٠

e−٢λxsin٢ kπ
n cos(

٢kπ
n

+ λx sin
٢kπ
n

)dx)

می�دهیم: قرار k = ١, . . . , n− ١; n ≥ ٢ هر به�ازای

Ik =

t∫
٠

e−٢λxsin٢ kπ
n cos(

٢kπ
n

+ λx sin
٢kπ
n

)dx

داشت خواهیم این بر :بنا

M(t) =
λ

n

(
t+

n−١∑
k=١

Ik

)
(٢١)

داد: نشان می�توان جز به جز روش به حال
∫

eax cos(bx+ c)dx =
eax

a٢ + b٢
(b sin(bx+ c) + a cos(bx+ c))

داریم: k = ١, . . . , n− ١; n ≥ ٢ به�ازای این بر بنا

Ik =
e−٢λxsin٢ kπ

n

۴λ٢sin٢ kπ
n + (λ× ٢ sin kπ

n cos kπ
n )

٢

× {λ sin ٢kπ
n

sin(
٢kπ
n

+ λx sin
٢kπ
n

)

− ٢λxsin٢
kπ

n
cos(

٢kπ
n

+ λx sin
٢kπ
n

)}
∣∣t
٠

=
e−٢λxsin٢ kπ

n sin(kπn + λx sin ٢kπ
n )

٢λ sin kπ
n

∣∣t
٠

=
e−٢λtsin٢ kπ

n sin
(
kπ
n + λt sin ٢kπ

n

)
٢λ sin kπ

n

− ١
٢λ

(٢٢)

داریم (٢١) در (٢٢) دادن قرار با

M(t) =
١
n
{λt− ١

٢
(n− ١)

+
١
٢

n−١∑
k=١

e−٢λtsin٢ kπ
n sin

(
kπ
n + λt sin ٢kπ

n

)
sin kπ

n

}

(٢٣)

از که ،f∗(s) = λn

(s+λ)n که داد نشان می�توان سادگی به باشند.

داریم: (١٧) رابطۀ

m∗(s) =

λn

(s+λ)n

١− λn

(s+λ)n
=

λn

(s+ λ)
n − λn

(٢٠)

ابتدا (٢٠) رابطۀ در تابع لاپلاس وارون تبدیل محاسبه برای

زیر عبارت

L−١
(

١
sn − ١

)
; n = ٢, ٣, . . .

معادله ریشه�های منظور این برای می�شود. محاسبه

اطلاعات (برای می�شود. آورده دست به Q(s) = sn − ١ = ٠

ببینید) را [٨] مختلط عدد یک n-ام ریشه�های گرفتن از بیشتر

αk = cos
٢kπ
n

+ i sin
٢kπ
n

; k = ٠, ١, . . . , n− ١

داریم: نتیجه در Q′(s) = nsn−١ طرفی از

Q′(αk) = n(cos
٢kπ
n

+ i sin
٢kπ
n

)
n−١

= ne
−٢kπi

n

داشت: خواهیم (١٣) رابطۀ از استفاده با

L−١
(

١
sn − ١

)
=

n−١∑
k=٠

١
n
e

٢kπi
n et(cos

٢kπ
n +i sin ٢kπ

n )

=

n−١∑
k=٠

١
n
et cos

٢kπ
n ei(

٢kπ
n +t sin ٢kπ

n )

=
١
n

n−١∑
k=٠

et cos
٢kπ
n cos(

٢kπ
n

> +t sin
٢kπ
n

)

+
i

n

n−١∑
k=٠

et cos
٢kπ
n sin(

٢kπ
n

+ t sin
٢kπ
n

)

هر برای و بوده صفر برابر k = ٠ اندیس با جمله دوم مجموع در

لذا هستند، قرینه n− k و k اندیس�های جملات k

L−١
(

١
sn − ١

)
=

١
n

n−١∑
k=٠

et cos
٢kπ
n cos(

٢kπ
n

+ t sin
٢kπ
n

)

داریم (١٠) و (٨) رابطه�های از استفاده با

L−١
(

λn

sn − λn

)
=

λ
n−١∑
k=٠

eλt cos
٢kπ
n cos( ٢kπn + λt sin ٢kπ

n )

n

m(t) = L−١
(

λn

(s+ λ)
n − λn

)
=

λe−λt

n

n−١∑
k=٠

eλt cos
٢kπ
n cos(

٢kπ
n

+ λt sin
٢kπ
n

)
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۴٧ ۴٩-۴٣ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

داریم: (۶) رابطۀ طبق و

L−١

(
e−jbs

(s− ١
b )

j+١

)
=

(t− jb)
j
e

t−jb
b

j!
u (t− jb)

داشت: خواهیم این بر بنا

M(t) =

∞∑
j=٠

(−١)j
١
j!

(
t

b
− j

)j

e
t
b−ju (t− jb)− ١

n = هر به�ازای قطعه به قطعه به�صورت M(t) ضابطه که

است: زیر به�صورت nb < t ≤ (n+ ١) b بازه�های در ٠, ١, ٢, . . .

M(t) =

n∑
j=٠

(−١)j

j!

(
t

b
− j

)j

e
t
b−j − ١

کاربردی مثال ۴

زیر داده�های
٨٫ ۶٠− ۴٫ ۶۶− ۵٫ ۴۵− ٧٫ ۶٣− ۶٫ ۶٧− ٨٫ ۵۶− ۴٫ ۶٨

۴٫ ۵۴− ۴٫ ۵۶− ٧٫ ٧٣− ۶٫ ٩۶− ۶٫ ۴٩− ۶٫ ۵٩− ٩٫ ۴٠

۶٫ ٨٣− ٣٫ ۴٢− ۴٫ ٧١− ۴٫ ٨۵− ٨٫ ٩٩− ۵٫ ۶۵− ۶٫ ٠١

۵٫ ۵٠− ۵٫ ۶٨− ٨٫ ٠٩− ۵٫ ٣٨− ۵٫ ۶٨− ۶٫ ٠١− ٧٫ ۴٢

١٫ ٣۶− ٨٫ ٠٣− ٨٫ ١٨− ۴٫ ٩۵− ٧٫ ٩٨− ۵٫ ۵٢− ٣٫ ٩٢

٩٫ ٩٣− ٩٫ ٢٧− ۶٫ ۴١− ٩٫ ٩۵− ۵٫ ٩٢− ٩٫ ١۴− ۵٫ ٩٩

۴٫ ۵٠− ۶٫ ٧٢− ۵٫ ۴٩− ٩٫ ٣۶− ٨٫ ۴٠− ۵٫ ١٣− ۴٫ ٣١

۶٫ ۶۵− ۵٫ ٢٩− ٧٫ ٧٧− ۴٫ ۶٠− ٢٫ ۴٠− ٢٫ ۶١− ٧٫ ٧۵

٧٫ ۵۵− ٩٫ ٠٩− ٨٫ ۶٠− ٧٫ ۵٧− ٢٫ ٢٠− ۶٫ ۶۵− ٢٫ ۵٢

٧٫ ۶٣− ٧٫ ٣۵− ۴٫ ٣٢− ٧٫ ٧٢− ۶٫ ۵٣− ۴٫ ۴۵− ٨٫ ٨۶

١۶٫ ۵٢− ١٣٫ ۴۵− ١۵٫ ٨٩− ٢١٫ ٨۶− ١٢٫ ۴٨− ١٢٫ ٣٠

١٣٫ ٧٧− ١٢٫ ٠١− ١۶٫ ٣٢− ٢٣٫ ٠٩− ١٢٫ ١۴− ١٠٫ ۵٣

١۵٫ ٢۵− ١٠٫ ۵۶− ١١٫ ٨٢− ١٢٫ ١١− ١٠٫ ٢٠− ١۵٫ ٣۶

١۵٫ ١٩− ١٠٫ ۵٠− ٢٠٫ ۴۵− ١٩٫ ٢١− ١٢٫ ٠٩− ١٢٫ ٣۵

١١٫ ۴۶− ١٠٫ ۵٩− ١٠٫ ۴۶− ١٠٫ ۶١− ١۶٫ ٣٠− ١٢٫ ٠١
ذرات خروج بین زمان�های کایگر کنتور یک که هستند ارقامی

بر ذره صد برای (T ) رادیواکتیو ماده یک از شده ساطع متوالی

است. رسانده ثبت به فیزیک آزمایشگاه یک در دقیقه حسب

توزیع که دارد این بر دلالت ١ شکل در داده�ها بافت�نگاشت

است. ارلانگ داده�ها

احتمال چگالی تابع با تجدید تابع تعیین ٢.٣
(٠, b) بازه در یکنواخت

توزیع تابع و چگالی تابع به�ترتیب F (t) و f(t) که کنید فرض

که: داد نشان می�توان به�راحتی باشند، U(٠, b)

f∗(t) = L (f(t)) =
١− e−bs

bs

F ∗(s) = L (F (t)) =
١− e−bs

bs٢

داریم (١۶) رابطۀ از استفاده با

M∗(s) =
F ∗(s)

١− f∗(s)
=

١−e−bs

bs٢

١− ١−e−bs

bs

=
١− e−bs

s(bs− ١+ e−bs)
(٢۴)

است: برقرار زیر عبارت این�که به توجه با

١− e−bs

s(bs− ١+ e−bs)
=

b

bs− ١+ e−bs
− ١

s
(٢۵)

همچنین و

b

bs− ١+ e−bs
=

١
s− ١

b +
e−bs

b

=
١

s− ١
b

× ١
١+ ١

b
e−bs

s− ١
b

. (٢۶)

که وقتی آن حد و کاهشی h(s) = e−bs

b(s− ١
b )

تابع s > ١
b برای

s > s٠ برای که به�طوری دارد وجود s٠ > ٠ است، صفر s → ∞

داریم:

٠ <
e−bs

b
(
s− ١

b

) < ١

زیر سری و (٢۶) و (٢۵) رابطه�های از استفاده با حال

١
١+ ε

=

∞∑
i=٠

(−١)jεj ; |ε| < ١

نوشت: زیر به�صورت را (٢۴) رابطۀ می�توان

M∗(s) =
١

s− ١
b

∞∑
j=٠

(−١)j
١
bj

e−jbs

(s− ١
b )

j
− ١

s

داریم: این بر بنا

M(t) =
∞∑
j=٠

(−١)j
١
bj
L−١

(
e−jbs

(s− ١
b )

j+١

)
− ١ (٢٧)

نتیجه (٨) رابطۀ از و L−١ ( ١
sj+١

)
= tj

j! داریم (١) رابطۀ از

می�شود

L−١

(
١

(s− ١
b )

j+١

)
=

tje
t
b

j!
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منصوری شهرام تجدید فرایندهای از برخی تجدید تابع تعیین ۴٨

لذا است، کمتر χ٢
٠٫٠۵(۴) = ٩٫ ۴٨ از χ٢

c = ٧٫ ٣٣ که آن�جا از

از استفاده با نمی�شود. رد H٠ : T ∼ Erlang(۴, ١٢ ) فرضیۀ

داریم (٢٣) رابطۀ

M(t) =
١
۴
{١
٢
t− ٣

٢
+

١
٢
[
e−tsin٢ π

۴ sin(π۴ + ١
٢ t sin

π
٢ )

sin π
۴

+
e−tsin٢ ٢π

۴ sin(π٢ + ١
٢ t sinπ)

sin π
٢

+
e−tsin٢ ٣π

۴ sin( ٣π۴ + ١
٢ t sin

٣π
٢ )

sin ٣π
۴

]}

با: است برابر M(t) نتیجه در و

M(t) =
١
٨
{t− ٣+ e−t + ٢

√
٢e−

١
٢ t sin(

π

۴
+

١
٢
t)}

نتیجه�گیری و بحث ۵

ارلانگ توزیع�های با تجدید فرایند�های تجدید تابع مقاله این در

بودند، شده محاسبه عددی روش به کنون تا که یکنواخت و

تابع تحلیلی فرم تعیین شد. تعیین صریح شکل یک به�صورت

مانند مثبت تکیه�گاه با احتمال چگالی توابع سایر برای تجدید

مفید بعدی تحقیقات ادامه برای می�تواند بریده�شده نرمال توزیع

آمیخته توزیع�های تجدید تابع آوردن دست به همچنین باشد.

پارامتری با یکنواخت یا ارلانگ چگالی تابع خطی ترکیب شامل

باشد. تحقیق ادامۀ برای مناسبی موضوع می�تواند مختلف

0 5 10 15 20

0
5

1
0

1
5

2
0

y

داده�ها بافت�نگاشت شکل١.

زیر فرضیۀ رد یا تأیید برای حال

H٠ : T ∼ Erlang(n, λ)

این پارامترهای گشتاورهای برآوردگرهای ابتدا ، ٠٫ ٠۵ سطح در

زیر رابطه�های از توزیع

α̂ =
nX̄٢

(n− ١)S٢ , λ̂ =
nX̄

(n− ١)S٢

S٢ = ١٨٫ ۴٩ و X̄ = ٨٫ ۶٣ این�که به توجه با می�شود. محاسبه

داریم: است،

n̂ = ۴٫ ٠۶ ≈ ۴, λ̂ = ٠٫ ۴٧ ≈ ١
٢
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