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چکیده:
حالت در نرمال توزیع چندك�هاي براي عمومی اطمینان فاصلۀ یا اطمینان فاصلۀ کوتاه�ترین آوردن دست به به�منظور مقاله، این در
براي اطمینان فاصلۀ ایجاد به مستقل، نرمال جامعه دو حالت در است. نامرکزي t توزیع داراي که محوري کمّیت یک جامعه�اي، یک
می�شود معرفی آن صدك�هاي آوردن دست به براي ساده روشی� و می�پردازیم تعمیم�یافته محوري کمّیت اساس بر چندك�ها اختلاف
و شبیه�سازي از استفاده با شده ارائه روش�هاي عملکرد همچنین آورد. دست به نیز کوتاه�تر اطمینانی فاصلۀ می�توان آن اساس بر که

گرفت. خواهد قرار بررسی مورد کاربردي، مثال
اطمینان. فاصلۀ کوتاه�ترین نرمال، توزیع تعمیم�یافته، محوري اصلاح�شده،کمّیت نرمال پایۀ تقریب صدك، کلیدي: واژه�هاي

شد معرفی بیرستول توسط 1990 سال در آن تصحیح�شدة که
از استفاده با نرمال توزیع دو چندك برابري آزمون براي .[3]
آزمون اساس بر و [4] زیاد نمونه تعداد اساس بر و ولچ روش
کردند. طراحی را روش�هایی [6] تعمیم�یافته درست�نمایی نسبت
جامعه دو چندك�هاي نسبت بارة در استنباط به [10 ،8] همچنین
جامعه دو چندك�هاي اختلاف استنباط براي پرداختند. نرمال
پیشنهاد را تعمیم�یافته p-مقدار و محوري کمّیت [9] نرمال مستقل
انجام براي درست�نمایی ماکسیمم نسبت آزمون یک [1] دادند.
مستقل نرمال جامعه دو از بیش در چندك�ها برابري آزمون
و اطمینان فاصلۀ آوردن دست به براي همچنین دادند. توسعه
در نرمال توزیع چندك�هاي براي آماري فرضیۀ آزمون انجام
و کردند معرفی محوري کمّیت یک [5] جامعه�اي، یک حالت

زدند. تقریب مختلف روش�هاي با را آن صدك�هاي

فاصلۀ کوتاه�ترین آوردن دست به به�منظور مقاله این در
توزیع چندك�هاي براي آماري) فرضیۀ آزمون انجام (و اطمینان
t توزیع داراي که می�شود معرفی محوري کمّیت یک نرمال
در است. مشخص نامرکزي پارامتر و معلوم آزادي درجۀ با

مقدمه 1
بررسی براي مهم مکانی معیار دو به�عنوان میانه و میانگین آمار، در
این با می�آیند. شمار به جامعه چند یا دو مقایسه یا جامعه یک
نمی�شود. تعیین معیار دو این توسط آماري جامعۀ توزیع کل حال،
میانگین و میانه آن در که کرد پیدا نمونه�هایی به�راحتی می�توان
که است متفاوت توزیع�ها اشکال اما دارند، توافق توزیع چندین
موارد، بعضی در کنید. مراجعه [6] مرجع به بیشتر اطلاعات براي
امري سوم) و اوّل چارك (مانند مشخص چندك یک مقایسۀ
مقایسه براي پزشکی مطالعه یک در مثال، به�عنوان است. متداول
مهم�تر بیماران اکثریت پاسخ استاندارد، یک با جدید داروي یک
مسائل در مشابهی موارد همچنین .[10] است متوسط پاسخ از
سلامتی صنعت و [13] پزشکی تشخیص ،[2] پزشکی زیست
کرد. مشاهده می�توان چندك�ها اهمیت و کاربرد بارة در [16]
پیوسته توزیع چندكدو مقایسه براي ناپارامتري آزمون [12]
تصحیح را روش این [15] توسط سپس و کردند معرفی مستقل
براي تقریبی آزاد توزیع اطمینان فاصلۀ یک [2] همچنین کرد.
کردند ارائه پیوسته توزیع�هاي در جامعه دو چندك اختلاف

طوسی نصیرالدین خواجه دانشگاه ریاضی دانشکده آمار، گروه علمی هیأت ،1
طوسی نصیرالدین خواجه دانشگاه آمار گروه ارشد کارشناسی دانشجوي 2
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همان�طور .[5] ( ١
n + z٢

γ(a
٢ − ١))σ٢ با است برابر آن واریانس

ترکیب مکانی، پارامتر یک به�عنوان Qγ می�شود ملاحظه که
تعریف زیر عبارت این، بر بنا است. جامعه پارامترهاي از خطی

می�شود:

tn,γ =
Ȳ −Qγ

S√
n

=

√
n(Ȳ − µ)− σ

√
nzγ

S

=
Zγ − σ

√
nzγ

σ
√

U
(n−١)

=
(Z −

√
nzγ)√

U
(n−١)

∼ t(n−١,−
√
nzγ),

(1)

توزیع داراي به�ترتیب مستقل تصادفی متغیر دو U و Z درآن که
χ٢
(n−٢) آزادي درجۀ n − ١ با خی�دو توزیع و استاندارد نرمال

پارامتر و آزادي درجۀ r با t توزیع نشان�دهندة t(r,ν) و هستند
به�عنوان tn,ν از می�توان به�وضوح این بر بنا است. ν نامرکزي
فاصلۀ شامل آماري استنباط انجام براي محوري کمّیت یک
توزیع γ-ام چندك آماري فرضیۀ آزمون انجام و دقیق اطمینان
t(n−١,−

√
nzγ) توزیع α-ام صدك یافتن براي برد. بهره نرمال

بهره نامرکزي t توزیع تابع وارون روش از می�توان ،(tn,γ;α)
اطمینان فاصلۀ ،(1) رابطۀ در محوري کمّیت به توجه با برد.
انتخاب با Qγ پارامتر براي (١ − α) سطح در عمومی دوطرفه

است: زیر شکل به tn,γ;١−α
٢
و tn,γ;α٢ صدك�هاي

(Ȳ − tn,γ;١−α
٢

S√
n
, Ȳ − tn,γ;α٢

S√
n
), (2)

دو�طرفه، اطمینان فاصلۀ آوردن دست به در مناسب ویژگی یک
آوردن دست به براي به�عبارتی است، فاصله آن طول بودن کمتر
دست به طوري را α٢ و α١ مقادیر اطمینان فاصلۀ کوتاه�ترین

عبارت�هاي که می�آوریم

P (tn,γ;α١ ≤ tn,γ ≤ tn,γ,١−α٢) = ١ − α,

مقدار کمترین tn,γ,١−α٢ − tn,γ;α١ تفاضل و α١ + α٢ = α و
بر بنا دهیم، بنشان α⋆

١ با را α١ مقدار مینیمم کنید فرض شوند.
اطمینان فاصلۀ کوتاه�ترین این، بر بنا می�شود. α⋆

٢ = α−α⋆
١ این

با: است برابر Qγ پارامتر براي

(Ȳ − tn,γ;١−α⋆
٢

S√
n
, Ȳ − tn,γ;α⋆

١

S√
n
). (3)

دو�طرفه اطمینان فاصلۀ کوتاه�ترین ایجاد پیرامون بحث به ادامه،
استفاده با سپس پرداخت. خواهیم نرمال توزیع چندك�هاي براي
چندك�هاي اختلاف براي تعمیم�یافته محوري کمّیت مفهوم از
می�شود. آورده دست به اطمینان فاصلۀ مستقل نرمال توزیع دو
در (MNA) اصلاح�شده پایه-نرمال تقریب روش از بهره با
کمیت این صدك�هاي تقریبی برآورد است، شده معرفی [11]
اطمینان فاصلۀ همچنین می�شود. آورده دست به را تعمیم�یافته
عملکرد و می�شود ارائه چندك�ها اختلاف براي کوتاه�تر طول با
بررسی مورد کاربردي مثال و شبیه�سازي از استفاده با روش�ها این

گرفت. خواهد قرار
جدید محوري کمّیت معرفی و مسئله تعریف به دوم بخش در
کوتاه�ترین و عمومی اطمینان فاصلۀ همچنین می�شود. پرداخته
خواهد ارائه را نرمال توزیع چندك�هاي براي اطمینان فاصلۀ
اختلاف به مربوط تعمیم�یافته محوري کمّیت سوم، بخش در شد.
آن صدك�هاي برآورد نحوة و پیشنهاد نرمال توزیع چندك�هاي
طول با اطمینان فاصلۀ همچنین گرفت. خواهد قرار بررسی مورد
این عملکرد می�شود. معرفی منظور این براي کوتاه�تر فاصلۀ
مورد چهارم بخش در شبیه�سازي از استفاده با اطمینان فواصل
واقعی داده�هاي از مثال دو ذکر با و گرفت خواهند قرار بررسی
می�شود. داده نمایش شده ارائه روش�هاي عملکرد پنجم، بخش در
شد. خواهد داده شرح اختصار به مقاله دستاوردهاي آخر بخش در

چندك�هاي براي اطمینان فاصلۀ ایجاد 2
نرمال

نرمال توزیع از nتایی تصادفی یکنمونۀ Yn, . . . , Y١ فرضکنید
-γ چندك باشند. ،N(µ, σ٢) یعنی σ٢ واریانس و µ میانگین با
،zγ آن در که ،Qγ = µ + zγσ با است برابر نرمال توزیع ام
ماکسیمم برآوردگر است. استاندارد نرمال توزیع γ-ام چندك
Ȳ =

∑n
i=١ Yi

n به�ترتیب σ٢ و µ پارامترهاي نااریب درست�نمایی
از مستقل برآوردگر دو این که هستند S٢ =

∑n
i=١(Yi−Ȳ )٢

(n−١) و
نااریب و درست�نمایی ماکسیمم برآوردگر همچنین یکدیگرند.
با است برابر ،Qγ پارامتر (UMVUE) واریانس کمترین با
و a =

√
n−١

٢ Γ(n−١
٢ )Γ(n٢ ) آن در که Q̂γ = Ȳ + azγS
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R١٢,γ;β تقریبصدك 2.3

عبارت در حدود آوردن دست به براي شد، بحث که همان�طور
بیان با این�جا در می�شود. استفاده عددي روش�هاي از (5)
تقریب براي صریحی شکل اصلاح�شده، نرمال پایه تقریب روش
دست به (4) رابطۀ در تعمیم�یافته محوري کمّیت صدك�هاي
ترکیب توزیع صدك تقریب براي [11] در روش این می�آید.
به ادامه در که است شده ارائه مستقل تصادفی متغیرهاي خطی

می�شود. داده توضیح اختصار
مستقل تصادفی پیوسته متغیرهاي Tk, . . . , T١ کنید فرض
آن�که فرض با و نیستند یکسانی توزیع داراي لزوماً که باشند
براي E(Ti) ریاضی امید و Ti تصادفی متغیر α-ام صدك ،Ti;α

در که T =
∑k

i=١ wiTi داریم باشند، داشته وجود i = ١, . . . , k

تقریب صورت این در هستند. معلومی و ثابت ضرایب wiها آن
است: زیر به�صورت ، Tα یعنی T تصادفی متغیر α-ام صدك

Tα ≃


∑k

i=١ wiE(Ti)−
√∑k

i=١ w
٢
i (E(Ti)− T ⋆

i )
٢, ٠ < α ≤ ٠٫ ۵,∑k

i=١ wiE(Ti)−
√∑k

i=١ w
٢
i (E(Ti)− T ⋆

i )
٢, ٠٫ ۵ < α ≤ ١,

T ⋆
i = Ti;α آن�گاه ،wi > ٠ اگر که

.T ⋆
i = Ti;١−α آن�گاه wi < ٠ اگر و

مستقل تصادفی متغیرهاي براي فوق تقریب داد نشان وي
را تقریب این کریشنامورتی می�دهد. نتیجه دقیق مقدار نرمال
کرد. معرفی (MNA) اصلاح�شده پایه-نرمال تقریب عنوان تحت

کنید. مراجعه [11] به بیشتر جزئیات براي
را تعمیم�یافته محوري کمّیت (4) رابطۀ در دقت با می�توان حال

داد: نشان زیر به�صورت

R١٢,γ = ȳ١ − ȳ٢ +

[
s٢√
n٢

tn٢,γ − s١√
n١

tn١,γ

]

T١٢,γ = s٢√
n٢
tn٢,γ − از خطی تابعی محوري کمّیت این که

اصلاح�شده پایه-نرمال روش از استفاده با است. s١√
n١
tn١,γ

یعنی T١٢,γ توزیع α-ام صدك تقریبی ،(2016) کریشنامورتی

چندك�هاي اختلاف اطمینان فاصلۀ 3
مستقل نرمال توزیع�هاي

اختلاف براي اطمینان فاصلۀ آوردن دست به روش بخش این در
با منظور بدین می�شود. معرفی مستقل نرمال توزیع دو چندك�هاي
صدك�هاي برآورد نحوة به تعمیم�یافته محوري کمّیت یک ارائۀ
همچنین می�شود. پرداخته MNA و معمولی روش�هاي به آن

شد. خواهد ارائه کمتر طول با اطمینان فاصلۀ یک

تعمیم�یافته محوري کمّیت 1.3
توزیع از تصادفی نمونه�هاي Yini , . . . , Yi١ کنید فرض
کمّیت از استفاده با باشند، i = ١, ٢ براي N(µi, σ

٢
i )

میانگین پارامتر دو براي [17] در ارائه�شده تعمیم�یافته محوري
براي تعمیم�یافته�اي محوري کمّیت نرمال، توزیع واریانس و

می�شود: معرفی زیر به�شکل Qiγ = µi + zγσi

RQiγ = ȳi +

√
(١ − ١

ni
)s٢

i (

√
nizγ − Zi√

Ui

), i = ١, ٢.

با: است برابر Q١γ −Q٢γ به مربوط تعمیم�یافته محوري کمّیت

R١٢,γ = RQ١γ −RQ٢γ =ȳ١ − ȳ٢

+

[√
(١ −

١
n٢

)s٢
٢(

√
n٢zγ − Z٢√

U٢
)

−

√
(١ −

١
n١

)s٢
١(

√
n١zγ − Z١√

U١
)

]
(4)

همچنین و مستقل Ui ∼ χ٢
(ni−١) و Zi ∼ N(٠, ١) درآن که

براي هستند. i = ١, ٢ براي s٢
i و Ȳi مشاهده�شده مقادیر s٢

i و ȳi

و شوند تولید Ui و Zi تصادفی متغیرهاي باید ،R١٢,γ توزیع یافتن
عمل این تکرار با و می�شود محاسبه (4) رابطۀ مقدار آنها اساس بر
تقریبی به�صورت را R١٢,γ توزیع مرتبه)، M ) زیاد دفعات در
به ،R١٢,γ;β یعنی آن، β-ام صدك از تقریبی مقدار همچنین و
براي درصد ١٠٠(١−α) اطمینان فاصلۀ این بر بنا می�آیند. دست
زیر به�صورت تعمیم�یافته محوري کمّیت اساس بر Q١γ − Q٢γ

می�آید: دست به

(R١٢,γ;α٢ , R١٢,γ;١−α
٢
). (5)
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اختصار به به�ترتیب روش�ها این می�شود. برده به�کار مونته�کارلو
است ذکر شایان می�شود. نمایشداده SMNA MNAو ،GCI با
تکراري روش از تعمیم�یافته روش از صدك�ها برآورد براي که
رابطۀ از که هستند تقریب�هایی دیگر روش دو و می�شود استفاده
،٠٫ ٠٢ برابر γ براي منظور بدین می�آیند. دست به به�سادگی (6)
مختلف مقادیر و مختلف نمونه�هاي تعداد و ٠٫ ٩۵ و ٠٫ ٧٠ ،٠٫ ١٠

سطح در اطمینان فاصلۀ ساخت و شبیه�سازي به اقدام واریانس
احتمال به مربوط شبیه�سازي نتایج کردیم. درصد 95 اطمینان
آورده 4 و 3 جداول در اطمینان فاصلۀ طول متوسط و پوشش

می�شوند. حاصل زیر نتایج جداول این به توجه با اند. شده
اطمینان سطح به نزدیک پوششی احتمال داراي روش 3 هر
فاصلۀ حالات همۀ در هستند. مقاله، این در شده گرفته نظر در
و است کمتري طول متوسط داراي (7) رابطۀ از حاصل اطمینان
می�کند. عمل روش 3 این بین در اطمینان فاصلۀ کوتاه�ترین مانند
بودن دارا همچنین و محاسباتی سهولت به توجه با این بر بنا
اطمینان طول متوسط و پوشش احتمال در خوب خصوصیات

می�شود. (7) رابطۀ در اطمینان فاصلۀ از استفاده به توصیه

واقعی داده�هاي تحلیل 5
نرمال جامعه دو از حاصل داده�هاي به مربوط که مثال دو این در
اختلاف براي ارائه�شده اطمینان فاصلۀ 3 عملکرد بررسی به هستند،

می�شود. پرداخته ٠ < γ < ١ براي توزیع�ها این چندك�هاي

ولتاژ داده�هاي 1.5
۵٠ از حاصل ولتاژ شکست (واریانس) میانگین (1950) هال
خروجی ولتاژ (واریانس) میانگین و (٠٫ ١٢٣)۶٫ ٧۵ را خازن
اگر کرد. گزارش (٠٫ ۵٣٠)۴٫ ٠٠ را ترانسفورماتور ٢٠ از حاصل
خازن در ولتاژ تغییر دو این توزیع اختلاف علاقه مورد موضوع
کرد. استفاده چندك�ها از می�توان آن�گاه باشد، ترانسفورماتور و
که می�گیرند قرار بررسی مورد آنها چندك اختلاف منظور بدین

است. 1 شکل نمودارهاي به�صورت نتایج
روش�هاي نشان�دهندة به�ترتیب آبی و قرمز سبز، خطوط
می�توان به�وضوح که همان�طور هستند. SMNA MNAو ،GCI

می�آید. دست به زیر به�صورت t١٢,γ;α

(6)

t١٢,γ;α ≃



s٢√
n٢
rn٢,γ − s١√

n١
rn١,γ −

[
s٢

٢
n٢
(rn٢,γ − tn٢,γ;α)

٢+

s٢
١

n١
(rn١,γ − tn١,γ;α)

٢
] ١

٢

,

٠ < α ≤ ٠٫ ۵,
s٢√
n٢
rn٢,γ − s١√

n١
rn١,γ −

[
s٢

٢
n٢
(rn٢,γ − tn٢,γ;α)

٢+

s٢
١

n١
(rn١,γ − tn١,γ;α)

٢
] ١

٢

,

٠٫ ۵ < α ≤ ١,

داریم: این بر بنا است. rn,γ = −zγ

√
n−١

٢
Γ(n−٢

٢ )

Γ(n−١
٢ )

آن در که

R١٢,γ;α ≃ ȳ١ − ȳ٢ + t١٢,γ;α,

Q١γ−Q٢γ براي درصد (١−α) سطح در عمومی اطمینان فاصلۀ و
با: است برابر

(ȳ١ − ȳ٢ + t١٢,γ;α٢ , ȳ١ − ȳ٢ + t١٢,γ;١−α
٢
) (7)

معمول مقادیر به�جاي (6) رابطۀ محاسبه در اگر .1.3 تذکر
فاصلۀ کوتاه�ترین به مربوط α⋆ مقادیر tni,γ;١−α و tni,γ;α

گیرند، قرار را i = ١, ٢ براي tni,γ;١−α⋆ و tni,γ;α⋆ یعنی اطمینان
t⋆١٢,γ;α به�صورت که می�آید دست به t١٢,γ;α براي دیگر تقریب
در t⋆١٢,γ;١−α

٢
و t⋆١٢,γ;α٢

مقادیر دادن قرار با و می�دهند نمایش
چارك اختلاف براي زیر به�صورت اطمینانی فاصلۀ (7) رابطۀ

می�آید: دست به α− ١ سطح در Q١γ −Q٢γ

(ȳ١ − ȳ٢ + t⋆١٢,γ;α٢
, ȳ١ − ȳ٢ + t⋆١٢,γ;١−α

٢
) (8)

آماري فرضیۀ آزمون انجام براي .2.3 تذکر

می�توان درصد α اطمینان سطح در
 H٠ : Q١γ = Q٢γ

H١ : Q١γ ̸= Q٢γ ,

اطمینان�هاي فاصله در صفر مقدار زمانی�که کرد رد را فرضصفر
نگیرد. قرار درصد ١)١٠٠ − α) سطح در به�دست�آمده

شبیه�سازي 4
اطمینان فاصلۀ طول متوسط و (CP) پوشش احتمال مقایسۀ براي
شبیه�سازي روش از (8) و (7) ،(5) روابط از حاصل (AL)
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خروجی ولتاژ توزیع از متفاوت معنی�داري به�طور خازن ولتاژ
است. ترانسفورماتور

γ غالب به�ازاي SMNA روش از حاصل اطمینان فاصلۀ دید
گرفته دیگرقرار دوخط از Bپایین�تر نمودار است(در کوتاه�ترین
توزیع که می�دهند نشان اطمینان فاصلۀ 3 هر همچنین و است)

ولتاژ داده�هاي روي بر روش 3 از حاصل اطمینان�هاي فاصلۀ (B) طول و (A) حدود .1 شکل

.۵ و ٢ ،١ ،٠٫ ٠١ برابر به�ترتیب σ٢
٢ مقادیر و σ٢

١ = ١ براي ارائه�شده اطمینان�هاي فاصلۀ پوشش احتمال برآورد .1 جدول
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.۵ و ٢ ،١ ،٠٫ ٠١ برابر به�ترتیب σ٢
٢ مقادیر و σ٢

١ = ١ براي شده ارائه اطمینان�هاي فاصلۀ پوشش احتمال برآورد .2 جدول
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موشک موتور داده�هاي روي بر روش 3 از حاصل اطمینان�هاي فاصلۀ (B) طول و (A) حدود .2 شکل

نتایج 6
در نرمال توزیع چندك�هاي براي اطمینان فاصلۀ مقاله این در
جامعه�اي یک حالت در شد. آورده دست به جامعه دو و یک
است، نامرکزي t توزیع داراي که جدید محوري کمّیت یک با
دست به اطمینان فاصلۀ کوتاه�ترین آن از استفاده با و شد معرفی
کمّیت نرمال، جامعه دو چندك�هاي اختلاف براي شد. آورده
پایه- تقریب روش اساس بر و شد ارائه تعمیم�یافته�اي محوري
دست به براي صریحی شکل و ساده راهکاري اصلاح�شده نرمال
بر همچنین شد. ارائه محوري کمّیت این صدك مقادیر آوردن
اطمینان فاصلۀ آوردن دست به براي روشی تقریب، این اساس
ارائه�شده واقعی مثال دو در شد. داده شرح نیز کوتاه�تر طول با
قرار بررسی مورد اطمینان فاصلۀ کوتاه�ترین مناسب عملکرد نیز

گرفت.

موتور�موشک داده�هاي 2.5

به مربوط [16] در شده گزارش داده�هاي به مثال این در
بودن نرمال [16] در می�شود. پرداخته موشک موتور آزمایش
نمونه از حاصل نتایج است. شده داده نشان مشاهدات توزیع
(واریانس) میانگین داراي به�ترتیب تایی 24 نمونه و تایی 17
اطمینان فاصلۀ هستند. (٠٫ ٠۵۴١۴)٧٫ ٧٨٩ و (٠٫ ٣۴١(٠٩۶٫ ۴٨۵

شکل در نمونه دو این از حاصل چندك�هاي اختلاف به مربوط
است. آمده 2

نیستند صفر مقدار شامل اطمینان فاصلۀ 3 هر این�که به توجه با
متفاوت معنی�داري به�طور جامعه دو این توزیع گفت می�توان پس
SMNA روش عملکرد اول، مثال نتایج همانند همچنین است.
می�دهد. نتیجه را اطمینان فاصلۀ کوتاه�ترین و است توجه قابل
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