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خطی رگرسیون در دورافتاده مشاهده�هاي به نسبت استوار براورد
چندگانه هم�خطی حضور در

امینی2 مرتضی سید جذن1، سارا
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چکیده:
مشاهده�هاي تأثیر تحت که روش�هایی به است. دورافتاده مشاهده�هاي وجود داده�ها، آماري تحلیل در تأثیرگذار عوامل از یکی
خطی وابستگی وجود دورافتاده، مشاهده�هاي وجود بر علاوه می�شود. گفته استوار آماري روش�هاي نمی�گیرند، قرار دورافتاده
به نمونه، کم اندازة مقابل در متغیرها زیاد تعداد نیز و می�شود یاد چندگانه هم�خطی عنوان با آن از که پیشگو، متغیرهاي میان
روش�هاي از حاصل استنباط�هاي کارایی کاهش به منجر که هستند مشکلاتی دیگر از بالا، بعد با تُنک مدل�هاي در خصوص

می�شوند. رگرسیونی کلاسیک
چندگانه هم�خطی دورافتاده، مشاهده�هاي مقابل در دوم توان�هاي کمترین کلاسیک رگرسیونی روش معایب ابتدا مقاله، این در
عنوان به تاوانیده رگرسیون و استوار رگرسیون روش�هاي بررسی و معرفی به سپس می�کنیم. بررسی را تنک مدل�هاي و
مدل�هاي یا و چندگانه هم�خطی و دورافتاده مشاهده�هاي گرفتن نظر در با همچنین می�پردازیم. مشکلات این حل راهکارهاي

می�پردازیم. تاوانیده استوار رگرسیون روش�هاي بررسی به هم�زمان به�طور تنک
و داده انجام را شبیه�سازي مطالعۀ سه ابتدا مقاله، این در شده مطرح مختلف براوردگرهاي عملکرد مقایسۀ به�منظور نهایت در

می�پردازیم. تاوانیده استوار رگرسیون روش�هاي از استفاده با واقعی دادة مجموعه یک تحلیل به سپس
تاوانیده. رگرسیون تنک، مدل چندگانه، هم�خطی استوار، رگرسیون دورافتاده، مشاهده�هاي کلیدي: واژه�هاي

به تأثیر این از که است، داده�ها در دورافتاده مشاهده�هاي
روش�هایی یافتن لذا می�شود. یاد براوردگر استواري عدم عنوان
ضروري امري نگیرند قرار مشاهده�هاي نوع این تأثیر تحت که
می�نامند. استوار رگرسیون را روش�ها این که می�آید، حساب به
براوردگر به می�توان استوار رگرسیون روش�هاي جمله از
M-براوردگرها ،[4] انحرافات مطلق قدر کمترین رگرسیونی
دوم توان�هاي کمترین ،[14] دوم توان�هاي میانۀ کمترین ،[9]

کرد. اشاره [17] S-براوردگرها و [15] پیراسته

خطی وابستگی وجود دورافتاده، مشاهده�هاي وجود بر علاوه

مقدمه 1
با آنها در که داریم کار و سر مسائلی با مختلف تحقیقات در
رفتار پیشگویی به مستقل متغیرهاي از مجموعه�اي از استفاده
روش�هاي از یکی می�پردازیم. متغیرها از دیگر مجموعه�اي
رگرسیون دارد، مسائل گونه این در وسیعی کاربرد که آماري
رگرسیون براورد معروف�ترین و اولین است. چندگانه خطی
کمترین روش به که است، لژاندر و گاوس به منسوب خطی
براوردگر که عواملی از یکی است. معروف دوم توان�هاي
وجود می�دهد قرار تأثیر تحت را دوم توان�هاي کمترین

ایران تهران، دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی دانش�آموختۀ 1

ایران تهران، دانشگاه آمار، گروه علمی هیئت عضو 2
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روش�هاي و دورافتاده مشاهده�هاي 2
استوار رگرسیون
به�صورت خطی رگرسیونی مدل

y = Xβ + ε, (1)
متغیر مشاهده�هاي n×١ بردار y آن در که بگیرید. نظر در را

پاسخ،

X = [X١ . . .Xp] =


x١

...
xn

 = (xij)١≤i≤n,١≤j≤p

p× ١ بردار β پیشگو، متغیرهاي مشاهده�هاي n× pماتریس
میانگین با خطاها n×١ بردار ε و رگرسیونی نامعلوم ضرایب
براورد هدف است. σ٢I کواریانس واریانس ماتریس و صفر
نمونۀ مشاهده�هاي مجموعه از β نامعلوم پارامترهاي بردار
بردار براورد روش�هاي متداول�ترین از یکی است. (y,X)

رگرسیونی مدل براي است. دوم توان�هاي کمترین روش β

3 دوم توان�هاي کمترین رگرسیونی براوردگر (؟؟) خطی
به�صورت (LS)

β̂LS = argmin
β

n∑
i=١

(yi − xiβ)
٢
. (2)

براوردگر آسانی به (؟؟) رابطۀ می�آید. دست به
β̂LS =

(
X

′
X
)−١

X
′
y. (3)

رگرسیونی براوردهاي که عواملی از یکی می�دهد. نتیجه را
وجود می�دهد قرار تأثیر تحت را دوم توان�هاي کمترین
اصلی نوع دو است. داده�ها در دورافتاده4 مشاهده�هاي
نقاط و عمودي دورافتادة مشاهده�هاي دورافتاده مشاهده�هاي
مشاهدة می�گردند. تعریف زیر به�صورت که هستند نافذ
که رگرسیونی�اي خط از دور yk مقدار آن در که (yk,xk)

یک دارد قرار می�کنند تبعیت آن از داده مجموعۀ نقاط اکثر
(yk,xk) مشاهدة می�شود. نامیده عمودي دورافتادة مشاهدة
در شده مشاهده هاي xi اکثریت مجموعۀ از دور xk آن در که

چندگانه هم�خطی عنوان با آن از که پیشگو، متغیرهاي میان
و نمونه کم اندازة مقابل در متغیرها زیاد تعداد می�شود، یاد
به منجر که هستند مسائلی دیگر از بالا، بعد با تنک مدل�هاي
دوم توان�هاي کمترین روش از حاصل براوردهاي بی�اعتباري
روشی تاوانیده رگرسیون یا و سازي منظم راهکار می�شوند.
روش�هاي جمله از است. مسائلی چنین بر آمدن فائق براي کلّی
روش ستیغی، رگرسیون روش به می�توان تاوانیده رگرسیون
تور روش و انتخاب عملگر و انقباض مطلق قدر کمترین

کرد. اشاره مرتجع

دوم، بخش در است. صورت به�این مقاله این کلّی طرح
کلاسیک روش� و خطی رگرسیون مقدمات بیان از پس
دورافتاده مشاهده�هاي معرفی به دوم، توان�هاي کمترین
کلاسیک براوردگر این بر آنها تأثیرات و نافذ نقاط و
را استوار براوردگرهاي انواع سپس می�پردازیم. رگرسیونی
هم�خطی معرفی از پس سوم، بخش در می�کنیم. معرفی
نمونه کم اندازة مقابل در متغیرها زیاد تعداد مشکل چندگانه،
روش�هاي بر مشکلات این تأثیرات بررسی تنکو مدل�هاي و
تاوانیده رگرسیونی روش�هاي معرفی به کلاسیک، رگرسیونی
کمترین استوار رگرسیون روش چهارم، بخش در می�پردازیم.
تابع متداول نوع سه اساس بر تاوانیده پیراستۀ دوم توان�هاي
مشکلات با هم�زمان مقابلۀ براي راهکاري عنوان به را تاوان
دورافتاده مشاهده�هاي و تنک مدل�هاي یا و چندگانه هم�خطی
استوار رگرسیون روش پنجم، بخش در می�کنیم. معرفی
متداول نوع سه اساس بر تاوانیده انحرافات مطلق قدر کمترین
با هم�زمان مقابلۀ براي دیگر راهکاري عنوان به را تاوان تابع
مشاهده�هاي و تنک مدل�هاي یا و چندگانه هم�خطی مشکلات
مقایسۀ به�منظور ششم، بخش در می�کنیم. بررسی دورافتاده
ابتدا مقاله، این در شده مطرح مختلف براوردگرهاي عملکرد
یک تحلیل به سپس و داده انجام را شبیه�سازي مطالعۀ سه
استوار رگرسیون روش�هاي از استفاده با واقعی دادة مجموعه

می�پردازیم. تاوانیده
3 Least Squares
4 Outliers
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با M-براوردگرها

β̂M = argmin
β

n∑
i=١

ρ (yi − xiβ) ,

مینیمم با و صفر حول متقارن محدب، تابعی ρ (·) آن در که
9 دوم توان�هاي میانۀ کمترین براوردگر است، صفر در یکتا

با (LMS)

β̂LMS = argmin
β
Med١≤i≤n (yi − xiβ)

٢
,

با (LTS) 10 پیراسته دوم توان�هاي کمترین براوردگر

β̂LTS = argmin
β

h∑
i=١

(y −Xβ)
٢
i:n , (4)

آن در که

(y −Xβ)
٢
١:n ≤ . . . ≤ (y −Xβ)

٢
n:n

و مانده�ها دوم توان شدة مرتب

h =
[n

٢

]
+

[
p+ ١

٢

]
, h = [٠٫ ٧۵n] (5)

با S-براوردگرها و هستند h براي شده�اي توصیه مقادیر

β̂S = argmin
β
S (y١ − x١β, . . . , yn − xnβ),

معادلۀ از s = S (y١ − x١β, . . . , yn − xnβ) آن در که

١
n

n∑
i=١

ρ

(
yi − xiβ

s

)
= K

گرفته نظر در E (ρ (Z)) با برابر Kاغلب که می�آید. دست به
با تابعی ρ و است استاندارد نرمال توزیع داراي Z که می�شود

کرد. اشاره است، خاص شرایط
مقابل در LAD رگرسیونی براوردگر استواري عدم علت به
از بالاتر به براوردگر این مجانبی فروریزش نقطۀ نافذ نقاط

راه�هاي از یکی می�شود. نامیده نافذ5 نقطۀ یک دارد قرار نمونه
نافذ6 نقاط جزئی نمودارهاي دورافتاده مشاهده�هاي تشخیص

می�گردد. تعریف زیر به�صورت که است
k حذف از حاصل n × (p− ١) ماتریس X[k] کنید فرض
حاصل مانده�هاي ترتیب به vk و uk و (Xk) X ستون امین
باشند. X[k] روي Xk رگرسیون و X[k] روي y رگرسیون از
می�تواند X روي y رگرسیونی ضریب امین k صورت این در
جزئی نمودار شود. تعیین vk روي uk ساده�ي رگرسیون از
برابر در uk پراکندگی نمودار به�صورت β̂k براي نافذ نقاط
آنها به شده داده برازش سادة رگرسیونی خط همراه به vk

دورافتادة مشاهده�هاي می�توان ترتیب به�این می�شود. تعریف
داد. تشخیص نمودارها این در را بالقوه

از استفاده معمولاً دورافتاده مشاهده�هاي با مواجهه در
که می�شود توصیه (نیرومند) استوار7 رگرسیونی روش�هاي
مشاهده�هاي مقابل در تنها نه که می�شوند اطلاق شیوه�هایی به
کارایی با براوردگرهایی به منجر بلکه هستند، مقاوم دورافتاده

می�شوند. نیز مطلوب نسبتاً

مقاومت میزان تعیین ملاك�هاي متداول�ترین از یکی
دورافتاده مشاهده�هاي مقابل در استوار رگرسیون روش�هاي
کسري کوچک�ترین واقع در که است فروریزش نقطۀ معیار
مقدار هر براوردگر می�شود منجر که است تغییرات از
نسبت این که کند اتخاذ را براورد اصلی مقدار از دور دلخواهی
روش�هاي جمله از می�گردد. بیان مجانبی به�صورت معمولاً
کمترین رگرسیونی براوردگر به می�توان استوار رگرسیون

با (LAD) 8 انحرافات مطلق قدر

β̂LAD = argmin
β

n∑
i=١

|yi − xiβ|,

5 Leverage Point
6 Partial Leverage Plots
7 Robust
8 Least Absolute Deviations
9Least Median of Squares
10 Least Trimmed Squares
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را خطی رگرسیونی مدل ضرایب به مربوط استنباط�هاي و
و انقباض تورم این کاهش براي راهکار یک می�سازد. نامعتبر
واریانس کاهش باعث که است صفر سمت به براورد کشیدن

می�شود. نیز براوردگر
مواجه تنک14 خطی مدل یک با شرایط بعضی در همچنین
برابر رگرسیونی ضرایب از تعدادي تنک مدل یک در هستیم.
ضرایب براورد و تشخیص مسائل اینگونه در هستند. صفر با
مسئلۀ و است برخوردار خاصی اهمیت از ناصفر رگرسیونی
متغیرهاي داراي مدل�هاي در می�گردد. مطرح متغیر انتخاب
با همراه انقباض تنک مدل�هاي یا و زیاد بسیار پیشگوي
منظم شود. منجر مناسبی براوردهاي به می�تواند متغیر انتخاب
انقباض ایجاد براي راهکاري 16 تاوانیده رگرسیون یا 15 سازي
یک کردن اضافه با که است رگرسیونی براوردگرهاي در
می�گیرد. صورت رگرسیونی مدل هدف تابع به تاوان جملۀ
اضافه با Q (X,y,β) هدف تابع با رگرسیونی مدل براي
β تاوانیده�ي رگرسیونی براوردگر ،P (β) تاوان تابع کردن

به�صورت

β̂Pen = argmin
β
Q (X,y,β) + λP (β) .

میزان براي اندازه یک P (β) تاوان تابع می�آید. دست به
تاوان تابع تأثیر میزان تنظیم براي λ > ٠ پارامتر و β بزرگی
تاوان تابع انتخاب به بنا است. حاصل براورد سازي محدود در
مقاله این در که است شده ایجاد مختلفی رگرسیونی روش�هاي
از عبارت�اند روش�ها این می�پردازیم. کاربرد پر روش سه به
و انقباض مطلق قدر کمترین روش ستیغی، رگرسیون روش

مرتجع. تور روش و انتخاب عملگر

تابع حقیقت در M-براوردگرها در نمی�رسد. درصد صفر
و می�کند کنترل را مانده�ها براي گرفته نظر در وزن�هاي ρ
را متفاوتی فروریزش نقطه�هاي می�توان تابع این نوع به بسته
مجانبی فروریزش نقطۀ آورد. دست به براوردگر این براي
شرایطی (تحت S-براوردگرها و LTS ،LMS براوردگر
نقطۀ میزان بیشترین که است درصد 50 با برابر خاص)

.[16] است براوردگر یک براي فروریزش

و تنک مدل�هاي چندگانه، هم�خطی 3
تاوانیده رگرسیون روش�هاي

رگرسیونی براورد می�تواند که مشکلاتی از دیگر یکی
همبستگی وجود کند اختلال دچار را دوم توان�هاي کمترین
هم�خطی به که است رگرسیونی مدل در پیشگو متغیرهاي میان
تشخیصهم�خطی براي یکشاخص است. معروف چندگانه11
تورم عامل است. (VIF) واریانس12 تورم عامل چندگانه،

به�صورت رگرسیونی ضریب امین j براي واریانس

V IFj =
١

١ −R٢
j

,

چندگانۀ تعیین13 ضریب R٢
j آن در که می�شود. محاسبه

مدل پیشگوي متغیرهاي دیگر به نسبت Xj رگرسیون
دهندة نشان 10 از بیش واریانس تورم عامل است. رگرسیونی

است. چندگانه هم�خطی جدي مشکلات
X

′
X ماتریس دترمینان می�شود باعث چندگانه هم�خطی

مقادیر
(
X

′
X
)−١ نتیجه در و شود نزدیک صفر به بسیار

Cov
(
β̂LS

)
= که آن�جا از کند. اختیار را بزرگی بسیار

واریانس ماتریس تورم باعث مسئله این ،σ٢
(
X

′
X
)−١

شده ضرایب دوم توان�هاي کمترین براوردگرهاي کواریانس
11 Multicollinearity
12 Variance Inflation Factor
13 Coefficient of Determination
14 Sparse
15 Regularization
16Penalized R Plots
17 Ridge Regression
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عملگر و انقباض مطلق قدر کمترین روش 2.3
انتخاب

مطلق قدر کمترین روش سازي منظم روش�هاي از دیگر یکی
[19] توسط که است (LASSO) 18 انتخاب عملگر و انقباض

است. شده ارائه
براوردگر است. β بردار L١ نرم تاوان تابع روش این در

به�صورت LASSO
(8)

β̂LASSO = argmin
β


n∑

i=١

(yi − xiβ)
٢
+ nλ

p∑
j=١

|βj |

 ,

تاوان تابع بودن ناپذیر مشتق به توجه با می�آید. دست به
به منجر λ از بزرگ�تري مقادیر صفر، نقطۀ در ∑p

j=١ |βj |

تأثیر کم پیشگوي متغیرهاي رگرسیونی ضرایب شدن صفر
انتخاب و پارامتر براورد عمل نتیجه در و می�گردد مدل در

می�گیرد. انجام هم�زمان به�صورت متغیر
همۀ براي را یکسانی تنظیم پارامترهاي LASSO آنکه دلیل به
داراي حاصل براوردگرهاي می�برد، کار به ضرایبرگرسیونی
با می�توانیم دیگر راهکاري در هستند. ملاحظه�اي قابل اریبی
براي کمتري تاوان متفاوت، تنظیم پارامترهاي دادن اختصاص
و گرفته نظر در مهم متغیرهاي با متناظر رگرسیونی ضرایب
شده�ي اصلاح براورد بکاهیم. حاصل براوردگرهاي اریبی از
به�صورت می�شود داده نمایش LASSO∗ نماد با که LASSO

β̂LASSO∗ = argmin
β


n∑

i=١

(yi − xiβ)
٢
+ n

p∑
j=١

λj |βj |

 .

LASSO محاسبۀ به�منظور سریع یکالگوریتم دستمی�آید. به
زاویه19 کمترین رگرسیونی روش چهارچوب طریق از
زاویه کمترین رگرسیون است. دسترس در [5] (LARS)
پیشروي رگرسیونی مدل انتخاب کلاسیک روش با مرتبط
رابطه�اي که است این توجه قابل نکتۀ است. مرحله به مرحله
گام�هاي تعداد و LASSO روش تنظیم پارامتر بین مستقیم

دارد. وجود LARS روش

ستیغی رگرسیون روش 1.3

تکنیک�هایی متداول�ترین از یکی [7 و 6] 17 ستیغی رگرسیون
قرار استفاده مورد چندگانه هم�خطی حالت در که است
یعنی β L٢ي نرم دوم توان تاوان تابع روش این در می�گیرد.

به�صورت ستیغی براوردگر است. β′
β

(6)
β̂RIDGE = argmin

β


n∑

i=١

(yi − xiβ)
٢
+ λ

p∑
j=١

β٢
j

 ,

بزرگی میزان λ نامنفی حقیقی عدد آن در که می�آید. دست به
داریم براوردگر این براي می�کند. تنظیم را تاوان تابع

β̂RIDGE =
(
X

′
X+ λI

)−١
X

′
y. (7)

مسئلۀ با است معادل ستیغی براوردگر دیگر بیان به
قید تحت minimizeβ

∑n
i=١ (yi − xiβ)

٢ سازي مینیمم
در است. ثابت کران یک M آن در که ،∑p

j=١ β
٢
j ≤ M

M و (؟؟) در λ پارامتر بین یک به یک رابطۀ یک حقیقت
دارد. وجود

ماتریس به که λI جملۀ یک در تنها (؟؟) و (؟؟) براوردگر
مثبت مقدار شدن اضافه دارند. اختلاف است شده اضافه X′

X

تورم کاهش باعث X′
X ماتریس قطري مؤلفه�هاي به λ

می�شود. آن معکوس

اندازه�اي به باید λ ستیغی پارامتر که کرده�اند پیشنهاد [8]
که شود انتخاب کوچک

MSE
(
β̂RIDGE

)
≤ MSE

(
β̂LS

)

که داده�اند، راپیشنهاد λ = pσ٢

β
′
β
بهینۀ مقدار اساس این بر و

جایگزین σ̂٢
LS و β̂LS با رامی�توان آن در σ٢ و β پارامترهاي

کرد.
18Least Absolute Shrinkage and Selection Operator
19 Least Angle Regression
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به�طور انگارانه ساده مرتجع تور که است مطلب این بیانگر که
کند. انتخاب را متغیر p هر می�تواند وضعیتی هر در بالقوه
روش از م.2 بر غلبه در تورمرتجع توانایی اصلی دلیل همچنین
نسبت مرتجع تور روش تاوان تابع اکید بودن محدب LASSO

.[20] است λ٢ > ٠ به�ازاي ،β به
مرحله دو در انگارانه ساده مرتجع تور براوردگر عملکرد
براورد یک ثابت λ٢ي هر براي ابتدا می�گیرد، صورت
توسط را براورد این سپس و آورده دست به ستیغی رگرسیونی
را متغیر انتخاب هم�زمان و می�کند منقبض L١ نرم تاوان تابع
انقباض یک صورت این در که است واضح می�دهد. انجام نیز
مضاعف، انقباض این اصلاح با است. گرفته صورت مضاعف
را انگارانه ساده مرتجع تور روش پیشگویی عملکرد می�توانیم
رگرسیونی روش شدن مطرح به منجر ایده این ببخشیم. بهبود

.[20] گردید زیر به�صورت شده) (اصلاح مرتجع تور

β̂EN = (١ + λ٢) β̂N−EN.

مناسب مقادیر انتخاب مرتجع تور روش در دیگر مهم مسئلۀ
مورد در که همان�طور است. (λ١, λ٢) تنظیم پارامترهاي براي
پارامتر بین مستقیم رابطه�اي کردیم بیان ستیغی p∑براوردگر

j=١ β
٢
j ≤M قید در M کران با ستیغی براورد λي تنظیم

s = با می�توان را λ٢ تنظیم پارامتر این بر بنا دارد. وجود
که همان�طور دیگر طرف از کرد. جایگزین ١

M

∑p
j=١ β

٢
j

و LASSO روش تنظیم پارامتر بین مستقیم رابطه�اي گفتیم
به این بر بنا دارد. وجود LARS روش (k) گام�هاي تعداد

کرد. استفاده (k, s) پارامترهاي از می�توان (λ١, λ٢) جاي

یک که می�شود براورد گونه�اي به (؟؟) λي تنظیم پارامتر
معیارهاي کند. اقل حد را رگرسیونی براورد دقت معیار
از که دارد وجود رگرسیونی براورد سنجشدقت براي مختلفی
اطلاع معیار ،[1] آکائیکه20 اطلاع معیار به می�توان آنها جملۀ
کرد. اشاره [12] متقابل22 اعتبارسنجی معیار و [18] بیزي21

مرتجع تور روش 3.3
خوبی کارایی تحلیل�ها از بسیاري در LASSOروش این�که با
آنها جملۀ از که است، محدودیت�هایی داراي حال این با دارد،

کرد: اشاره زیر موارد به می�توان
متغیر n می�تواند اکثر حد LASSO ،p > n حالت در م.1)
براي کننده محدود ویژگی یک مسئله این که کند، انتخاب

.[20] است متغیر انتخاب
همبستگی�هاي که باشد موجود متغیرها از گروهی اگر م.2)
LASSO صورت این در باشد، شدید بسیار آنها دوي به دو
انتخاب متغیر و دارد گروه از یکمتغیر تنها انتخاب به گرایش
به�منظور .[20] نیست متغیر بهترین لزوماً گروه این از شده
به دیگري سازي منظم روش [20] نقایص این بر آمدن فائق
انگارانۀ24 ساده حالت ابتدا کرده�اند. ارائه را 23 مرتجع تور نام

می�کنیم. بیان را روش این
به�صورت β مرتجع تور انگارانۀ ساده براوردگر

β̂N−EN =argmin
β

{ n∑
i=١

(yi − xiβ)
٢
+ λ١

p∑
j=١

|βj |

+ λ٢

p∑
j=١

β٢
j

}
.

این به مرتجع تور براوردگر محاسبۀ نحوة می�آید. دست به
مسئلۀ می�توان ساختگی داده�هاي از استفاده با که است صورت
کرد تبدیل LASSO مسئلۀ یک به را انگارانه ساده مرتجع تور
است، n+ p ساختگی مسئلۀ در نمونه اندازة حقیقت در .[20]

20 Akaike Information Criterion
21 Bayesian Information Criterion
22 Cross Validation
23 Elastic Net
24 Naive
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نتیجه در و

β̂LTS−RIDGE =
(
X

′
Z∗X+ λI

)−١
X

′
Z∗y,

،z∗ = argminz∈Eh
Q (z) و Z∗ = diag (z∗) آن در که

،i = ١, . . . , n ،zi ∈ {٠, ١} که z = (z١, . . . , zn) آن در که

Eh =

{
(z١, . . . , zn) ; zi ∈ {٠, ١} ,

n∑
i=١

zi = h

}
و

Q (z) =

(
y −X

(
X

′
ZX+ λI

)−١
X

′
Zy

)′

Z

(
y −X

(
X

′
ZX+ λI

)−١
X

′
Zy

)
+ λy

′
Z

′
X
(
X

′
ZX+ λI

)−٢
X

′
Zy.

الگوریتم LTS− RIDGE براورد محاسبۀ به�منظور
به�صورت که می�بریم کار به را FAST− LTS− RIDGE

است. زیر
توان�هاي مجموع هدف تابع λ ثابت تنظیم پارامتر یک براي
زیرمجموعۀ روي β L٢ي نرم دوم توان با تاوانیده دوم

به�صورت را |H| = h با H ⊆ {١, . . . , n}

Q (H,β) =
∑
i∈H

(yi − xiβ)
٢
+ λ

p∑
j=١

β٢
j .

به (H٠) اولیه زیرمجموعۀ انتخاب براي بگیرید. نظر در
از دلخواه زیرمجموعه�اي ابتدا که می�کنیم عمل صورت این
λ پارامتر مذکور زیرمجموعۀ براي و کرده انتخاب h اندازه�ي

می�دهیم قرار می�کنیم. براورد GCV معیار به�کمک را

H١ =
{
(yi,xi) ; e

٢
٠,i ∈

{(
e٢

٠
)
j:n

: j = ١, . . . , h
}}

,

از λ تنظیم پارامتر براورد براي الگوریتم بعدي مراحل در
به قبل بخش در که [8] توسط شده ارائه پارامتر براورد روش
اساس بر ام k مرحله�ي در می�کنیم. استفاده کردیم اشاره آن
زیرمجموعۀ ساختن ،|Hk| = h که Hk جاري زیرمجموعۀ
کوچک�ترین از تا h با متناظر مشاهده�هاي از Hk+١ بعدي
ستیغی براوردگر گرفتن کار به از حاصل مانده�هاي دوم توان
با می�توان همچنین می�پذیرد. صورت Hk زیرمجموعۀ روي
امکان حد تا موضعی مینیمم یک به ابتدایی زیرمجموعۀ تکرار

یافت. دست مطلق مینیمم به نزدیک

دوم توان�هاي کمترین براوردگر 4
تاوانیده پیراستۀ

در قبل بخش در شده معرفی تاوانیدة رگرسیونی روش�هاي
این استواري عدم نیستند. استوار دورافتاده مشاهده�هاي برابر
توان�هاي کمترین هدف تابع گرفتن کار به از ناشی روش�ها
جایگزینی بخشبا این در است. آنها هدف تابع ساختار در دوم
جاي به (LTS) پیراسته دوم توان�هاي کمترین هدف تابع
این از استوار نسخه�هایی دوم توان�هاي کمترین هدف تابع
بدیهی می�آوریم. دست به را تاوانیده رگرسیون روش�هاي
مشکل با هم�زمان به�طور که زمانی براورد شیوة این که است
دورافتاده مشاهده�هاي و مدل تنکبودن یا و چندگانه هم�خطی

دارد. کاربرد باشیم مواجه

دوم توان�هاي کمترین رگرسیونی روش 1.4
ستیغی پیراستۀ

ستیغی پیراستۀ دوم توان�هاي کمترین روش
و ستیغی رگرسیونی روش از تلفیقی (LTS− RIDGE)

برطرف به�منظور پیراسته دوم توان�هاي کمترین استوار روش
مشاهده�هاي حضور و چندگانه هم�خطی وجود مشکلات کردن
جملۀ یک افزودن با که است، هم�زمان به�صورت دورافتاده
هدف تابع به λ تنظیم پارامتر با β L٢ي نرم دوم توان تاوان

به�صورت پیراسته دوم توان�هاي کمترین

β̂LTS−RIDGE =argmin
β

{
h∑

i=١

(
(y −Xβ)

٢
)
i:n

+ λ

p∑
i=١

β٢
j

آن در که می�آید. دست به
(y −Xβ)

٢
١:n ≤ . . . ≤ (y −Xβ)

٢
n:n

شده�اند. داده (؟؟) و (؟؟) رابطه�هاي در ترتیب به h و
نوشت می�توان دیگر بیان به

β̂LTS−RIDGE = arg min
z∈Eh

argmin
β

{
(y −Xβ)

′
Z (y −Xβ)

+ λβ
′
β

}
.
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LTS− LASSO رگرسیونی براوردگر فروریزش نقطۀ
روش این بالاي استواري از حاکی که ،[2] است n−h+١

n

است.
از LTS رگرسیونی روش می�دانیم که همان�طور
دیگر بیان به می�نماید، استفاده h اندازه�ي از زیرمجموعه�هایی
باشد، کمتر p متغیرهاي تعداد از h نمونۀ اندازة است ممکن
در استفاده به�منظور مناسبی روش LTS روش رو این از
محدودیت�هاي از یکی زیرا نیست، LASSO براوردگر کنار
متغیرها تعداد از نمونه اندازة که می�دهد رخ زمانی LASSO

باشد. کمتر

دوم توان�هاي کمترین رگرسیونی روش 3.4
مرتجع تور پیراستۀ

LASSO روش از ناشی برمحدودیت�هاي آمدن فائق به�منظور
رگرسیونی روش [13] کردیم، بیان قبل زیربخش در که
تعدیل براي را مرتجع تور پیراستۀ دوم توان�هاي کمترین
مطرح چندگانه هم�خطی و دورافتاده مشاهده�هاي مشکلات
پیراستۀ دوم توان�هاي کمترین رگرسیونی براوردگر کردند.

به�صورت (LTS−N− EN) انگارانه ساده مرتجع تور

β̂LTS−N−EN =argmin
β

{ h∑
i=١

(
(y −Xβ)٢

)
i:n

+ λ١

p∑
j=١

|βj |+ λ٢

p∑
j=١

β٢
j

}
.

آن در که می�آید. دست به

(y −Xβ)
٢
١:n ≤ . . . ≤ (y −Xβ)

٢
n:n

شده�اند. داده (؟؟) و (؟؟) رابطه�هاي در ترتیب به h و
براوردگر تایی h زیرمجموعۀ هر روي این�که به توجه با
می�شود، N− EN براوردگر یک به تبدیل LTS−N− EN

زیرمجموعۀ هر روي ساختگی داده�هاي از استفاده با این بر بنا
براوردگر یک به تبدیل N− EN براوردگر تایی h

الگوریتم مشابه الگوریتمی با این بر بنا می�شود. LASSO

داده�هاي گرفتن نظر در با و FAST− LTS− RIDGE

براوردگر به می�توان تایی h زیرمجموعۀ هر روي ساختگی
یافت. دست LTS−N− EN

از حاکی که است n−h+١
n براوردگر این فروریزش نقطۀ

است. روش این بالاي استواري
براورد یک آوردن دست به براي انگارانه ساده روشی [11]
توجه با که کرده�اند ارائه ستیغی پیراستۀ دوم توان�هاي کمترین
دوم توان�هاي کمترین براوردگر و ستیغی براوردگر رابطۀ به

به�صورت براوردگر این

β̂N−LTS−RIDGE =
(
X

′
X+ λLTSI

)−١
X

′
Xβ̂LTS,

به�صورت می�تواند λLTS آن در که می�آید. دست به

λLTS =
pσ̂٢

LTS

β̂
′

LTSβ̂LTS

.

شود. محاسبه

دوم توان�هاي کمترین رگرسیونی روش 2.4
تنک پیراستۀ

روش این که است واضح LTS روش بالاي استواري وجود با
از تنک نسخۀ یک نمی�کند. تولید را تنک مدل براوردهاي
پارامتر با β بردار L١ نرم تاوان تابع یک افزودن با LTS
کمترین براوردگر می�شود. حاصل LTSهدف تابع به λ تنظیم

به�صورت (Sparse− LTS) تنک پیراستۀ دوم توان�هاي

βSparse−LTS =argmin
β

{ h∑
i=١

(
(y −Xβ)٢

)
i:n

+ hλ

p∑
j=١

|βj |
}
.

آن در که می�آید. دست به

(y −Xβ)
٢
١:n ≤ . . . ≤ (y −Xβ)

٢
n:n

شده�اند. داده (؟؟) و (؟؟) رابطه�هاي در ترتیب به h و
پیراسته�ي نسخۀ یک عنوان به می�تواند تنک LTS براوردگر
می�توان که دیگري نام رو این از شود، گرفته نظر در LASSO

است. LTS− LASSO برد کار به براوردگر این براي
می�توان LTS− LASSO براوردگر سریع محاسبۀ براي
به را FAST− LTS− RIDGE الگوریتم مشابه الگوریتمی

گرفت. کار
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تنک انحرافات مطلق قدر کمترین روش 2.5

به رگرسیونی ضرایب بردار L1 نرم تاوان تابع یک افزودن با
مدل�هاي با مواجهه در روش این از می�توان LAD هدف تابع
می�تواند LAD با مقایسه در روش این گرفت. بهره تنک
انجام هم�زمان به�صورت را پارامتر براورد و متغیر انتخاب عمل
دورافتادة مشاهده�هاي مقابل در LASSO با مقایسه در و دهد

است. استوار عمودي
اصلاح نسخۀ کردیم، اشاره سوم بخش در که همان�طور
دادیم، نشان LASSO∗ نماد با را آن که ،LASSO شده�ي
است. معمولی LASSOي به نسبت بالاتري کارایی داراي
ترجیح ،LASSO به نسبت LASSO∗ بیشتر پیچیدگی علیرغم
کنیم. استفاده LASSO∗ و LADروش دو ترکیب از می�دهیم

به�صورت LAD− LASSO∗ براوردگر

β̂LAD−LASSO∗ =argmin
β

{ n∑
i=١

|yi − xiβ|

+ n

p∑
j=١

λj |βj |
}
. (10)

براوردگر یافتن مسئلۀ محاسباتی نظر از می�آید. دست به
یک به ساختگی داده�هاي از استفاده با LAD− LASSO∗

به�منظور می�یابد. کاهش LAD براوردگر یک یافتن مسئلۀ
استفاده [3] BR الگوریتم از می�توان LAD براوردگر محاسبۀ

کرد.

هم�زمان براورد و (؟؟) مدل در تنظیم پارامتر p وجود دلیل به
BIC و GCV ،CV روش�هاي از استفاده پارامترها، این
ایده�اي اساس بر نیست. مناسب پارامترها این براورد براي
عنوان به می�توان را LAD− LASSO∗ براوردگر [19] از
ضریب هر که به�طوري گرفت، نظر در بیزي براوردگر یک
پارامتر با دوگانه نمایی پیشین توزیع داراي βj رگرسیونی
مقدار اساس این بر و است nλj مقیاسی پارامتر و صفر مکانی
می�توان را βj آن در که است، شده ارئه را λ̂j = ١

n|βj | بهینه�ي
کرد. براورد معمولی LADي براوردگر از استفاده با

هم�خطی حضور در استوار رگرسیون 5
کمترین برآورگر وسیلۀ به چندگانه

تاوانیده انحرافات مطلق قدر
LAD براوردگر هدف تابع به تاوان جملۀ یک کردن اضافه
که شود استواري رگرسیونی براوردگرهاي به منجر می�تواند
مدل�هاي با مواجهه در یا و چندگانه هم�خطی حضور در
اطمینانی قابل پیشگویی عملکرد و کارایی داراي نیز تنک
تاوانیده LADي براوردگرهاي بررسی به بخش این در هستند.
ضرایب بردار L2ي نرم دوم توان و L1 نرم تاوان تابع توسط

می�پردازیم. نرم دو این از خطی ترکیبی و رگرسیونی

ستیغی انحرافات مطلق قدر کمترین روش 1.5
ستیغی انحرافات مطلق قدر کمترین روش اصلی ایدة
نرم دوم توان تاوان تابع یک افزودن (LAD− RIDGE)

قدر کمترین هدف تابع به (RIDGE) ضرایب بردار L2ي

روش با مقایسه در روش این است. (LAD) انحرافات مطلق
ضرایب انقباض عمل می�تواند انحرافات مطلق قدر کمترین
و دهد انجام هم�زمان به�صورت را پارامتر براورد و رگرسیونی
دورافتادة مشاهده�هاي مقابل در ستیغی براوردگر با مقایسه در
به�صورت LAD− RIDGE براوردگر است. استوار عمودي

(9)
β̂LAD−RIDGE = argmin

β

{ n∑
i=١

|yi − xiβ|+λ
p∑

j=١

β٢
j

}
.

LAD− RIDGE براوردگر محاسبۀ به�منظور می�آید. دست به
به�صورت تیلور بسط اساس بر موضعی خطی تقریب از
β̂LAD−RIDGE ≈ argmin

β

{ n∑
i=١

|yi − xiβ|

+ n

p∑
j=١

٢λβ(٠)
j

n
|βj |

}
.

در است. معلوم مقدار یک β(٠)
j آن در که می�کنیم. استفاده

براوردگر یک می�توان را LAD− RIDGE براوردگر نتیجه
بخش زیر در که گرفت، نظر در تقریبی LAD− LASSO∗

می�پردازیم. آن معرفی به بعد
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تاوانیده�ي استوار رگرسیون روش�هاي از استفاده با [10] بدن
می�پردازیم. LTS− RIDGE و LTS− LASSO

شبیه�سازي 1.6

مقایسۀ براي مجزا شبیه�سازي سه مطالعۀ به بخش این در
چهارم بخش�هاي در شده مختلفمطرح براوردگرهاي عملکرد
انجام R نرم�افزار در شبیه�سازي�ها این می�پردازیم. پنجم و
روش�هاي عملکرد مقایسۀ اول شبیه�سازي از هدف است. شده
به�دست�آمده برآورگرهاي سازي تنک براي EN و LASSO

براي LTS و LAD روش�هاي مقایسۀ همچنین و یکطرف از
دورافتاده مشاهده�هاي برابر در حاصل براوردهاي سازي استوار
این از مختلف ترکیب چهار منظور به�این است. دیگر طرف از
،LTS− LASSO ،LAD− LASSO∗ به�صورت را روش�ها
بر علاوه می�گیریم. نظر در LTS− EN و LAD− EN

روش دو براوردگر، چهار این عملکرد مقایسۀ و محاسبه
توابع تأثیرگذاري میزان بررسی به�منظور نیز را LAD و LTS

LASSO روش دو و حاصل براوردگرهاي بهبود در تاوان
در سازي استوار روش�هاي بررسی به�منظور نیز را EN و
کمترین براورد عملکرد همچنین می�دهیم. قرار کار دستور
بررسی بالا براوردگرهاي کنار در نیز را (LS) دوم توان�هاي
این در براوردگرها عملکرد دقت بررسی ملاك�هاي می�کنیم.
دوم توان�هاي میانگین دوم ریشۀ ملاك شبیه�سازي، مطالعۀ
نادرست نکردن تنک نرخ� ملاك�هاي و پیشگویی25 خطاي
مثبت نرخ ترتیب، به که هستند نادرست سازي تنک نرخ و
به�صورت و می�شوند نامیده نادرست27 منفی نرخ و نادرست26

می�گردند. تعریف زیر

پیشگویی خطاي دوم توان�هاي میانگین دوم ریشۀ
مشاهدة n ابتدا ملاك، این محاسبۀ به�منظور :(RMSPE)

بدون نظر، مورد مدل از ،i = ١, . . . , n ،(y∗i , x∗i ) اضافی
می�کنیم. تولید آزمایشی دادة عنوان به دورافتاده، مشاهده�هاي

تور انحرافات مطلق قدر کمترین روش 3.5
مرتجع

مرتجع تور انحرافات مطلق قدر کمترین روش اصلی ایدة
به مرتجع تور نوع از تاوان تابع یک افزودن (LAD− EN)

در روش این است. انحرافات مطلق قدر کمترین هدف تابع
عمل می�تواند انحرافات مطلق قدر کمترین روش با مقایسه
پارامتر براورد و رگرسیونی ضرایب انقباض و سازي تنک
تور براوردگر با مقایسه در و دهد انجام هم�زمان به�صورت را
است. استوار عمودي دورافتادة مشاهده�هاي مقابل در مرتجع
انتخاب در LAD− LASSOروش معایب روش این همچنین
تور انحرافات مطلق قدر کمترین براوردگر ندارد. را متغیر

به�صورت انگارانه ساده مرتجع

β̂LAD−N−EN =argmin
β

{ n∑
i=١

|yi − xiβ|+ λ١

p∑
j=١

|βj |

+ λ٢

p∑
j=١

β٢
j

}
.

براوردگر محاسبۀ سهولت به�منظور می�آید. دست به
تقریب از ،LAD−N− EN

β̂LAD−N−EN ≈ argmin
β

{ n∑
i=١

|yi − xiβ|

+ n

p∑
j=١

(
٢λ٢β

(٠)
j + λ١

n

)
|βj |

}
.

به LAD−N− EN براوردگر نتیجه در می�کنیم. استفاده
می�شود. تبدیل تقریبی LAD− LASSO∗ براوردگر یک

بررسی و شبیه�سازي عددي، مطالعۀ 6
واقعی داده�هاي

در شده مطرح مختلف براوردگرهاي عملکرد مقایسۀ به�منظور
را مجزا شبیه�سازي مطالعۀ سه ابتدا پنجم و چهارم بخش�هاي
چربی واقعی دادة مجموعه یک تحلیل به سپس می�دهیم. انجام

25 Root Mean Squared Prediction Error
26 False Positive Rate
27 False Negative Rate
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اول شبیه�سازي 1.1.6

n = ١٠٠ تعداد شبیه�سازي این تکرار بار هر در
متغیره�ي p نرمال توزیع یک از پیشگو متغیرهاي مشاهدة
رگرسیونی ضرایب بردار و است شده تولید Np (٠, Ip×p)

در نتیجه در است. شده داده β = (١٠, ٠, ٠, ١۵, ٠) به�صورت
پاسخ متغیرهاي هستیم. تنکمواجه یکمدل با شبیه�سازي این
خطاهاي آن در که است، شده تولید yi = xiβ+εi مدل طبق

شده�اند. تولید N (٠, ٠٫ ۵) نرمال توزیع از εi
زیر پیشنهادي طرح سه دورافتاده مشاهده�هاي تولید به�منظور

می�گیریم: نظر در را
دورافتاده. مشاهده�هاي ایجاد عدم .(1)

خطاهاي از ١٠٪ عمودي: دورافتادة مشاهده�هاي ایجاد .(2)
تولید N (۴٠, ٠٫ ۵) توزیع از N (٠, ٠٫ ۵) توزیع جاي به مدل

شده�اند.
این با ،(2) مشابه نافذ: دورافتادة مشاهده�هاي ایجاد .(3)
(2) طرح با متناظر پیشگوي متغیرهاي از ١٠٪ که تفاوت

شده�اند. تولید N (٢, ١) مستقل توزیع�هاي از نیز
را ها FNR و FPR ،RMSPE میانگین 3 و 2 ،1 جدول�هاي
و شبیه�سازي این در شده محاسبه مختلف براوردگرهاي براي
(طرح دورافتاده» «بدون مختلف طرح سه به�ازاي ترتیب به
نافذ» «دورافتادة و (طرح(2)) عمودي» «دورافتادة ،((1)

می�دهد. نشان (طرح(3))
عدم صورت در است، مشاهده قابل 1 جدول از که همان�طور
مدل یک با این�که به توجه با دورافتاده، مشاهده�هاي وجود
عملکرد LASSO و EN براوردگرهاي هستیم، مواجه تنک
نشان خود از FPR و RMSPE دیدگاه از را خوبی پیشگویی
پیشگویی عملکرد بهبود بر سازي اریب اثر همچنین داده�اند.
میزان کاهش به توجه با LTS و LAD ،LS براوردگرهاي
سه این اساس بر تاوانیده براوردگرهاي FPR و RMSPE

است. مشهود براوردگر

به�صورت را RMSPE ملاك حال

RMSPE
(
β̂
)
=

√√√√ ١
n

n∑
i=١

(
y∗i − x∗

i β̂
)٢
,

در ملاك این :(FPR) نادرست مثبت نرخ می�کنیم. محاسبه
تنک روش ولی هستند صفر که است ضرایبی نسبت واقع
و است نشده آنها براورد مقدار کردن صفر به موفق سازي

به�صورت

FPR
(
β̂
)
=

∣∣∣{j ∈ {١, . . . , p} : β̂j ̸= ٠, βj = ٠
}∣∣∣

|{j ∈ {١, . . . , p} : βj = ٠}|
.

در ملاك این :(FNR) نادرست منفی نرخ می�آید. دست به
شده صفر آنها براورد اشتباه به که است ضرایبی نسبت واقع

به�صورت و است

FNR
(
β̂
)
=

∣∣∣{j ∈ {١, . . . , p} : β̂j = ٠, βj ̸= ٠
}∣∣∣

|{j ∈ {١, . . . , p} : βj ̸= ٠}|
.

FPR ،RMSPE مقادیر میانگین نهایت در می�شود. محاسبه
گزارش و محاسبه شبیه�سازي تکرارهاي تعداد روي FNR و

می�شوند.
روش�هاي عملکرد مقایسۀ دوم شبیه�سازي از هدف
سه منظور به�این است. مختلف استوار ستیغی براورد
و انگارانه ساده LTS− RIDGE ،LAD− RIDGE روش
می�دهیم. قرار مقایسه و مطالعه مورد را دقیق LTS− RIDGE

روش دو براوردگر، سه این عملکرد مقایسۀ و محاسبه بر علاوه
اریب تأثیرگذاري میزان بررسی به�منظور نیز را LAD و LTS

RIDGE روش و حاصل براوردهاي بهبود در ستیغی سازي
کار دستور در سازي استوار روش�هاي بررسی به�منظور نیز را
دوم توان�هاي کمترین براورد عملکرد همچنین می�دهیم. قرار
در می�کنیم. بررسی بالا براوردگرهاي کنار در نیز را (LS)

براوردگرها، عملکرد دقت بررسی ملاك تنها شبیه�سازي این
هدف است. پیشگویی خطاي دوم توان�هاي میانگین دوم ریشۀ
دو در شده مطرح روش�هاي همۀ مقایسۀ سوم شبیه�سازي از
هم�خطی حضور تنکو مدل یک با مواجهه در قبل شبیه�سازي
براوردگرها عملکرد دقت بررسی ملاك�هاي است. چندگانه

است. شبیه�سازي مشابه نیز شبیه�سازي مطالعۀ این در
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(1) طرح براي اول شبیه�سازي �FNRهاي و FPR ،RMSPE میانگین .1 جدول

LS LTS LAD LASSO EN LTS− LASSO LAD− LASSO∗ LTS− EN LAD− EN

RMSPE ٠/۵٢٠ ٠/۵٧١ ٠/۵٣۴ ٠/۵١١ ٠/۵١٠ ٠/۵۴١ ٠/۵١۴ ٠/۵۶۵ ٠/۵٣٣

FPR 1 1 1 ٠/١٣٣٣ ٠/١٨٣ ٠/۵٨٣ ٠/٢٨٣ ٠/٩١٧ ٠/٩٣٣

FNR 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(2) طرح براي اول شبیه�سازي �FNRهاي و FPR ،RMSPE میانگین .2 جدول

LS LTS LAD LASSO EN LTS− LASSO LAD− LASSO∗ LTS− EN LAD− EN

RMSPE ۵/١٢۵ ٠/۶٠٧ ٠/۵۵٧ ٣/٩٢٣۴ ٨/٩۴۵ ٠/۵۴۶ ٠/۵٣٢ ٠/۵۶٧ ٠/۵۵٠

FPR 1 1 1 ٠/٠۶٧ ٠/٠۶٧ ٠/۵١٧ ٠/٣٨٣ ٠/٧١٧ ٠/٩۶٧

FNR 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(3) طرح براي اول شبیه�سازي �FNRهاي و FPR ،RMSPE 3.میانگین جدول

LS LTS LAD LASSO EN LTS− LASSO LAD− LASSO∗ LTS− EN LAD− EN

RMSPE ٧/٢۵۴ ٠/۶٠۴ ٠/٧٢٧ ٣/٨٠٩ ٩/٣۶۶ ٠/۵۵۶ ٠/۶٣٩۶ ٢/۶٧٠ ٠/٧٠٣

FPR 1 1 1 ٠/۶۶٧ ٠/٩٩٩ ٠/۶ ٠/٨ ٠/٧٣٣ ٠/٩٩٩٩

FNR 0 0 0 0 0 0 0 0 0

دوم شبیه�سازي براي ها RMSPE�� 4.میانگین جدول

LS LTS LAD RIDGE LTS− RIDGE1 LTS− RIDGE2 LAD− RIDGE

دورافتاده بدون ٠/۵١٧ ٠/۵۵١ ٠/۵٢٣ ٠/۵١٧ ٠/۵۵٠ ٠/۵۴٩ ٠/۵٢١

عمودي دورافتادة ۴/٧٣۶ ٠/۵۵۵ ٠/۵۵٢ ۴/٣٩٠ ٠/٧٨١ ٠/۵۴۶ ٠/۶٣۴

نافذ دورافتادة ٠/۶٨٩٩ ٠/۵۶٧ ٠/٨۴٩ ۵/۶۴١ ٠/۶٠٨ ٠/۵۶٢ ٠/٧٧۵

FPR و RMSPE میزان کاهش به توجه با LTS و LAD

مشهود براوردگر سه این اساس بر تاوانیده براوردگرهاي
است.

مشاهده�هاي هم�زمان وجود صورت در 3 جدول به توجه با
داشتیم، انتظار که همان�طور نافذ، نقاط و عمودي دورافتادة
پیشگویی عملکرد بهترین داراي LTS− LASSO براوردگر
براوردگرهاي دیگر با مقایسه در FPR و RMSPE دیدگاه از
استواري عدم دلیل به است. شبیه�سازي این در تاوانیده�
عملکرد EN و LASSO براوردگر دو ،LS براوردگر

دورافتادة مشاهده�هاي وجود صورت در 2 جدول به توجه با
انتظار که همان�طور بررسی، مورد دادة مجموعه در عمودي
LTS− LASSO و LAD− LASSO∗ براوردگرهاي داشتیم
هستند. RMSPE دیدگاه از خوبی پیشگویی عملکرد داراي
عدم از EN و LASSO روش دو بالاي RMSPEي مقدار
عمودي دورافتادة مشاهده�هاي مقابل در روش دو این استواري
کمتري FPR داراي روش دو این حال این با است، شده ناشی
اثر همچنین هستند. بررسی مورد روش�هاي دیگر به نسبت
،LS براوردگرهاي پیشگویی عملکرد بهبود بر سازي اریب
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هستند. RMSPE دیدگاه از پیشگویی عملکرد بهترین داراي
عدم از RIDGE و LS براوردگر دو بالاي RMSPEي

دورافتادة مشاهده�هاي مقابل در براوردگر دو این استواري
بهبود بر سازي اریب اثر همچنین است. شده ناشی عمودي
توجه با LTS و LAD ،LS براوردگرهاي پیشگویی عملکرد
اساس بر تاوانیده براوردگرهاي RMSPEي میزان کاهش به
هم�زمان وجود صورت در است. مشهود براوردگر سه این
قابل که همان�طور نافذ، نقاط و عمودي دورافتادة مشاهده�هاي
بهترین داراي LTS− RIDGE2 براوردگر است، مشاهده
RMSPEي است. RMSPE دیدگاه از پیشگویی عملکرد
این استواري عدم از ناشی RIDGE و LS براوردگرهاي بالاي
نقاط و عمودي دورافتادة مشاهده�هاي مقابل در براوردگرها
پیشگویی عملکرد بهبود بر اریبسازي اثر همچنین است. نافذ
میزان کاهش به توجه با ،LTS و LAD ،LS براوردگرهاي
براوردگر سه این اساس بر تاوانیده براوردگرهاي RMSPEي

است. مشهود

سوم شبیه�سازي 3.1.6

n = ١٠٠ تعداد نیز شبیه�سازي این تکرار بار هر در
شبیه�سازي مشابه نرمال یکتوزیع از پیشگو متغیرهاي مشاهدة
مشابه نیز رگرسیونی ضرایب بردار و است شده تولید دوم
شده داده β = (١٠, ٠, ٠, ١۵, ٠) به�صورت اول شبیه�سازي
همراه تنک مدل یک با شبیه�سازي این در نتیجه در است.
مشابه نیز پاسخ متغیرهاي هستیم. مواجه چندگانه هم�خطی با
تولید yi = xiβ + εi مدل طبق دوم و اول شبیه�سازي� دو
N (٠, ٠٫ ۵) نرمال توزیع از εi خطاهاي آن در که است، شده
مشاهده�هاي تولید براي پیشنهادي طرح سه شده�اند. تولید
نیز شبیه�سازي این در را دوم و اول شبیه�سازي در دورافتاده
و FPR ،RMSPE میانگین 6 و 5 جدول�هاي برده�ایم. کار به
این در شده محاسبه مختلف براوردگرهاي براي را ها FNR

«دورافتادة مختلف طرح دو به�ازاي ترتیب به و شبیه�سازي
نشان (طرح(3)) نافذ» «دورافتادة و (طرح(2)) عمودي»

می�دهد.

اریب اثر همچنین نداده�اند. نشان خود از را خوبی پیشگویی
LAD ،LS براوردگرهاي پیشگویی عملکرد بهبود بر سازي
تاوانیده براوردگرهاي FPR میزان کاهش به توجه با LTS و

است. مشهود براوردگر سه این اساس بر
جدول سه هر در FNR مقادیر به مربوط ستون از که همان�طور
در بررسی مورد روش�هاي از یک هیچ است، مشخص فوق
ضرایب براورد نادرست شدن صفر به منجر شبیه�سازي، این

نشده�اند. شبیه�سازي این در رگرسیونی

دوم شبیه�سازي 2.1.6

تفاوت این با است، اول شبیه�سازي مشابه دوم شبیه�سازي
به�صورت پیشگو متغیرهاي کواریانس واریانس ماتریس که
ضرایب بردار و σij = ٠٫ ٩٩|i−j| با Σ = (σij)١≤i,j≤p

است. شده داده β = (١٠, ۵, ٨, ١۵, ۴) به�صورت رگرسیونی
چندگانه هم�خطی داراي مدل دوم شبیه�سازي در نتیجه در
در دورافتاده مشاهده�هاي تولید براي پیشنهادي طرح سه است.
مقادیر برده�ایم. کار به نیز شبیه�سازي این در را اول شبیه�سازي
مختلف طرح�هاي و مختلف براوردگرهاي براي RMSPE

است. شده داده 4 جدول در دورافتاده مشاهده�هاي

صورت در کرد، مشاهده می�توان 4 جدول از که همان�طور
هم�خطی وجود به توجه با دورافتاده، مشاهده�هاي وجود عدم
براوردگر داشتیم انتظار که همان�طور مدل، در چندگانه
رتبۀ در و است RMSPE مقدار کمترین داراي RIDGE

این�که به توجه با کلّی به�طور دارد. قرار LS براوردگر بعدي
صورت نحوي به RIDGE براوردگر تنظیم پارامتر براورد
واضح ،MSE

(
β̂RIDGE

)
≤ MSE

(
β̂LS

)
که می�پذیرد

روش مدل، در چندگانه هم�خطی وجود صورت در که است
اریب اثر همچنین دارد. ارجحیت LS روش بر RIDGE

LAD ،LS براوردگرهاي پیشگویی عملکرد بهبود بر سازي
براوردگرهاي RMSPEي میزان کاهش به توجه با LTS و
صورت در است. مشهود براوردگر سه این اساس بر تاوانیده
مشاهده قابل همان�طور عمودي دورافتادة مشاهده�هاي وجود
LTS− RIDGE2 و LAD− RIDGE براوردگر دو است،
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واقعی دادة بررسی 2.6
حاصل که است بدن چربی واقعی داده�هاي به مربوط مثال این
اساس بر مرد 252 بدن چگالی براورد به�منظور مطالعه�اي از
است. گرفته صورت آنها اندام مختلف اندازه�هاي اندازه�گیري
R نرم�افزار در mfp نرم�افزاري بستۀ در داده مجموعه این
بدن چگالی میزان مطالعه این در پاسخ متغیر است. موجود
شامل شده گرفته نظر در پیشگوي متغیرهاي همچنین است.
دور اندازة سینه، دور اندازة گردن، دور اندازه�ي� قد، وزن،
زانو، دور اندازة ران، دور اندازة ران، مفصل دور اندازة شکم،
اندازة و بازو دور اندازة بازو، سر دو اندازة پا، قوزك اندازة

به�صورت خطی رگرسیونی مدل هستند. مچ دور

density =β٠ + β١Weight + β٢Height + β٣Neck

+ β۴Chest + β۵Abdomen + β۶Hip

+ β٧Thigh + β٨Knee + β٩Ankle + β١٠Biceps

+ β١١Forearm + β١٢Wrist + ε.

به بردن پی براي است. شده گرفته نظر در بررسی این براي
تورم عوامل مقادیر متغیرها این میان خطی وابستگی میزان
که کرده�ایم محاسبه متغیرها این براي را (VIF) واریانس

است. زیر به�صورت
متغیرهاي براي خصوص به بالا VIF مقادیر به توجه با
کرد مشاهده می�توان Hip و Abdomen ،Chest ،Weight

از دارد. وجود متغیرها این بین شدیدي چندگانۀ هم�خطی که
آورده 1 شکل در که نافذ نقاط جزئی نمودارهاي دیگر طرف
مجموعه این در را دورافتاده مشاهده�هاي برخی وجود شده�اند،

می�دهند. نشان داده
و LTS− LASSO روش�هاي به رگرسیونی ضرایب براورد

است زیر شرح به ترتیب به دقیق LTS− RIDGE

در است، مشاهده قابل 5 جدول از که همان�طور
براوردگر دو عمودي دورافتادة مشاهده�هاي وجود صورت
عملکرد داراي LTS− LASSO و LAD− LASSO∗

RMSPEي هستند. RMSPE دیدگاه از خوبی پیشگویی
روش دو این استواري عدم از EN و RIDGE روش دو بالاي
قابلیت عدم نیز و عمودي دورافتادة مشاهده�هاي مقابل در
بالاي RMSPEي است. سازي تنک در RIDGE براوردگر
در توانایی عدم روشو این استواري عدم از ناشی نیز LSروش
روش همچنین است. چندگانه هم�خطی بر غلبه و سازي تنک
غلبه از ناتوان سازي تنک قابلیت داشتن وجود با LASSO

موجود چندگانۀ هم�خطی مشکل و دورافتاده مشاهده�هاي بر
را بالایی RMSPEي نتیجه در و است بررسی مورد مدل در
مشاهده قابل 5 جدول در که همان�طور است. کرده اختیار
نسبت هستند دارا را سازي تنک قابلیت که روش�هایی است
دارند را چندگانه هم�خطی بر غلبه قابلیت که روش�هایی به

داده�اند. نشان خود از FPR دیدگاه از را بهتري عملکرد

روش دو است مشاهده قابل 6 درجدول که همان�طور
از خوبی پیشگویی عملکرد داراي LTS و LTS− LASSO

ناشی LTS کم RMSPEي شاید که هستند RMSPE دیدگاه
شده ایجاد دورافتاده�هاي مقابل در روش این بالاي استواري از
تنک قابلیت عدم دلیل به LTS حال این با است. (3) طرح در
نداده نشان خود از FPR دیدگاه از را خوبی عملکرد سازي
خطا دچار صفر تشخیصدرستضرایبرگرسیونی در استو
دارا علت به LTS− LASSO براوردگر مقابل در و است شده
همچنین و FPR دیدگاه از را خوبی عملکر قابلیت این بودن

است. داده نشان خود از FNR
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(2) طرح براي سوم شبیه�سازي �FNRهاي و FPR ،RMSPE 5.میانگین جدول

RMSPE FPR FNR

LS ۵/۶٨٨۶۴ 1 0
LTS ٠/۵۶١۵٩ 1 0
LAD ٠/۵۵٣٣۶ 1 0

LASSO ۴/۵۴١ ٠/٣۵ ٠/٢٢۵

EN ٨/۵٧۶۶٧ ٠/۵٨٣٣٣ ٠/١۵

LTS− LASSO ٠/۵۵١٩١ ٠/۵۶۶۶٧ 0
LAD− LASSO∗ ٠/۵٢٣٩٨ ٠/٧۵ 0

LTS− EN ٠/۵۵٣٩٣ ٠/۶۶۶۶٧ 0
LAD− EN ٠/٧٣٠٠٣ ٠/٩٨٣٣٣ 0
RIDGE ۴/٨٣۶۶۵ 1 0

LTS− RIDGE− 1 ١/٣٢٠٧٣ 1 0
LTS− RIDGE− 2 ٠/۵۶٣١٣ 1 0
LAD− RIDGE ٠/٧٣٢٩٧ 1 0

(3) طرح براي سوم شبیه�سازي �FNRهاي و FPR ،RMSPE 6.میانگین جدول
RMSPE FPR FNR

LS ۵/١٢١٩٣ 1 0
LTS ١/٠٠۵۵٨ 1 0
LAD ٢/٧٠۶٩۶ 1 0

LASSO ۵/٠٣٧١١ ٠/۵۵ ٠/١۵

EN ٧/٩٣٢٩٩ ٠/٨۵ ٠/٠۵

LTS− LASSO ٠/٧۴٢٨١ ٠/۵١۶۶٧ 0
LAD− LASSO∗ ٢/۵٨٢٢٩ 1 ٠/٠٢۵

LTS− EN ١/٣٧٣٩۶ ٠/٨١۶۶٧ ٠/٠٧۵

LAD− EN ١/٨٢٨۶ ٠/٩۵ ٠/٠٢۵

RIDGE ۴/٩٣٣۵١ 1 0
LTS− RIDGE− 1 ١/۵١٣۴٢ 1 0
LTS− RIDGE− 2 ١/٠١٧۶٢ 1 0
LAD− RIDGE ١/٨٣١٢۵ ٠/٩۵ ٠/٠٢۵
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بدن چربی واقعی داده�هاي به مربوط نافذ، نقاط جزئی نمودارهاي شکل1.

Weight Height Neck Chest Abdomen Hip Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist

VIF ٣٢/٠٧ ١/۶۵ ۴/٢٩ ٩/۴۵ ٩/٣٨ ١۴/٧٠ ۶/٧۴ ۴/٣٢ ١/٨٩ ٣/۶٠ ٢/١٣ ٢/٩٩

متغیرها Intercept Weight Height Neck Chest Abdomen Hip

β̂LTS−LASSO ١/١٠٠١٣ −٠/٠٠٠٠٣ ٠/٠٠٠٢٨ ٠/٠٠١۵٣ −٠/٠٠٠۵۶ −٠/٠٠١۴٩ ٠/٠٠٠٢٩

متغیرها Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist

β̂LTS−LASSO −٠/٠٠٠٣۴ ٠/٠٠٠۶٧ ٠/٠٠٠۵۴ ٠/٠٠١٢٩ −٠/٠٠٠٣٩ ٠

متغیرها Intercept Weight Height Neck Chest Abdomen Hip

β̂LTS−RIDGE ١/١٧١٠٢ ٠/٠٠٠١۶ ٠/٠٠٠٣۶ ٠/٠٠٠٧٢ −٠/٠٠٠۶۶ −٠/٠٠١۶٢ ٠/٠٠٠٠٢

متغیرها Thigh Knee Ankle Biceps Forearm Wrist

β̂LTS−RIDGE ٠/٠٠٠۶۶− ٠/٠٠١٨٠ ٠/٠٠٠٣۵ ٠/٠٠١٢۶ ٠/٠٠٠٧٨− ٠/٠٠٢٢١−

این هدف تابع ساختار در را دیگري تاوان توابع می�توان
جملۀ از و مقعر غیر تاوان توابع گرفت. کار به براوردگرها
مناسبی گزینۀ SCAD تاوان تابع آنها بهترین و مهم�ترین
با استوار رگرسیونی یکروش کنار در که است منظور به�این
تاوانیدة استوار رگرسیونی براوردگرهاي بالا فروریزش نقطۀ
می�توان که است بدیهی می�دهد. قرار ما اختیار در را مناسبی
SCAD تاوان تابع براي را مقاله این در شده انجام کارهاي
دست قبولی قابل و خوب نتایج به و داد قرار بررسی مورد نیز

یافت.

نتیجه�گیري و بحث 7
رگرسیونی براوردگر نقایص بررسی از پس مقاله این در
مشاهده�هاي برابر در دوم توان�هاي کمترین کلاسیک
به تنک، مدل�هاي با مواجهه و چندگانه هم�خطی دورافتاده،
نوع سه اساس بر تاوانیده استوار رگرسیون روش�هاي معرفی
این بر آمدن فائق براي راهکاري عنوان به تاوان تابع متداول
با یافتیم. دست نیز قبولی قابل نتایج به و پرداختیم مشکلات
براوردگرها این عملکرد بیشتر چه هر بهبود به�منظور حال این
آنها کارایی افزایش و واریانس و اریبی میزان کاهش و
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