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چکیده:
توزیع از تعمیمی که گومپرتز مارشال-الکین به�نام گومپرتز توزیع اساس بر سه�پارامتري عمر طول جدید توزیع یک مقاله، این در
تابع تجمعی، توزیع تابع احتمال، چگالی تابع و شده معرفی است، وانی�شکل و صعودي نزولی، شکست�هاي نرخ داراي و گومپرتز
و شانون و رنی آنتروپی�هاي مرتب، آماره�هاي گشتاورهاي مرکزي، گشتاورهاي مانند جدید توزیع این خصوصیات از برخی و خطر
واقعی، مجموعه�دادة یک به�کمک شده، برآورد درست�نمایی ماکسیمم به�روش آن پارامترهاي همچنین می�آید. �دست به چندك تابع

می�شود. مقایسه گومپرتز توزیع اساس بر عمر طول توزیع�هاي از برخی با جدید توزیع این
گومپرتز. مارشال-الکین توزیع درست�نمایی، ماکسیمم برآورد شکست، تابع گومپرتز، توزیع کلیدي: واژه�هاي

توزیع�هاي بقیۀ از مناسب�تر مدلی که می�شود داده نشان و �شود
توزیع معرفی به مقاله دوم بخش در است. معرفی�شده عمر طول
شکست، تابع مانند آن خصوصیات از برخی و پرداخته جدید
آنتروپی�هاي ترتیبی، آماره�هاي چگالی تابع مرکزي، گشتاورهاي
به�روش آن پارامترهاي و محاسبه چندك تابع و شانون و رنی
استفاده با سوم بخش در می�شود. برآورد درست�نمایی ماکسیمم
توزیع�هاي از برخی با جدید توزیع واقعی، مجموعه�دادة یک از

می�شود. مقایسه گومپرتز توزیع پایۀ بر

گومپرتز مارشال-الکین توزیع 2
با که گومپرتز توزیع احتمال چگالی تابع و تجمعی توزیع تابع
است. زیر به�صورت به�ترتیب می�شود داده ,Gom(αنشان β) نماد

F (x) = ١ − e−
α
β (e

βx−١), x > ٠, α > ٠, β > ٠ (1)

f(x) = αeβxe−
α
β (e

βx−١), x > ٠, α > ٠, β > ٠ (2)

چگالی تابع با تصادفی متغیري X اگر می�باشد. .1.2 قضیۀ
زیر به�صورت آن ام r مرتبۀ مرکزي گشتاور باشد، (2) احتمال

مقدمه 1
بقا زمان�هاي مدل�بندي در مهمی نقش [2] گومپرتز2 توزیع
کاربردهاي از همچنین .[5 و 2] دارد بشر میر و مرگ و
مانند مختلفی علوم در کاربرد به می�توان گومپرتز توزیع دیگر
کامپیوتر ،[23] جامعه�شناسی ،[8] بقا تحلیل ،[3] زیست�شناسی
توزیع خطر تابع که آن�جا از کرد. اشاره [1] بازاریابی ،[16]
توزیع یک به�عنوان نمی�تواند است، افزایشی و ثابت گومپرتز
و ثابت غیر خطر تابع با پدیده�هاي مدل�بندي براي عمر طول
توزیع پایۀ بر توزیع�هایی علت به�همین باشد. مؤثر افزایشی غیر
طول جدید توزیع به�عنوان مختلف نویسندگان توسط گومپرتز
بتا- توزیع به می�توان توزیع�ها این جملۀ از شد. معرفی عمر
مک�دونالد توزیع ،[4] تعمیم�یافته گومپرتز توزیع ،[9] گومپرتز
توزیع�هاي از یکی که [21] گومپرتز-پوآسن و [18] گومپرتز
است، [10] گومپرتز توانی سري توزیع�هاي خانوادة به متعلق
بشر میر و مرگ و بقا زمان�هاي مدل�بندي چون کرد. اشاره
عمر طول توزیع به�عنوان کمی توزیع�هاي و بوده اهمیت حائز
توزیع یک که است آن مقاله این اصلی هدف شدند، معرفی
شکست نرخ�هاي با گومپرتز توزیع اساس بر سه�پارامتري جدید
معرفی عمر طول توزیع به�عنوان شکل وانی و صعودي نزولی،

ایران نور، پیام دانشگاه آمار، گروه علمی هیئت عضو 1

2 Gompertz
3generalized integro-exponential function [
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به�صورت نیز گومپرتز مارشال-الکین توزیع خطر تابع و

h(x) =
αpeβx

١ − (١ − p)e−
α
β (eβx−١)

در پارامترهایش مختلف مقادیر به�ازاي آن نمودار که می�باشد
توزیع نمودار که 1 شکل است. شده داده نشان 2 شکل
پارامترهایش مختلف مقادیر به�ازاي گومپرتز مارشال-الکین
بیان�کنندة 2 شکل و آن بودن انعطاف�پذیر بیان�کنندة است،
می�باشد. توزیع این خطر تابع بودن شکل وانی و نزولی صعودي،
نزولی، صعودي، شرایط [7] گلاسر قضیۀ به�کمک می�توان البته
کرد. بررسی را توزیعی هر خطر تابع بودن تک�مدي و وانی�شکل
رجوع [15] به گلاسر قضیۀ کاربرد بارة در بیشتر جزئیات براي
کرده بررسی را لیندلی-لگاریتمی توزیع خطر تابع رفتار که شود

می�شود: بیان زیر صورت به گلاسر قضیۀ است.

و η(t) = − f
′
(t)

f(t) کنید فرض گلاسر) (قضیۀ .2.2 قضیۀ
چگالی تابع با متناظر خطر تابع h(t) که باشند g(t) = ١

h(t)

است. f(t) احتمال

η
′
(t) = باشیم داشته t > ٠ مقادیر همۀ به�ازاي اگر .1

است. صعودي تابعی خطر، تابع ، dη(t)
dt > ٠

آن�گاه باشد η′
(t) < ٠ ،t < ٠ مقادیر همۀ به�ازاي اگر .2

است. نزولی تابعی خطر، تابع

به�طوري دارد وجود t٠ > ٠ مقدار یک کنید فرض .3
η

′
(t) < ٠ داریم t ∈ (٠, t٠) مقادیر همۀ به�ازاي که

داریم t > t٠ مقادیر همۀ به�ازاي و η
′
(t٠) = ٠ و

اگر است وانی�شکل خطر، تابع آن�گاه .η′
(t)) > ٠

باشد g′
(y٠) = ٠ که به�طوري باشد داشته وجود y٠ > ٠

است. صعودي خطر تابع این�صورت، غیر در و

به�طوري دارد وجود t٠ > ٠ مقدار یک کنید فرض .4
η

′
(t) > ٠ داریم t ∈ (٠, t٠) مقادیر همۀ به�ازاي که

داریم t > t٠ مقادیر همۀ به�ازاي و η
′
(t٠) = ٠ و

y٠ > ٠ اگر است تک�مدي خطر، تابع آن�گاه .η′
(t)) < ٠

غیر در و باشد g′
(y٠) = ٠ که به�طوري باشد داشته وجود

است. نزولی خطر، تابع این�صورت

است.

E(Xr) =
r!

βr
e

α
β Er−١

١

(
α

β

)
نمایی- انتگرال تابع En

s (z) =
∫∞

١ (lnx)nx−se−zxdx که
دارد. نام تعمیم�یافته3

شود. مراجعه [12] به اثبات براي اثبات.

تابع با توزیع�هاي خانوادة مختلف، روش�هاي از استفاده با
طول توزیع�هاي به�عنوان که می�شوند معرفی انعطاف�پذیرتر خطر
این از یکی باشند. داشته مهم نقش می�توانند بقا تحلیل در عمر
توزیع خانوادة یک که است [13] مارشال-الکین روش روش�ها،
آن توزیع تابع که می�کند معرفی اضافی پارامتر یک با جدید

به�صورت

F (x) =
١ − Ḡ(x)

١ − (١ − p)Ḡ(x)
, p > ٠,−∞ < x < ∞ (3)

به�صورت آن احتمال چگالی تابع و

f(x) =
pg(x)(

١ − (١ − p)Ḡ(x)
)٢ , p > ٠,−∞ < x < ∞ (4)

پیوستۀ توزیع تابع یک G(x) که Ḡ(x) = ١−G(x) و می�باشد
خانوادة است. آن با متناظر احتمال چگالی تابع نیز g(x) و دلخواه
احتمال چگالی تابع و (3) رابطۀ در شده داده توزیع تابع با توزیع
نامیده G-مارشال-الکین توزیع خانواده ،(4) رابطۀ در شده داده
اگر می�شود. داده نشان MOG نماد با مقاله این در که می�شود
خانوادة یک باشد، نمایی توزیع یک G ،(4) و (3) روابط در
توزیع�هاي از انعطاف�پذیر�تر که می�شود تولید دوپارامتري توزیع
با مقاله این در است. لگ�نرمال و گاما وایبول، دوپارامتري
در g(x) و G(x) به�جاي به�ترتیب (2) و (1) روابط جایگذاري
می�شود تولید گومپرتز4 مارشال-الکین توزیع ،(4) و (3) روابط
زیر به�صورت به�ترتیب آن احتمال چگالی تابع و توزیع تابع که

است.

F (x) =
١ − e−

α
β (e

βx−١)

١ − (١ − p)e−
α
β (eβx−١) , x > ٠, α, β, p > ٠

f(x) =
αpeβxe−

α
β (e

βx−١)[
١ − (١ − p)e−

α
β (eβx−١)

]٢ , x > ٠, α, β, p > ٠

4 Marsall-Olkin Gompertz distribution [
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(α, β, p) مختلف مقادیر به�ازاي گومپرتز مارشال-الکین توزیع احتمال چگالی تابع نمودارهاي شکل1.

(α, β, p) مختلف مقادیر به�ازاي گومپرتز مارشال-الکین خطر تابع نمودارهاي شکل2.

رابطۀ از استفاده با و
[
١ − (١ − p)e−

α
β (e

βx−١)
]−٢

(
−n

k

)
= (−١)k

(
n+ k − ١

k

)

می�شود: بازنویسی زیر به�صورت

f(x) =αpeβxe−
α
β (e

βx−١)

×
∞∑
j=٠

(−١)j(١ − p)j
(
−٢
j

)
e−

α
βj (e

βx−١).

مرکزي گشتاورهاي 1.2
بخش�هاي و بخش این در که می�شود اشاره رابطه�اي به اکنون

می�شود. استفاده آن از بعدي

(١ − z)δ =

∞∑
j=٠

(−١)j
(
δ

j

)
zj , δ ∈ R, |z| < ١ (5)

داده احتمال چگالی تابع با توزیع داراي X تصادفی متغیر اگر
براي (5) رابطۀ� کاربرد به توجه با f(x) باشد، (4) رابطۀ در ] شده
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شانون و رنی آنتروپی�هاي 3.2
تابع و f(x) احتمال چگالی تابع با تصادفی متغیر یک X اگر
زیر به��صورت [17] رنی آنتروپی باشد، F (x) تجمعی توزیع

می�شود: تعریف

I(r) =
١

١ − r
log

{∫ ∞

٠
fr(x)dx

}
, r > ٠, r ̸= ١

باشد گومپرتز مارشال-الکین توزیع احتمال چگالی تابع f(x) اگر
داریم: (5) رابطۀ به�کمک

fr(x) =(αp)rerβx

×
∞∑
j=٠

(
٢r + j − ١

j

)
(p− ١)je−

(j+k)α
β (eβx−١),

∫ ∞

٠
fr(x)dx =(αp)r

×
∞∑
j=٠

{(
٢r + j − ١

j

)
(p− ١)je−

(j+r)α
β

×
∫ ∞

٠
erβxe−

(j+r)α
β eβx

dx

}

=

∫ ∞

١
ur−١e−

(j+r)α
β udu.

داریم: u = eβx متغیر تغییر به�کمک

I١ =

∫ ∞

٠
erβxe−

(j+r)α
β eβx

dx =

∫ ∞

١
ur−١e−

(j+r)α
β udu.

که ،I١ = E(١−r)

(
(j+r)α

β

)
داشت خواهیم باشد، r < ١ اگر

Es(z) بارة در بیشتر اطلاع براي .Es(z) =
∫∞

١ x−se−zxdx

محاسبه زیر به�صورت I١ باشد، r > ١ اگر شود. رجوع [12] به
می�شود:

I١ =

[
β

(r + j)α

]r (
r!− Γ(

(j + r)α

β
, r)

)
= h(α, β, j),

فرض با این بر بنا .Γ(a, r) = ∫ a

٠ xr−١e−xdx که به�طوري

I =

∫ ∞

٠
fr(x)dx

داریم:

I =


(αp)r

∑∞
j=٠ S(α, β, p, j)E(١−r)

(
(j+r)α

β

)
, r < ١

(αp)r
∑∞

j=٠ S(α, β, p, j)h(α, β, j), r > ١

بر بنا .S(α, β, p, j) = (٢r+j−١
j

)
(p−١)je−

(j+r)α
β که به�طوري

آنتروپی می�آید. �دست به به�راحتی رنی آنتروپی I به�کمک این

به زیر به�صورت X تصادفی متغیر ام r مرتبۀ مرکزي گشتاور
می�آید. �دست

E(Xr) =

∞∑
j=٠

[
(p− ١)j

j + ١

(
j + ١
j

)

×
∫ ∞

٠

(
xr(j + ١)αpeβxe−

(j+١)α
β (eβx−١)

)
dx

]
.

گشتاور ∫∞
٠

(
xr(j + ١)αpeβxe−

(j+١)α
β (eβx−١)

)
dx چون

β و (j + ١)α پارامترهاي با گومپرتز توزیع ام r مرتبۀ مرکزي
داریم: 1.2 قضیۀ به توجه با است،

E(Xr) =
r!p

βr

∞∑
j=٠

[(
j + ١
j

)
(p− ١)j

j + ١
e

(j+١)α
β

× E
(r−١)
١

(
(j + ١)α

β

)]
.

مرتب آماره�هاي گشتاورهاي 2.2
با توزیع از تایی n تصادفی نمونۀ یک ترتیبی آمارة Xi:n اگر
چگالی تابع باشد، (4) رابطۀ در شده داده احتمال چگالی تابع

به�صورت fi:n(x) آن احتمال

fi:n(x) =
f(x)(F (x))i−١)١ − F (x))n−i

B(i, n− i+ ١)
, x > ٠ (6)

چگالی تابع به�ترتیب F (x) و f(x) آن در که می�شود محاسبه
گومپرتز مارشال-الکین توزیع تجمعی توزیع تابع و احتمال
F (x) به��جاي به�ترتیب (4) و (3) روابط جایگذاري با می�باشند.
خیام-نیوتن، دوجمله�اي بسط از استفاده با و (6) رابطۀ در f(x) و
�دست به زیر به�صورت Xi:n ترتیبی آمارة احتمال چگالی تابع

می�آید.

fi:n(x) =
αpeβx

B(i, n− i+ ١)

×
n−i∑
j=٠

i+j−١∑
k=٠

(−١)j+ke−
(k+١)α

β (eβx−١)[
١ − (١ − p)e−

(j+١)α
β (eβx−١)

]i+j+١ ,

گشتاور جبري، محاسبات کمی از بعد و 1.2 به�کمکقضیۀ اکنون
محاسبه زیر به�صورت Xi:n ترتیبی آمارة �rام مرتبۀ� مرکزي

می�شود:

E(Xr
i:n) =

r!p

B(i, n− i+ ١)

n−i∑
j=٠

i+j−١∑
k=٠

∞∑
s=٠

[
(−١)j+k(١ − p)s

i+ j + s

×
(
i+ j + s

s

)
e

(i+j+s)α
β E

(r−١)
١

(
(i+ j + s)α

β

)
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می�شود داده نشان Θ̂ نماد با که Θ درست�نمایی ماکسیمم برآورد
به ∂ℓn

∂p = ٠ و ∂ℓn
∂β = ٠ ℓn∂و

∂α = ٠ معادله�هاي هم�زمان حل از
می�باشند. زیر به�صورت به�ترتیب که می�آید �دست

١)٢ − p)

β

n∑
i=١

(
eβxi − ١

)
e−

α
β (e

βxi−١)

١ − (١ − p)e−
α
β (eβxi−١)

+
١
β

n∑
i=١

(
eβxi − ١

)
− n

α
= ٠,

٢(p− ١)
n∑

i=١

[(
eβxi − ١

)
− βxie

βxi
]
e−

α
β (e

βxi−١)

١ − (١ − p)e−
α
β (eβxi−١)

+
n∑

i=١

(
eβxi − ١

)
− β

n∑
i=١

xie
βxi = ٠,

٢
n∑

i=١

e−
α
β (e

βxi−١)

١ − (١ − p)e−
α
β (eβxi−١)

− n

p
= ٠.

از استفاده با و نمی�آیند �دست به بسته به�صورت برآوردها البته
توزیع همچنین می�باشند. حل قابل R نرم�افزار در maxLik بستۀ
آن در که است N(Θ, I−١(Θ̂)) توزیع [6] به توجه با Θ̂ مجانبی

داریم:

I−١(Θ) =


−Iαα −Iαβ −Iαp

−Iβα −Iββ −Iβp

−Ipα −Ipβ −Ipp


−١

Θ به�جاي Θ̂ جایگذاري با است. Iθiθj = ∂٢ℓn
∂θi∂θj

که به�طوري
داریم:

I−١(Θ̂) =


V ar(α̂) Cov(α̂, β̂) Cov(α̂, p̂)

Cov(β̂, α̂) V ar(β̂) Cov(β̂, p̂)

Cov(p̂, α̂) Cov(p̂, β̂) V ar(p̂)


فرض آزمون و اطمینان فاصلۀ محاسبۀ در مهمی نقش که

دارد. p و βو α پارامترهاي

واقعی داده�هاي تحلیل 3
واقعی، مجموعه�داده�هاي یک از استفاده با بخش این در
�گومپرتز، مک�دونالد توزیع�هاي با گومپرتز مارشال-الکین توزیع
گومپرتز- و گومپرتز-پوآسن بتا-گومپرتز، �تعمیم�یافته، گومپرتز

البته می�شود. تعریف E(− log f(X)) به�صورت [19] شانون
رابطۀ به�کمک رنی آنتروپی از می�توان نیز را شانون آنتروپی

آورد. �دست به limr→١ I(r)

چندك تابع 4.2
تابع باشد، MOG(α, β, p) توزیع با تصادفی متغیر یک X اگر
می�شود. تعریف زیر به�صورت u ∈ (٠, ١) به�ازاي آن چندك

Q(u) = F−١(u) (7)
=

١
β
log

[
١ − ١

β
log

(
١ − u

١ − u(١ − p)

)]
,

مارشال-الکین تجمعی توزیع تابع وارون F−١(u) آن در که
مارشال- توزیع شبیه�سازي در (7) رابطۀ می�باشد. گومپرتز
U اگر که صورت بدین است، مفید بسیار گومپرتز الکین
(٠, ١) بازة در پیوسته یکنواخت توزیع داراي و تصادفی متغیري
MOG(α, β, p) توزیع داراي X = Q(U) تصادفی متغیر باشد،
توزیع کشیدگی میزان چندك، تابع از استفاده با همچنین می�شود.

به�صورت [14] به توجه با گومپرتز مارشال-الکین

K =
Q( ٧

٨ )−Q( ۵
٨ ) +Q( ٣

٨ )−Q( ١
٨ )

Q( ۶
٨ )−Q( ٢

٨ )
,

به�صورت [11] به توجه با آن چولگی میزان و

S =
Q( ٣

۴ )− ٢Q( ١
٢ ) +Q( ١

۴ )

Q( ٣
۴ )−Q( ١

۴ )
,

تی توزیع و استاندارد نرمال توزیع براي که می�شود حاصل
S مقدار صفر، با برابر ،K مقدار آزادي درجۀ 10 با استودنت

می�باشد. ١٫ ٢٧٧٠۵ ١٫و ٢٣٣١ به�ترتیب

پارامترها برآورد 5.2
توزیع از X١, . . . , Xn تصادفی نمونۀ اساس بر بخش این در
به�روش p و β αو یعنی آن پارامترهاي گومپرتز، مارشال-الکین
تابع لگاریتم این بر بنا می�شوند. برآورد درست�نمایی ماکسیمم

است: زیر به�صورت Θ = (α, β, p) فرض با درست�نمایی

ℓn = logL(x; Θ)

=n logα+ n log p+

n∑
i=١

xi −
α

β

n∑
i=١

(
eβxi−١)

− ٢
n∑

i=١

log
[
١ − (١ − p)e−

α
β (e

βxi−١)
]
.
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آماره�هاي شامل 3 جدول و است سازگار6 آکائیکه اطلاع و
کولموگوروف- و واتسون8 کرامر-فون�میزس7، برازش نیکویی
بودن کوچک�تر که می�باشد مربوط p-مقدار با همراه اسمیرنوف9
براي برازش نیکویی آزمون آماره�هاي و اطلاع معیارهاي مقادیر
بودن بهتر بر دلیل دیگر توزیع چند با مقایسه در توزیعی هر
سازگار آکائیکه و آکائیکه اطلاع معیارهاي می�باشد. توزیع آن

از: عبارت�اند به�ترتیب

AIC = −٢ℓ(Θ̂) + ٢k

CAIC = −٢ℓ(Θ̂) +
٢kn

n− k − ١

برآورد به�ازاي درست�نمایی تابع لگاریتم مقدار ℓ(Θ̂) آن در که
تعداد n و پارامترها تعداد k پارامترها، درست�نمایی ماکسیمم
کرامر-فون�میزس، برازش نیکویی آماره�هاي است. مشاهدات
نمادهاي با به�ترتیب که کولموگوروف-اسمیرنوف و واتسون

از: عبارت�اند می�شود داده نشان TK−S و TW و TCM

TCM =
١

١٢n
+

n∑
i=١

[
F (xi, α̂, β̂, p̂)−

٢i− ١
٢n

]٢

,

TW = TCM +
n∑

i=١

[
F (xi, α̂, β̂, p̂)

n
− ١

٢

]٢

,

TK−S = max
١≤i≤n

[
i

n
− F (xi, α̂, β̂, p̂), F (xi, α̂, β̂, p̂)−

i− ١
n

]
,

است. گومپرتز مارشال-الکین توزیع تابع F که

احتمال چگالی تابع�هاي با لگاریتمی

fMcG(x) =
αpeβxe−

α
β (e

βx−١)

B(λ/p, r)

(
١ − e−

α
β (e

βx−١)
)λ−١

×
[
١ −

(
١ − e−

α
β (e

βx−١)
)p]γ−١

,

fGG(x) = αpeβxe−
α
β (e

βx−١)
(

١ − e−
α
β (e

βx−١)
)λ−١

,

fBG(x) =
peβxe−

λα
β (eβx−١)

B(p, λ)

(
١ − e−

α
β (e

βx−١)
)p−١

,

fGP (x) =
αpeβxe−

α
β (e

βx−١)

١ − e−p
e−pe

−α
β (eβx−١)

,

fGL(x) = αpeβxe−
α
β (e

βx−١) (− log(١ − p))
−١

×
{

١ − p
[
١ − e−

α
β (e

βx−١)
]}−١

,

است. α, β, γ, λ, p > ٠ و x > ٠ آنها در که می�شود مقایسه
الیاف مقاومت از ثبت�شده مقدار ۶٣ شامل مجموعه�داده�ها این
فیزیک یکموسسۀ توسط سانتی�متري ١٫ ۵ ضخامت به شیشه�هاي
داده�ها است. شده گزارش [20] در که می�باشد انگلستان در

است. 1 جدول به�صورت
درست�نمایی ماکسیمم برآورد مقادیر شامل 2 جدول
آکائیکه5 اطلاع معیارهاي مقایسه، مورد توزیع�هاي پارامترهاي

سانتی�متري ١٫ ۵ ضخامت به شیشه�هاي الیاف مقاومت به مربوط داده�هاي .1 جدول
١٫ ١٣ ١٫ ٢٩ ١٫ ٨١ ٢٫ ٠١ ٠٫ ٧٧ ١٫ ٧٣ ١٫ ٨١ ٢٫ ٠٠ ٠٫ ٧۴ ١٫ ۴٢

٢٫ ٢۴ ٠٫ ٨١ ١٫ ۶۶ ١٫ ۶٨ ١٫ ٧۶ ١٫ ۵٢ ١٫ ۵٨ ١٫ ۶١ ١٫ ۶۴ ١٫ ۶٨

١٫ ٧۶ ١٫ ٨۴ ١٫ ۵٣ ١٫ ۵٩ ١٫ ۶١ ٠٫ ٩٣ ١٫ ٢۵ ١٫ ٣۶ ١٫ ٣۶ ١٫ ۴٩

١٫ ۶۶ ١٫ ۶٩ ١٫ ۴٨ ١٫ ۵٠ ١٫ ٢٧ ١٫ ٣٩ ١٫ ۴٩ ١٫ ١١ ١٫ ٢٨ ٠٫ ۵۵

١٫ ۵۵ ١٫ ۶١ ١٫ ۶١ ١٫ ۶٣ ١٫ ۶٧ ١٫ ٧٠ ١٫ ٧٨ ١٫ ٨٩ ١٫ ۶٠ ١٫ ۶٢

١٫ ۴٨ ١٫ ۵١ ١٫ ٧٠ ١٫ ٧٧ ١٫ ٨۴ ٠٫ ٨۴ ١٫ ٢۴ ١٫ ٣٠

5 Akaike information criterion (AIC)
6 Consistent Akaike information criterion (CAIC)
7 Cramer-VonMisses (CM)
8 Watson (W)
9 Kolmogorov-Smirnov (K-S) [
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&FFF<-function(x,a,b,p)\{\\

&(1-exp((-a/b)*(exp(b*x)-1)))*(1+(p-1)\\

&*exp((-a/b)*(exp(b*x)-1)))^{\wedge}(-1)\\

&\}\\

&ks.test(x,"FFF",0.7983691, 1.310359,58.98452)

با TK−S و TW و TCM آماره�هاي می�توان روش به�همین
آورد. �دست به نیز توزیع�ها سایر براي را مربوط p-مقدار
FFF و FF و F قسمت�هاي که کرد دقت باید البته

شود. نوشته مربوط توزیع تابع به�کمک برنامه

می�شود گرفته نتیجه ،3 و 2 جدول�هاي مشاهدة با این بر بنا
برازش براي تعمیم�یافته گومپرتز مارشال-الکین توزیع که
مقایسۀ با همچنین است. توزیع�ها سایر از بهتر داده�ها به
در مقایسه مورد توزیع�هاي احتمال چگالی تابع نمودارهاي
تعمیم�یافته گومپرتز مارشال-الکین توزیع برتري ،3 شکل
داده�ها به برازش براي انتخابی توزیع�هاي سایر به نسبت

می�شود. مشخص

نتیجه�گیري 4
سه�پارامتري عمر طول جدید توزیع یک مقاله، این در
تعمیمی که شد معرفی گومپرتز مارشال-الکین توزیع به�نام
ویژگی�هاي از برخی است. گومپرتز توزیع از جدید
گشتاورهاي مرکزي، گشتاورهاي مانند جدید توزیع این
تابع و شانون و رنی آنتروپی�هاي مرتب، آماره�هاي
آن پارامترهاي همچنین شد. آورده �دست به چندك
به�کمکیک و شد برآورد درست�نمایی ماکسیمم به�روش
آزمون آماره�هاي از استفاده با و واقعی مجموعه�داده�هاي
با جدید توزیع این اطلاع، معیارهاي و برازش نیکویی
نشان و شد مقایسه گومپرتز توزیع تعمیم�هاي از برخی
مدلی می�تواند توزیع�ها، سایر با مقایسه در که شد داده

باشد. بقا تحلیل در عمر طول توزیع براي مناسب

نرم�افزار در برازش نیکویی آزمون آماره�هاي محاسبۀ برنامۀ
است. زیر به�صورت MOG توزیع براي R

TCM آمارة محاسبه .1

&x<-c(1.27, 1.04, 0.74, 2 , 1.81, 1.73, 1.68,\\

& 1.64, 1.61, 1.58, 1.52, 1.49, 1.32, 1.25, 0.93,\\

& 0.55, 1.50, 1.54, 1.42, 1.28, 1.11, 0.77, 2.01,\\

& 1.81, 1.76, 1.68, 1.66, 1.61, 1.59, 1.53, 1.49,\\

&1.39, 1.66, 1.62, 1.61, 1.55, 1.50, 1.48, 1.29,\\

&1.13,0.81, 2.24, 1.84, 1.76, 1.69, 1.66, 1.62,\\

&1.6, 1.89, 1.78, 1.7, 1.67, 1.63, 1.61, 1.55,\\

&1.51, 1.48, 1.30, 1.24, 0.84, 1.84, 1.77, 1.70)\\

&y<-sort(x)\\

&n<-length(x)\\

&z<-seq(1,n)\\

&F<-function(y,z,a,b,p)\{\\

&\left[(1-exp((-a/b)\ast(exp(b*y[z])-1)))\\

&*(1+(p-1)*exp((-a/b)*(exp(b*y[z])-1)))\\

&^{\wedge}(-1)-((2*z-1)/(2*n))]^{\wedge}(2)\}

&w<-function(y,z,a,b,p)\{\\

&(1/(12*n))+sum(F(y,z,a,b,p))\}\\

&w(y,z,0.7983691, 1.310359 ,58.98452)

TW آمارة محاسبه .2

&FF<-function(y,z,a,b,p)\{\\

&(1-exp((-a/b)*(exp(b*y[z])-1)))*(1+(p-1)\\

&*exp((-a/b)*(exp(b*y[z])-1)))^{\wedge}(-1)\}\\

&U<-function(y,z,a,b,p)\{\\

&w(y,z,a,b,p)+sum(((FF(y,z,a,b,p)/n)-(1/2))\\

&^{\wedge}(2))\}\\

&U(y, z, 0.7983691, 1.310359 ,58.98452)

مربوط p-مقدار با TK−S آمارة محاسبه .3
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شیشه الیاف مقاومت داده�هاي براي اطلاع معیارهاي مقادیر و پارامترها درست�نمایی ماکسیمم برآورد .2 جدول
CAIC AIC γ̂ λ̂ p̂ β̂ α̂ توزیع�ها
٣٣٫ ١٨ ٣٠٫ ۶۴ − − ۵٨٫ ٩٨۴ ١٫ ٣١٠٣ ٠٫ ٧٩٨٣۶ MOG

٣٨٫ ۵٩ ٣٧٫ ٧١ ٢٫ ۶۶٩٢ ٢٫ ٠۶١٢ ۴٫ ٨١٨٠ ٢٫ ١٢٧٩ ٠٫ ٠۶٩٩٠ McG

٣۴٫ ۵٩ ٣۴٫ ٢٩ − − ١٫ ۶٢۵٣ ٢٫ ٨۶۴٧ ٠٫ ٠٣۶٨٠ GG

٣۶٫ ٨۴ ٣۶٫ ٢٩ − ١٫ ٠۶۵٠ ١٫ ۶٣۵٧ ٢٫ ٨۴٨٧ ٠٫ ٠٣۵٧٠ BG

٣۵٫ ٢۴ ٣٢٫ ٧٠ − − ٣٫ ۵۶٧٨ ٢٫ ٣٧٣٠ ٠٫ ١٠٢١١ GP

٣۵٫ ٩٩ ٣۵٫ ۵٨ − − ٠٫ ۵٣٣٠١ ٣٫ ٣۶٣٩ ٠٫ ٠١۶۴۶ GL

شیشه الیاف مقاومت داده�هاي براي برازش نیکویی آزمون آماره�هاي مقادیر .3 جدول
p-مقدار کولموگوروف-اسمیرنوف واتسون کرامر-فون�میزس توزیع�ها
٠٫ ۵٨٩٠ ٠٫ ٠٩٧۴ ١۵٫ ٣٣٠٣ ٠٫ ٠٧۵٠٨۶ MOG

٠٫ ٢٣١٣ ٠٫ ١٣٠٨ ١۵٫ ٣٩٧٢ ٠٫ ٠٨٨٣٢۴ McG

٠٫ ٢٢٠٨ ٠٫ ١٣٢٢ ١۵٫ ۴٠۵١ ٠٫ ١۵۶٨٠٩ GG

٠ ٠٫ ۶٢٧٠ ٢٣٫ ۴٣٧٢ ٨٫ ۴٨٨٩٨ BG

٠٫ ١١١٩ ٠٫ ۴٠٩٣ ١۵٫ ۵٢٨۴ ٠٫ ١٠۶۵۵١ GP

٠٫ ٢۶٧٠ ٠٫ ١٢٧۵ ١۵٫ ۴٠۶٢٨ ٠٫ ١۵۶٧۶١٨ GL

شیشه�ها الیاف مقاومت داده�هاي براي مقایسه مورد توزیع�هاي احتمال چگالی تابع برآورد نمودار شکل3.

مراجع
[1] Bemmaor, A.C. and Glady, N, (2012), Modeling purchasing behavior with sudden death: A flexible cus-

tomer lifetime model,Management Science, 58(5), 1012-1021.

[2] Gompertz, B, (1825), On the nature of the function expressive of the law of human mortality and on the

new mode of determining the value of life contingencies, Philosophical Transactions of the Royal Society
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