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متغیره چند مشاهدات از گروهی بودن پرت آزمون
2 خردمندنیا منوچهر ،1 خلجی اباذر

چکیده:
را تایی n نمونه امین i بودن پرت فرض می�خواهیم و مستقلند که داریم Np(µ,Σ) توزیع از تایی n تصادفی نمونه m کنید فرض
مشهور امروزه باشد. مفید می�تواند گروهی مشاهدات با متغیره چند آماري فرآیند کنترل اول فاز بررسی�هاي در آزمونی چنین بیازمائیم.
متون در نمود. استفاده می�توان F آماره از F توزیع با بتا توزیع رابطه طریق از و دارد وجود آزمونی چنین براي بتا آماره یک است
مقاله این در است. ناقص یا نادرست اثبات نیز، مواردي در و نمی�شود یافت آزمون آماره توزیع براي دقیقی و روشن اثبات آماري

می�دهیم. قرار بررسی مورد را آزمون ضعف�هاي و قابلیت�ها سازي شبیه طریق از و می�دهیم ارائه روشن نسبتاً و دقیق اثبات
هتلینگ ي T ٢ اول، فاز ، متغیره چند فرآیند کنترل پرت، نقاط کلیدي: واژه�هاي

می�دهیم. ارائه روشن نسبتاً و دقیق اثباتی حاضر مقاله در
در مقاله، این مطالعه مورد آماره گسترده کاربردهاي از یکی
گذاشتن کنار آن در که است اول فاز در آماري فرآیندهاي کنترل
فرآیند، بودن کنترل تحت از اطمینان منظور به معمول غیر مشاهدات

. [1] می�باشد پرت نقاط با برخورد مشابه

کلیدي قضیه چند 2
بعد بخش�هاي در که می�شود ارائه کلیدي قضیه 3 بخش این در

می�گیرند. قرار استفاده مورد

ماتریس و میانگین بردار ترتیب به S و X اگر .1.2 قضیه
آن�گاه: باشد، Np(µ,Σ) از تایی n تصادفی نمونه یک کوواریانس

X ∼ Np(µ,
١
n
Σ) ⊥ (n− ١)S ∼Wp(Σ, n− ١)

می�باشد. استقلال بیانگر ⊥ نماد که

آنگاه F ∼ Fd١,d٢ اگر .2.2 قضیه
B =

d١F

d٢ + d١F
∼ Beta(

d١
٢ ,

d٢
٢ )

باشد، W ∼Wp(Σ, p) از مستقل Y ∼ Np(٠,Σ) اگر .3.2 قضیه
آن�گاه:

T ٢ = kY TW−١Y ∼ kp

k − p+ ١Fp,k−p+١

مقدمه 1

مطرح پرسش این اغلب داده�ها تحلیل و آماري سازي مدل در
پرت نقاط دارد؟ وجود پرت نقاط داده�ها مجموعه در آیا که می�شود
نمی�کنند. پیروي مشاهدات اکثر الگوي از که هستند مشاهده�هایی
تخریب باعث متغیره چند یا یک نمونه�هاي در پرت نقاط وجود
وجود کنترل فرایند یک در آن بر علاوه و می�شود برآوردگرها
همبستگی و داده افزایش را تغییرات میزان معمول، غیر مشاهدات

می�ریزد. هم در را متغیرها بین

را پرت نقاط شناسایی زمینه در مهم کار اولین می�رسد نظر به
ون�روسن و سریواستاوا . [9] است داده انجام (1963) ویلکس
بتا آماره یک متغیره چند نرمال تکی مشاهدات حالت در (1998)
از استفاده با و آوردند بدست ام i مشاهده بودن پرت آزمون براي
تعمیم . [7] کردند معرفی F آماره یک F توریع با بتا توریع رابطه
گروهی مشاهدات به تکی مشاهدات حالت از بودن پرت آزمون
به است. بوده توجه مورد متغیره چند آماري فرآیند کنترل متون در
(1973) آلت توسط راستا این در مهم تلاش اولین که می�رسد نظر
Tي ٢ توریع به اشتباهاً بتا توزیع جاي به ایشان ولی شده انجام
آماره به (1992) همکاران و تریسی . [3] است رسیده هتلینگ
.[8] است مختصر کرده�اند ارائه که اثباتی ولی رسیده�اند بتا درست

اصفهان دانشگاه آمار ارشد کارشناسی 1دانشجو
اصفهان دانشگاه آمار گروه ] 2استادیار
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X(i) =
m

m− ١X − ١
m− ١Xi

(m− ١)S = (m− ٢)S(i) +
m

m− ١ (Xi −X)(Xi −X)T

از مستقل و X(i) ∼ Np(µ,Σ) 1.2 قضیه اساس بر
است. (m− ٢)S(i) ∼Wp(Σ,m− ٢)

S(i)⊥X(i)

S(i)⊥Xi

⇒ S(i)⊥(Xi −X(i))

√
m

m−١ (Xi − X) =
√

m−١
m (Xi − X(i)) اینکه به توجه با

: نوشت می�توان
(m− ٢)S(i)⊥

√
m

m− ١ (Xi −X)

است. قرار بر 4.2 قضیه از استفاده براي شرایط تمامی اکنون
داریم 4.2 قضیه در رفته بکار علائم با جا این در واقع در

Y =
√

m
m−١ (Xi−X) W١و = (m−٢)S(i) ،W = (m−١)S

می�توان قضیه این به توجه با حال است. Y از مستقل W١ که
نوشت:

Bi =
m

(m− ٢(١ (Xi −X)TS−١(Xi −X)

Bi ∼ Beta(
p

٢ ,
m− p− ١

٢ )

: داریم نهایت در 2.2 قضیه به توجه با حال .i = ١, ...,m که
Fi = (

m− p− ١
p

)
Bi

١ −Bi
∼ Fp,m−p−١

نتیجه می�توان باشد بزرگتر Fα,p,m−p−١ از Fi آماره مقدار اگر
دور مشاهدات میانگین از معنی�داري طور به Xi فاصله که گرفت
می�شود. رد ام i مشاهده نبودن پرت بر مبنی H٠ فرض لذا و است
ون�روسن و سریواستاوا توسط فوق آماره که است ذکر به لازم
مجموعه در پرت نقطه یک شناسایی براي آماره�اي عنوان به (1998)
توجه با واقع در .[7] است شده معرفی متغیره چند نرمال داده�هاي

کردیم. اثبات را زیر قضیه بخش این در فوق مطالب به

Np(µ,Σ) از تصادفی نمونه یک Xm،...،X٢،X١ اگر .1.3 قضیه
آن�گاه: باشد،

Bi =
m

(m− ٢(١ (Xi −X)TS−١(Xi −X)

F =
k − p+ ١

p
Y TW−١Y ∼ Fp,k−p+١

[2] علیرضایی و خردمندنیا کتاب به فوق قضایاي اثبات براي
کنید. مراجعه

�Y بردار آن در که . B = Y TW−١Y کنید فرض .4.2 قضیه
Wp(Σ, k) توزیع داراي W ماتریس و Np(٠,Σ) توزیع داراي
که طوري به W = W١ + Y Y T نوشت بتوان اگر می�باشد.

:[2] آنگاه باشد، Y بردار از مستقل و W١ ∼Wp(Σ, k − ١)

B ∼ Beta(
p

٢ ,
k − p

٢ )

(سیرل ماتریس دو جمع وارون فرمول از استفاده با اثبات.
نوشت: می�توان ([6]1982

B = Y TW−١Y = Y T (W١ + Y Y T )−١Y

= Y T

[
W−١

١ −
W−١

١ Y Y TW−١
١

١ + Y TW−١
١ Y

]
Y

=
Y TW−١

١ Y

١ + Y TW−١
١ Y

داریم: 3.2 قضیه توجه با
F =

k − p

p
Y TW−١

١ Y ∼ Fp,k−p

نوشت: می�توان 2.2 قضیه از استفاده با بنابراین
B =

pF

(k − p) + pF
∼ Beta(

p

٢ ,
k − p

٢ )

تکی مشاهده یک بودن پرت آزمون 3
مشاهده یک داراي تنها داده�ها مجموعه که حالتی ابتدا بخش این در
پرت بررسی به علاقمند و می�گیرد قرار مطالعه مورد است، پرت
گرفته نظر در را زیر آماري فرض�هاي لذا هستیم ام i مشاهده بودن

می�دهیم. ارائه دقیق اثبات با همراه را آزمون H٠آماره : ام i مشاهده نبودن پرت
H١ : ام i مشاهده بودن پرت

میانگین بردار ترتیب به S و X می�کنیم فرض منظور این براي
Np(µ,Σ) از تایی m تصادفی نمونه یک کوواریانس ماتریس و
ماتریس و میانگین بردار ترتیب به S(i) و X(i) کنید فرض باشد.

: نوشت می�توان باشد، ام i مشاهده حذف از پس ] کوواریانس
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داریم: نهایت در 2.2 قضیه به توجه با حال
Fi = (

m− p− ١
p

)
Bi

١ −Bi
∼ Fp,m−p−١

فرض باشد، Fα,p,m−p−١ از بزرگتر Fi شده مشاهده مقدار اگر
می�شود. رد α سطح در ام i تایی n نمونه نبودن پرت

(1984) همکاران و هاوکینز داده�هاي .2.4 مثال
و روسو است. متغیره 3 مشاهده 75 شامل داده�ها مجموعه این
داده�ها، مجموعه این اول 15مشاهده که می�کنند ادعا (1990) زومرن
هاوکینز به می�توان خام داده�هاي به دسترسی براي هستند[5]. پرت
در ما ادعا این صحت بررسی براي کرد[4]. مراجعه همکاران و
تقسیم تایی n = ١۵ گروه m = ۵ به را داده�ها مجموعه مثال این
حاصل زیر بردارهاي که کردیم محاسبه را گروه هر میانگین و کرده

می�شود.

X١ =


١٠٫ ٠١

٢٠٫ ۴٩

٢٩٫ ۴٣

 ,X٢ =


١٫ ۶٧

١٫ ٩٩

١٫ ۵۶

 ,X٣ =


١٫ ۴٣

١٫ ۶١

١٫ ۶۵



X۴ =


١٫ ٩٠

١٫ ٧۵

١٫ ٨١

 X۵ =


١٫ ٠٣

١٫ ۶٩

١٫ ٧٠


می�گردد. حاصل زیر آرایه�هاي بردارها این براساس

X =


٣٫ ١٢

۵٫ ۶

٧٫ ٢٣

 , SX =


٣٫ ٣۴ ٢٨٫ ۴٧ ۴١٫ ٢۴

٢٨٫ ۴٧ ۶٧٫ ٨٨ ٩۴٫ ۶٧

۴١٫ ٢۴ ٩۴٫ ۶٧ ١٣٧٫ ٨٣


برابر اول گروه براي آزمون آماره 1.4 قضیه از استفاده با حال

با است
B١ =

۵
(۵ − ٢(١ (X١ −X)SX

−١(X١ −X)T = ٠٫ ٩٩٩٩

F١ = (
۵ − ٣ − ١

٣ )
٠٫ ٩٩٩٩
٠٫ ٠٠٠١ = ٢٠٣٩۶٫ ۵٩

مبنی فرضصفر و می�باشد بزرگتر F٫٠۵,٣,١ = ٢١۵٫ ٧١ از که
0/05 سطح در آزمون نتایج می�شود. رد اول گروه نبودن پرت بر
آزمون آماره مقدار شکل به توجه با که است شده آورده 1 شکل در
است گرفته قرار ممتد) (خط بحرانی مقدار از بالاتر اول گروه براي
زومرن و روسو ادعاي صحت آزمون که است واقعیت این بیانگر و

می�کند. تایید را اول مشاهده 15 بودن پرت بر مبنی

آن�گاه:
Bi ∼ Beta(

p

٢ ,
m− p− ١

٢ )

مشاهدات از گروهی بودن پرت آزمون 4
متغیره چند

که داریم Np(µ,Σ) از تایی n تصادفی نمونه m کنید فرض
: بیازمائیم را زیر فرض�هاي می�خواهیم و H٠مستقلند : نیست پرت ام i تایی n نمونه

H١ : است پرت ام i تایی n نمونه
است تایی n نمونه امین i میانگین بردار Xi کنید فرض

دهید: قرار و (i = ١, ...,m)

X = m−١
m∑
i=١

Xi

SX = (m− ١−(١
m∑
i=١

(Xi −X)(Xi −X)T

و میانگین بردار ترتیب به ��S(i) و X(i) کنید فرض همچنین
Xiباشند، حذف از پس نمونه�اي میانگین�هاي کوواریانس ماتریس

نوشت: می�توان
X(i) =

m

m− ١X − ١
m− ١Xi

(m− ١)SX = (m− ٢)S(i) +
m

m− ١ (Xi −X)(Xi −X)T

از مستقل و X(i) ∼ Np(µ,
١

n(m−١)Σ) 1.2 قضیه طبق
ملاحظه دقت کمی با است. (m − ٢)S(i) ∼ Wp(

١
nΣ,m − ٢)

بدون بنابراین است. برقرار 1.3 قضیه همانند شرایطی که می�شود
قضیه براساس صرفاً شود، ارائه جدیدي اثبات باشد لازم که این

گرفت. نتیجه را زیر قضیه می�توان 1.3
از تصادفی نمونه یک Xm ،...،X٢ ،X١ اگر .1.4 قضیه

: آنگاه باشد، Np(µ,
١
nΣ)

Bi =
m

(m− ٢(١ (Xi −X)SX
−١(Xi −X)T

آن�گاه:
Bi ∼ Beta(

p

٢ ,
m− p− ١

٢ )
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آن در که همکاران و هاوکینر شده بندي گروه داده�هاي براي F آزمون نتایج شکل1.
می�باشد آزمون بحرانی مقدار ممتد خط و گروه�ها براي آزمون آماره بیانگرمقدار نقاط

n نمونه آزمون که مواردي درصد 1 جدول در است. شده
است. گردیده ارائه کرده تایید بدرستی را پرت تایی

میانگین آلودگی در صحیح تشخیص�هاي درصد :1 جدول
n

m 4 10 20 30

a١ 5 8/3 11 14/2 15/8
10 18/7 19/2 76/5 89/9
30 28/1 74/1 96 99/8
100 36/1 77/5 98/2 99/9

a٢ 5 14/9 22/1 33/7 38/7
10 87/1 100 100 100
30 98/5 100 100 100
100 99/6 100 100 100

a٣ 5 13/4 22/6 33/3 40/4
10 84/5 99/5 100 100
30 98/5 100 100 100
100 99/3 100 100 100

بهبود آزمون عملکرد n و m افزایش با 1 جدول به توجه با
نرخ با n به نسبت را آزمون عملکرد m افزایش که می�یابد
بردار دو به نسبت نیز a٣ بردار می�بخشد. بهبود سریع�تري
با حالت این در زیرا می�کند تولید بیشتري آلودگی دیگر
تحت نیز متغیرها بین همبستگی عضو یک میانگین افزایش

سازي شبیه مطالعات .3.4 مثال
عملکرد R افزار نرم از استفاده با و سازي شبیه کمک به مثال این در
مختلف آلودگی�هاي در را مشاهدات از گروهی بودن پرت آزمون
با را پرت گروه که صورت این به می�دهیم، قرار بررسی مورد
در درواقع می�کنیم. تولید دیگري همبستگی و واریانس میانگین،
می�کنیم. آلوده را کوواریانس ماتریس همبستگی واریانسو آلودگی
از ( n و m مختلف مقادیر با ) تایی n نمونه m اجرا هر در

می�کنیم. تولید N٣(µ,Σ) توزیع

µ =


١

۵

٩

 Σ =


١ ٠٫ ٩ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ١ ٠٫ ٩

٠٫ ٩ ٠٫ ٩ ١


نهایت در می�باشد. آلوده موارد همه در ام m تایی n نمونه که
و واریانس آلودگی میانگین، آلودگی حالت سه از یک هر براي

می�دهیم. ارائه را آزمون تکرار هزار نتایج همبستگی آلودگی

میانگین آلودگی .1
N٣(µ,Σ) توزیع از را اول تایی n ١−mنمونه حالت این در

میانگین با را نمونه آخرین ولی کرده�ایم تولید
سه 1براي جدول در کرده�ایم. تولید µoutlier = µ + ai

مقدار

a١ =

[
١ ١ ١

]T
a٢ =

[
١ ١ ٠

]T
a٣ =

[
١ ٠ ٠

]T
n = و m = ۵,١٠,٣٠,١٠٠ مقادیر براي و
ارائه 0/05 سطح در آزمون تکرار هزار نتایج ۴,١٠,٢٠,٣٠ [
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Σ١ =


١ ٠٫ ۵ ٠٫ ۵

٠٫ ۵ ١ ٠٫ ۵

٠٫ ۵ ٠٫ ۵ ١

 Σ٢ =


١ ٠ ٠

٠ ١ ٠

٠ ٠ ١



Σ٣ =


١ −٠٫ ۵ −٠٫ ۵

−٠٫ ۵ ١ −٠٫ ۵

−٠٫ ۵ −٠٫ ۵ ١


مقادیر براي و مقدار سه براي 3 جدول در
هزار نتایج n = ۴,١٠,٢٠,٣٠ و m = ۵,١٠,٣٠,١٠٠

جدول در است. شده ارائه 0/05 سطح در آزمون تکرار
بدرستی را پرت تایی n نمونه آزمون که مواردي درصد 3

است. گردیده ارائه کرده تایید

آلودگی در صحیح تشخیص�هاي درصد :3 جدول
همبستگی

n

m 4 10 20 30

Σ٣ 5 12 13/4 12/8 14/3
10 60/2 61/1 62 63/9
30 74/1 72/2 76/2 73/3
100 72 74/2 74/7 75/7

Σ٢ 5 10/4 13 11/3 11/6
10 49/8 52 53/4 49/4
30 63 66/1 67 64/2
100 63/1 66/5 67 69/6

Σ١ 5 8/7 8/6 9 9/2
10 32/3 31/1 32/9 31/2
30 43/9 45/2 42/2 42/3
100 47/5 46/1 50 49

عملکرد بهبود موجب n و m مقدار افزایش فوق جداول به باتوجه
مثال شرایط در حداقل که می�رسد نظر به ولی می�شود. آزمون

می�گیرد. قرار تأثیر

واریانس آلودگی .2
N٣(µ,Σ) توزیع از را اول تایی n ١−mنمونه حالت این در
مختلف مقادیر براي N٣(µ, kΣ) توزیع از را نمونه آخرین و
، k = ٢,۵,١٠ مقادیر براي 2 جدول در کرده�ایم. تولید k
هزار نتایج n = ۴,١٠,٢٠,٣٠ و m = ۵,١٠,٣٠,١٠٠

آزمون که مواردي درصد و 0/05 سطح در آزمون تکرار
است. گردیده ارائه کرده تایید بدرستی را پرت تایی n نمونه

واریانس آلودگی در صحیح تشخیص�هاي درصد :2 جدول
n

m 4 10 20 30

k = ٢ 5 7/1 7/4 7/9 7/6
10 15/5 13/8 14/9 15
30 22/4 22/9 24/9 23/1
100 23/7 24/5 27/3 23/5

k = ۵ 5 9/6 9/7 8/6 8/6
10 44/9 44/9 47/2 41/9
30 60/2 61/6 60/2 62/9
100 64/1 63 64/1 65

k = ١٠ 5 14/7 12/9 14/3 13/3
10 66/4 67/9 68/2 69/3
30 82 82/5 80 83
100 83/4 86 84/2 86/5

همبستگی آلودگی .3
توزیع از را اول تایی n نمونه m − ١ نیز حالت این در
ماتریس را نمونه آخرین ولی کرده�ایم تولید N٣(µ,Σ)

تولید زیر کوواریانس ماتریس سه بین از دیگري کوواریانس
] کرده�ایم.
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از تر بالا 14 مشاهده تنها که است شده آورده 2 شکل در آزمون
سایر دیگر عبارت به است گرفته قرار ممتد) (خط بحرانی مقدار
می�باشد. 2.4 مثال نتایج و واقعیت خلاف که نیستند پرت مشاهدات

هاوکینر داده�هاي براي تکی مشاهدات آزمون نتایج شکل2.

مواجه داده�ها مجموعه در پرت داده چندین با که زمانی بنابراین
چند مشاهدات از گروهی بودن پرت آزمون� از است بهتر هستیم
گروه یک در پرت داده�هاي آزمون این با زیرا کنیم استفاده متغیره
حفظ داده� میانگین با آن�ها فاصله که می�شوند باعث و گرفته قرار
به و شده بزرگتر بحرانی مقدار از آزمون آماره آن تبع به و شود

برسیم. مطلوب نتیجه

ضعیف همبستگی ضریب آلودگی تشخیص در آزمون این حاضر،
خوبی عملکرد میانگین بردار در آلودگی تشخیص در ولی است
شده بکارگرفته آلودگی�هاي که است اهمیت حائز نکته این دارد.
طبیعی شرایط در و عمل در که خفیفمی�باشد بسیار حاضر مثال در

بود. خواهیم روبرو شدیدتري آلودگی�هاي با

گیري نتیجه 5
مشهور داده�هاي مجموعه این بگیرید، نظر در را مثال2.4 داده�هاي
در آن�ها آزمون و پرت نقاط شناسایی روش�هاي بررسی منظور به
است گرفته قرار استفاده مورد پژوهشی و علمی مقالات از بسیاري
داده�ها مجموعه این اول مشاهده 15 بودن پرت پژوهشگران اکثر که
تکی مشاهده یک بودن پرت آزمون از اگر حال کرده�اند. تایید را
می�شود مشاهده کنیم استفاده داده�ها مجموعه این براي را (بخش3)
نتیجه می�کند. تایید را 14 مشاهده بودن پرت تنها آزمون این که
بحرانی مقدار و مشاهدات تک تک براي آزمون آماره محاسبات
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