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نرمال/مستقل توزیع با آمیخته غیرخطی رگرسیونی مدل�های

کاظمی٢ ایرج بروجنی،١ شبانیان عطیه

١٣٩٣/٨/٢۴ دریافت: تاریخ

١٣٩٨/۶/٣٠ پذیرش: تاریخ

چکیده:

مصرفی دارو�های اثر چگونگی آن در که است، پزشکی مطالعه�های در آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل�های از مشهور کاربرد یک

خطا مؤلفه�های و تصادفی اثرهای بودن نرمال متداول فرض مدل�ها این برازش در می�شود. بررسی آنها زندگی طول در بیماران

فارماکوکینتیک داده�های تحلیل در دلیل همین به شود. برآوردیابی در� نامعتبر نتایجی موجب می�تواند آن برقراری عدم اما است،

در یافت. دست استوار تحلیلی به بتوان تا می�شوند گرفته نظر در نرمال-آلوده و تی-استیودنت اسلش، نرمال، جمله از توزیع�هایی

برای SAS نرم�افزار از استفاده با درست�نمایی ماکسیمم روش طریق از آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل پارامترهای برآورد مقاله این

هستند، رویکرد این اساس بر که مدل انتخاب معیار�های از استفاده با همچنین می�گیرد. صورت فارماکوکینتیک مجموعه�داده�های

می�شوند. برگزیده داده�ها این روی بر برازشی مدل بهترین

مراتبی. سلسله مدل�های درست�نمایی، ماکسیمم برآورد مکرر، اندازه�گیری داده�های آمیخته، اثرهای کلیدی: واژه�های

تصادفی اثرهای شرط به پاسخ شرطی ریاضی امید آن در که است

به�عنوان یا می�شود بیان ضرایب از غیرخطی تابعی به�صورت

مستقل داده�های برای غیرخطی رگرسیونی مدل�های از گسترشی

این با است. شده گنجانده ضرایب در تصادفی اثرهای آن در که

بین تفاوت�های به که می�دهد را امکان این نظر مورد توصیفمدل

آزمایشی واحد�های درون همبستگی به نیز و آزمایشی واحد�های

شود. توجه

وجود فارماکوکینتیک داده�های تحلیل در مهم موضوع یک

مؤلفه�های بودن نرمال فرض برقراری عدم و دورافتاده مشاهدات

از زیرکلاسی از استفاده این، بر بنا است. تصادفی اثرهای و خطا

آمیخته یا و نرمال/مستقل نام به چندمتغیره، بیضوی توزیع�های

اسلش، مانند متداول توزیع�های از بسیاری که نرمال، مقیاس

پژوهش�های در می�گیرد، دربر را نرمال-آلوده و تی-استیودنت

است. شده پیشنهاد اخیر

و زیاد آزمایشی درون-واحد�های اندازه�های تعداد اگر

مقدمه ١

تحلیل از بسیاری در آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل�های

به�کار طولی، و پانلی داده�های مانند مکرر، اندازه�گیری داده�های

درون مشاهدات همبستگی توأم به�طور مدل�ها این می�روند.

آزمایشی واحد�های ناهمگونی و زمان طول در آزمایشی واحد�های

در طولی داده�های تحلیل می�کنند. منظور مدل�سازی در را

غیرخطی مدل می�شود. استفاده بسیار پزشکی کاربردهای

مدل�سازی برای می�توان را مقطعی داده�های برای استاندارد

اثرهای معرفی به�وسیله خوشه�ای داده�های یا و طولی داده�های

مکرر مشاهدات میان همبستگی این که داد توسعه تصادفی

را آزمایشی واحد�های بین تغییرات و آزمایشی واحد هر درون

می�کند. لحاظ مدل�سازی در

اثرهای مدل تابع آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل�های در

به�عبارت می�شوند. ظاهر غیر�خطی به�صورت تصادفی و ثابت

آمیخته اثرهای با خطی مدل�های از گسترشی مدل�ها این دیگر،

ایران اصفهان، اصفهان، دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی دانش�آموختۀ ١

ایران اصفهان، اصفهان، دانشگاه آمار، گروه علمی هیأت ٢
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کاظمی ایرج و بروجنی شبانیان عطیه نرمال/مستقل توزیع با آمیخته غیرخطی رگرسیونی مدل�های ٢٢

مقدمات و تعاریف ٢

می�توان را (NLME) آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل یک

درون- تغییرات اساس بر مراتبی سلسله غیرخطی به�صورت

آزمایشی بین-واحد�های تغییرات و آزمایشی واحد�های

واریانس- و میانگین ساختار اول مرحل در کرد. بازنویسی

می�شود مشخص آزمایشی واحد یا خوشه یک برای کوواریانس

آزمایشی بین-واحد�های تغییرات دوم مرحله در و ((١) (رابطۀ

.((٢) (رابطۀ می�شود مدل�سازی تصادفی اثرهای طریق از

مدل ساختار ١.٢

که است شده ارائه NLME مدل�های از فرمول�بندی یک [١٠]

برای گرفت. نظر در مراتبی سلسله به�صورت می�توان را آنها

زیر به�صورت مدل آزمایشی واحد ازi-امین مشاهده j-امین

yij = f(ϕij , xij) + ϵij , i = ١, ...,M, j = ١, ..., ni

(١)

-i گروه در مشاهدات تعداد ni گروه�ها، Mتعداد آن در که است،

خاص گروه یک پارامتر بردار از مشتق�پذیر و حقیقی تابعی f ام،

درون-گروهی خطای ϵij است، xij توضیحی متغیر بردار و (ϕij)

از غیرخطی تابعی f است. نرمال توزیع دارای عموماً که است

زیر به�صورت که است، ϕij پارامتر بردار

ϕij = Aijβ +Bijbi, bi ∼ N(٠,D) (٢)

ثابت اثرهای از p-بعدی برداری β آن در که می�شود، مدل�سازی

i-امین با متناظر که است تصادفی اثرهای از q-بعدی بردار bi و

ابعاد با مدل بردار�های Bijبه�ترتیب Aijو است، آزمایشی واحد

متغیر�های مقادیر همه یا برخی است ممکن که هستند مناسب

شوند. شامل را توضیحی

مختلف گروه�های درون مشاهدات که است آن بر فرض

دارای و هم از مستقل ϵij درون-گروهی خطای و هستند مستقل

یا و استقلال فرض هستند. bi از مستقل و N(٠, σ٢) توزیع

کاربردی حالات برخی در می�تواند درون-گروهی خطای همسانی

شد. خواهد ارائه (٢.۵) بخش در که شود، نقض

درست�نمایی تقریب آن�گاه باشد، کم تصادفی اثرهای تغییرات

واحد�های از برخی که زمانی اگرچه، می�شود. اجرا به�درستی اغلب

خطاهایی باشد، زیاد تغییرپذیری یا دارند کمی اندازۀ آزمایشی

رسیدگی مورد تقریب با هستند درست�نمایی تقریب در که

ماکسیمم تقریب برای الگوریتم�هایی .[١٠] می�گیرند قرار

برخی است. شده ارائه بتس و هیرو پین توسط درست�نمایی

انتگرال�گیری عددی روش�های اساس بر الگوریتم�ها این از

تابع انتگرال تقریب به�منظور نیوتن-رافسن روش یا مونته�کارلو

تقریبی روش�های از دیگر برخی و شده�اند طراحی درست�نمایی

درست�نمایی تابع محاسبۀ برای لاپلاس تقریب و تیلور بسط مانند

می�گیرند. بهره حاشیه�ای

چندمتغیره توزیع�های بعضی توسط را آمیخته غیرخطی [۶]

الگوریتم�های تعمیم به�کارگیری با و بودن دم�پهن خاصیت با

استنباط [٣] داده�اند. انجام MCEM و SAEM مانند EM

توزیع�های با را تصادفی اثرهای با غیرخطی مدل�های بیزی

را مدل انتخاب معیارهای بعضی و داده انجام نرمال/مستقل

تجربی داده�های تحلیل در برازش�شده مدل بهترین انتخاب جهت

آمیخته اثرهای با مدل رویکردهای مطالعۀ به [۴] برده�اند. به�کار

است. پرداخته فارماکودینامیک و فارماکوکینتیک داده�های برای

ساختار دوم بخش در است، زیر به�صورت مقاله این ساختار

از مقدماتی مفاهیم و آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل�های

روش�های سوم بخش در می�شود. ارائه نرمال/مستقل توزیع�های

گاوس مربع�بندی و لاپلاس تقریب اساس بر پارامتر�ها برآوردیابی

معرفی انتخاب معیار�های چهارم بخش در می�شود. ارائه

ارائه فارماکوکینتیک مطالعه�های پنجم، بخش در می�شوند.

مؤلفه�های و تصادفی اثرهای بودن فرضنرمال همچنین می�شود.

روی بر بیضوی توزیع چند ادامه در می�شوند. بررسی پرداخته خطا

معیار�های از استفاده با و می�شود داده برازش خطا مؤلفه�های

بخش در می�شود. انتحاب برازشی توزیع بهترین مدل مقایسه

می�شود. ارائه نتیجه�گیری هفتم
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٢٣ ٢١-٣٢ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

نرمال/مستقل توزیع�های ١.٢.٢

اساس بر نرمال/مستقل توزیع�های خانواده [۶] .١.٢ تعریف

زیر تصادفی مراتبی سلسله حالت

y
d
= µ+ U ١/٢Z (۴)

µ است. p-متغیره تصادفی بردار y آن در که می�شود تعریف

با U آمیختگی متغیر از مستقل Z ∼ Np(0,Σ) و مکان بردار

پارامتر بردار یا اسکالر ν است. H(u|ν) تجمعی توزیع تابع

است. U توزیع به متعلق

سلسله به�صورت را y می�توان ١.٢ تعریف به توجه با .٢.٢ لم

زیر مراتبی

y|u ∼ Np(µ, u
−١Σ), u ∼ H(ν) (۵)

گرفت. نظر در

(NI) نرمال/مستقل توزیع�های که می�شود نتیجه لم این از

است. نرمال توزیع از مقیاسی آمیخته به�صورت

است: زیر به�صورت y حاشیه�ای چگالی تابع .٣.٢ لم

NI(y|µ,Σ,ν) =

∫ ∞

٠
ϕp(y;µ, u

−١Σ)dH(u|ν), (۶)

بردار با p-متغیره نرمال توزیع چگالی تابع ϕp(.;µ,Σ) آن در که

نماد است. Σ واریانس-کوواریانس ماتریس و µ میانگین

می�بریم. به�کار را Y ∼ NIp(µ,Σ, H)

پرکاربرد بسیار نرمال توزیع�های از مقیاسی آمیختۀ خانواده

.[٣] می�شود استفاده استوار مدل�سازی برای عموم به�طور و است

است. آمده زیر در خانواده این اعضای از بعضی

تعمیم�یافته چندمتغیره تی-استیودنت توزیع •
فضای در Y p-بعدی تصادفی بردار :Gtp(µ,Σ, ν١, ν٢)

تعمیم�یافته چندمتغیره تی-استیودنت توزیع دارای Rp

Gamma(ν١/٢, ν٢/٢) توزیع (۴) در U هرگاه است،
به�صورت Y چگالی تابع این�صورت، در باشد.

GT (y|µ,Σ,ν) =
Γ(

p+ ν١
٢

)

Γ(
ν١
٢
)p/٢

ν
−p/٢
٢ |Σ|−١/٢

× (١+ d

ν٢
)
−(

p+ ν١
٢

)

, y ∈ Rp, ν١, ν٢ > ٠

ضرایب باشد، ϕij از غیرخطی تابع هر می�تواند f آن�که به�دلیل

انتخاب ساده Bij و Aij مانند می�توانند ϕij خاص-گروهی

مرحله دو در است ممکن ϕij مدل�سازی وجود، این با شوند.

را ساده�تری محاسبات صورت این در برسد، به�نظر مناسب

داشت. خواهیم bi و β شامل مدلی تابع به رسیدن به�منظور

می�توان را (٢) و (١) رابطۀ بعدی استفاده�های برای

زیر ماتریسی به�صورت

yi = f(ϕi,xi) + ϵi, ϕi = Aiβ +Bibi, (٣)

نوشت. i = ١, ...,M برای

چندمتغیره بیضوی توزیع�های ٢.٢

چندمتغیره بیضوی توزیع دارای Rp فضای در Y تصادفی بردار

مقیاس مثبت معین ماتریس و µ ∈ Rp مکان پارامتر بردار با

باشد: زیر به�صورت آن چگالی تابع هرگاه است، Σ ∈ Rp×p

fY(y) = cd,f |Σ|−١/٢
f(dΣ(y,µ)), y ∈ Rp

مقیاس cd,f محوری، چگالی تابع f : R+
٠ → R+ آن در که

و نرمال�ساز

dΣ(y,µ) :=

√
(y − µ)

′
Σ−١(y − µ)

نماد با توزیع این است. µ و y بین ماهالونوبیس فاصلۀ

توزیع تابع F آن در که می�شود، داده نمایش Y ∼ Ep(µ,Σ, F )

است. مولد متغیر تجمعی

تابع که داد نشان می�توان جبری محاسبات انجام از پس

است: زیر به�صورت Y مشخصه

ϕY(t) = exp(it′µ)φ(t′Σt), t ∈ Rp

است. Y متغیر مولد مشخصه تابع φ : R+ → R آن در که

نرمال/مستقل توزیع�های بیضوی، توزیع�های از کلاسی زیر

(SMN) نرمال توزیع�های از مقیاسی آمیخته همان یا (NI)

پرداخته توزیع�ها این از توصیفی به بعد بخش در که هستند،

است. شده
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کاظمی ایرج و بروجنی شبانیان عطیه نرمال/مستقل توزیع با آمیخته غیرخطی رگرسیونی مدل�های ٢۴

درست�نمایی ماکسیمم برآورد ٣

ماکسیمم برآورد آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل�های در
صورت y پاسخ حاشیه�ای چگالی اساس بر درست�نمایی
چگالی آشیانه�ای، سطوح Q با مدل یک برای می�پذیرد.

زیر به�صورت y حاشیه�ای

p(y|β, σ٢,D١, . . . ,DQ) =

∫
p(y|b,β, σ٢) (٧)

p(b|D١, . . . ,DQ)db

تصادفی اثرهای شرط به y حاشیه�ای چگالی آن در که است،

به�صورت b حاشیه�ای چگالی و p(y
∣∣b,β, σ٢ ) به�صورت b

اثرهای با غیرخطی مدل برای است. آمده p(b |D١, . . . , DQ)

می�توان را واریانس-کوواریانس ماتریس (١) رابطۀ در آمیخته

هرگاه که صورت بدین نمود، بیان ∆ دقت عامل دیدگاه از

حاصل زیر به�صورت y حاشیه�ای چگالی ،D−١ = σ٢∆T∆

می�شود:

p(y
∣∣∣β, σ

٢
,∆ ) =

|∆|M

(٢πσ٢)(N+Mq)/٢ (٨)

×
M∏
i=١

∫
exp

{
∥yi − f i(β,bi)∥٢ + ∥∆bi∥٢

−٢σ٢

}
dbi

.f i(β,bi) = f i [ϕi(β,bi),xi] آن در که

به�صورت تصادفی اثرهای در f مدل تابع آن�که به توجه با

شکل کلّی حالت در (٨)رابطۀ در موجود انتگرال است، غیرخطی

تابع محاسبه برای عددی بهینه�سازی روش اما ندارد. صریحی

در شامل روش�ها این از برخی است. انجام قابل درست�نمایی

اطراف در f مدل تابع تیلور سری مرتبه-اول بسط گرفتن نظر

اثرهای شرطی حالت در یا تصادفی اثرهای انتظار مورد مقدار

استفاده نیز گاوس مربع�بندی روش از همچنین است. تصادفی

می�شود.

برای درست�نمایی تابع تقریب برای متفاوت روش دو

شده معرفی (٨) رابطۀ در آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل�های

صورت درست�نمایی تابع لاپلاس تقریب توسط اول روش است.

کلّی بسیار تعمیم که است گاوس مربع�بندی دوم روش و می�گیرد

است. لاپلاس تقریب از

اگر است. گاما استاندارد تابع Γ(.) که است،

تی-استیودنت به فوق توزیع آن�گاه ،ν١ = ν٢ = ν

توزیع آن�گاه ،ν١ = ν٢ = ١ اگر ،tp(µ,Σ, ν) چندمتغیره

،ν١, ν٢ → ∞ اگر و Cp(µ,Σ, ١) چندمتغیره کوشی به فوق

می�شود. تبدیل چندمتغیره نرمال به آن�گاه

تصادفی بردار :SLp(µ,Σ, ν) چندمتغیره اسلش توزیع •
چندمتغیره اسلش توزیع دارای Rp فضای در Y p-بعدی
Y چگالی تابع آن�گاه ،U ∼ Beta(ν, ١) هرگاه است،

زیر به�صورت

SL(y|µ,Σ, ν) =ν

∫ ١

٠
uν−١ϕp(y;µ, u

−١Σ)du

fµ,Σ,ν(y) =
ν|Σ|−١/٢

(٢π)p/٢

×
∫ ١

٠
uν+p/١−٢e

−
١
٢
u(y−µ)′Σ−١(y−µ)

du

آن�گاه ،ν → ∞ اگر .(ν > ٠ و y ∈ Rp (برای است

می�شود. تبدیل چندمتغیره نرمال به فوق توزیع

بردار :CNp(µ,Σ,ν) چندمتغیره نرمال-آلوده توزیع •

نرمال- توزیع دارای Rp فضای در Y p-بعدی تصادفی

دو گسسته تصادفی متغیر U هرگاه است، چندمتغیره آلوده

باشد: زیر احتمال چگالی تابع با وضعیتی

h(u|ν) = νI{γ}(u) + (١− ν)I{١}(u)

I{τ}(.) و ν, γ ∈ (٠, ١) برای ν = (ν, γ) آن در که

Y چگالی تابع است. {τ} مجموعه روی بر نشانگر تابع

به�صورت

CN(y|µ,Σ,ν) =νϕp(y;µ, γ
−١Σ)

+ (١− ν)ϕp(y;µ,Σ)

پارامتر .(γ ∈ (٠, ١) و ν ∈ (٠, ١) ،y ∈ Rp (برای است

معرفی دورافتاده مشاهدات از نسبتی به�عنوان می�تواند ν

می�گردد. معرفی مقیاس عامل به�عنوان γ که حالی در شود

چندمتغیره نرمال-آلوده توزیع آن�گاه ،ν → ٠ و γ → ١ اگر

می�شود. تبدیل چندمتغیره نرمال به
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٢۵ ٢١-٣٢ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

است: زیر به�صورت نیز هسی ماتریس

g′′(β,∆,yi,bi) =− ∂٢f i(β,bi)

∂bi∂b
T
i

∣∣∣∣
b̂i

[yi − f i(β, b̂i)]

+
∂f i(β,bi)

∂bi

∣∣∣∣
b̂i

∂f i(β,bi)

∂bT
i

∣∣∣∣
b̂i

+∆T∆

(١٠)

از سهمی ،b̂i در که است f دوم مشتقات شامل ماتریس این

∂٢f i(β,bi)

∂bi∂b
T
i

∣∣∣∣
b̂i

[yi − f i(β, b̂i)]

∂f i(β,bi)/∂bi |b̂i
∂f i(β,bi)/∂b

T
i

∣∣
b̂i
به نسبت معمولا و دارد را

زیر به�صورت نظر مورد تقریب این بر بنا است. ناچیز

g′′(β,∆,yi,bi) = G(β,∆,yi)

=
∂f i(β,bi)

∂bi

∣∣∣∣
b̂i

∂f i(β,bi)

∂bT
i

∣∣∣∣
b̂i

+∆T∆

می�رود. به�کار

است غیرخطی مربعات اقل حد الگوریتم به شبیه تقریب این

در که است f اول مرتبۀ جزئی مشتق برای مزایایی دارای و

یک به�عنوان معمولا این�ها است، تصادفی اثرهای با ارتباط

هستند. دسترس در b̂i برآورد از مجزا تابعی

مدل در لگ-درست�نمایی شده اصلاح لاپلاس تقریب

زیر به�صورت (١) رابطۀ در آمیخته غیرخطی

ℓLA(β, σ
٢,∆ |y ) =− N

٢
log(٢πσ٢) +M log |∆|

− ١
٢

{
M∑
i=١

log|G(β,∆,yi)|

+ σ−٢
M∑
i=١

g(β,∆,yi, b̂i)

}
(١١)

وابسته ∆ و β به�شرط σ٢ به b̂i آن�که به�دلیل می�شود. ارائه

بالا) ℓLA اساس (بر σ٢ درست�نمایی ماکسیمم برآورد نیست،

زیر به�صورت

σ̂٢ = σ̂٢(β,∆,y) =

M∑
i=١

g(β,∆,yi, b̂i)/N

کاهش به�منظور را σ٢ در موجود ℓLA از جزئیاتی می�توان است.

ℓLA دیگر به�عبارت آورد. دست به بهینه�سازی مسئله بعد

لاپلاس تقریب ١.٣

بیزی و فراوانی�گرا استنباط�های در غالباً لاپلاس تقریب روش

پیش�بینی توزیع�های و حاشیه�ای پسین چگالی برآورد برای

تابع تقریب برای می�تواند روش این همچنین می�شود. استفاده

رود. به�کار آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل�های در درست�نمایی

چگالی تابع بگیرید، نظر در را (١) رابطۀ غیرخطی مدل�

است: زیر به�صورت (٨) رابطۀ در yi حاشیه�ای

p(yi

∣∣β, σ٢,∆ ) =

∫
(٢πσ٢)

−(ni+q)/٢ |∆|

× exp[−g(β,∆,yi,bi)/٢σ٢]dbi

.g(β,∆,yi,bi) = ∥yi − f i(β,bi)∥٢ + ∥∆bi∥٢ آن در که

زیر: عبارت�های گرفتن نظر در با

b̂i = b̂i(β,∆,yi) = argmin
bi

g(β,∆,yi,bi),

g′(β,∆,yi,bi) =
∂g(β,∆,yi,bi)

∂bi
,

g′′(β,∆,yi,bi) =
∂g(β,∆,yi,bi)

∂bi∂b
T
i

است: زیر به�صورت b̂i اطراف در g تیلور دوم مرتبه بسط

g(β,∆,yi,bi) ≃g(β,∆,yi, b̂i) (٩)

+
١
٢
[bi − b̂i]

T
g′′(β,∆,yi, b̂i)[bi − b̂i]

خطی به�صورت عبارت g′(β,∆,yi,bi) = ٠ آن�که به توجه با

تعریف زیر به�صورت لاپلاس تقریب عوض در نمی�شود. بیان

می�شود:

p(y
∣∣β, σ٢,∆ ) ≃(٢πσ٢)

−N/٢ |∆|M exp

[
−

١
٢σ٢

M∑
i=١

g(β,∆,yi, b̂i)

]

×
M∏
i=١

∫
(٢πσ٢)

q
٢ exp

{
−

١
٢σ٢ [bi − b̂i]

T

g′′(β,∆,yi, b̂i)[bi − b̂i]dbi

= (٢πσ٢)
−N/٢ |∆|M exp

[
−

١
٢σ٢

M∑
i=١

g(β,∆,yi, b̂i)

]

×
M∏
i=١

∣∣g′′(β,∆,yi,bi)
∣∣− ١

٢ .
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کاظمی ایرج و بروجنی شبانیان عطیه نرمال/مستقل توزیع با آمیخته غیرخطی رگرسیونی مدل�های ٢۶

حالت در است. مفید بسیار گاوس مربع�بندی روش انتگرال این

الگوریتم از مشخص نسخه یک به�عنوان می�تواند روش این کلّی

تصادفی، اثرهای از تصادفی نمونۀ آن در که شود تلقی مونته�کارلو

وزن�های و نمونه این می�شود. تولید N(٠,D) توزیع از ،bi

حالی در فرضمی�شوند، ثابت قبل از گاوس مربع�بندی در موجود

می�شوند. انتخاب تصادفی به�صورت مونته�کارلو روش در که

عبارت با متناسب انتگرال تابع آمیخته، غیرخطی مدل در

است: زیر

exp[−g(β,∆,yi,bi)/٢σ٢ ]

می�شود زده تقریب N(b̂i, σ
٢G−١(β,∆,yi)) چگالی توسط که

می�شوند. زده تقریب (١٠) رابطۀ در G(β,∆,yi) و b̂i و
بدین است، شده استفاده گاوس مربع�بندی در توزیع اهمیت
b̂i شرطی حالت�های حول ،bi مقیاس در طولی شبکۀ منظور
نظر در با می�شود. استفاده مقیاس�بندی برای G(β,∆,yi) و
وزن و نقاط به�ترتیب، ،j = ١, . . . , NGQ برای ωj و zj گرفتن
اساسهسته بر NGQنقطه با (یک�بعدی) گاوس مربع�بندی برای

می�شود ارائه زیر به�صورت گاوس مربع�بندی است، N(٠, I)

∫
exp[− g(β,∆,yi,bi)/٢σ٢ ]dbi

=

∫
σq|G(β,∆,yi)|−١/٢

× exp
{
−g[β,∆,yi, b̂i + σG−١(β,∆,yi)z]/٢σ٢

+∥z∥٢/٢
}
exp

(
−∥z∥٢/٢

)
dz

≃ σq|G(β,∆,yi)|−١/٢
NGQ∑
j١=١

· · ·
NGQ∑
jq=١

exp(−g[β,∆,yi, b̂i

+ σG−١/٢ (β,∆, yi)z]/٢σ٢ + ∥zj∥٢/٢ )

q∏
k=١

ωjk

دوم درجۀ ریشۀ بر دلالت [G(β,∆,yi)]
١/٢ آن در که

.zj = (zj١ , . . . , zjq )
T و دارد G(β,∆,yi)

مدل در لگ-درست�نمایی تابع نرمال سازوار تقریب

زیر به�صورت

ℓLAp(β,∆ |y ) =− N

٢
[١+ log(٢π) + log(σ̂٢)]

+M log |∆| − ١
٢

M∑
i=١

log|G(β,∆,yi)|

اثرهای از خطی به�صورت f مدل تابع اگر می�شود. گرفته نظر در

مرتبۀ بسط به�خاطر شده اصلاح لاپلاس تقریب باشد، تصادفی

،f i(β,bi) = f i(β)+Zi(β)bi وقتی و (٩) رابطۀ در تیلور دوم

دارد. بیشتری دقت

مفهوم از قبولی قابل تعمیم که نمی�رسد به�نظر کلّی حالت در

با غیرخطی مدل�های در درست�نمایی-مقید ماکسیمم برآورد

ماکسیمم که است این مشکل باشد. داشته وجود آمیخته اثرهای

ثابت اثرهای بودن خطی به شدیدی وابستگی درست�نمایی-مقید

رخ امکان این غیرخطی مدل�های در که دارد، مدل تابع در

تقریب این از استفاده در که مشکلاتی از دور به [۵] نمی�دهد.

می�دهد، رخ خطی به�صورت ،β ثابت، اثرهای که f مدل تابع در

قابل لاپلاس تقریب حالت این در آورده�اند. دست به را نتایجی

که را مدل تابع از دیگری تیلور بسط این�که مگر نیست، انجام

گرفت. به�کار است رویکرد این با مشابهی بسیار مورد به منجر

گاوس مربع�بندی روش ٢.٣

انجام پیچیده توابع انتگرال تقریب برای گاوس مربع�بندی

حاصل�ضرب از متناهی مجموع به�صورت تقریب این می�شود.

آن مقادیر که انتگرال درون توابع در معلوم و مشخص وزن�های

طریق از وزن�ها می�آید. دست به شده�اند، محاسبه وزن�ها در توابع

گاوس مربع�بندی می�آیند. دست به [٢ ،١] پیشنهادی الگوریتم

خوبی دقت بسیار پیچیده عددی چندگانه انتگرال�های حل برای

را آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل در انتگرال ساختار دارد.

محاسبه ساده یک�بعدی نرمال مربع�بندی از متوالی به�طور می�توان

مجموع�های توسط چندگانه انتگرال�های این�صورت، غیر در کرد.

هستند. حل قابل چندتایی

سطحی یک آمیخته اثرهای با غیرخطی مدل آماری استنباط

حاشیه�ای چگالی محاسبه که است استوار چندمتغیره نرمال بر

حل برای دارد. تصادفی اثرهای روی انتگرال حل به نیاز آن
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٢٧ ٢١-٣٢ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

است. درست�نمایی ماکسیمم نقطه در

پارامترهای تعداد دارای بررسی مورد مدل�های همۀ اگر

نسبت آزمون به شبیه است ممکن AIC باشند یکسان

فقط درست�نمایی نسبت آزمون به�ویژه، باشد. درست�نمایی

این AIC که حالی در است ارزشمند آشیانه�ای مدل�های برای

اصلاح از باشد کوچک نمونه اندازۀ وقتی ندارد. را محدودیت

می�شود. استفاده زیر

(اندازۀ n هرگاه (AICC) شده اصلاح کائیکه آ اطلاع معیار

زیر معیار از باشد، بزرگ پارامترها) (تعداد p یا و کوچک نمونه)

AICC = AIC +
٢p(p+ ١)
n− p− ١

می�شود. استفاده

است: زیر به�صورت (BIC) بیزی اطلاع معیار

BIC = −٢ ln(L(θ̂ |y )) + p log(n),

درست�نمایی تابع L(θ̂ |y ) مدل، پارامتر�های تعداد p آن در که

است. نمونه اندازۀ n و درست�نمایی ماکسیمم نقطۀ در

مقادیر و می�شوند داده برازش داده�ها به رقیب مدل چند ابتدا

مقادیر کمترین که مدلی می�شوند. رتبه�بندی انتخاب معیارهای

انتخاب برازشی مدل بهترین به�عنوان باشد، دارا را معیارها

می�شود.

مختلف زمان�های در غلظت پراکندگی نمودار .١ شکل

است: زیر به�صورت آمیخته غیرخطی

ℓAGQ(β, σ
٢,∆ |y ) =− N

٢
log(٢πσ٢) +M log |∆|

− ١
٢

M∑
i=١

{log |G(β,∆,yi)|

+

NGQ∑
j١=١

log(

NGQ∑
jq=١

exp−g[β,∆,yi, b̂i

+ σG−١/٢ (β,∆,yi)zj ]/٢σ٢

+ ∥zj∥٢/٢
q∏

k=١

ωjk).

لاپلاس به گاوس مربع�بندی تقریب NGQ = ١ نقطه در

�که است آن �دلیل می�شود. تبدیل (١١) رابطۀ در اصلاح�شده

گاوس مربع�بندی همچنین .ω١ = ٠ و z١ = ٠ مورد این در

است، خطی به�صورت ثابت اثرهای از f مولد تابع که حالتی در

می�دهد. دست به لگ-درست�نمایی از دقیقی تقریب

نقاط تعداد افزایش با می�توان را گاوس مربع�بندی تقریب

با البته آورد. دست به دقیق به�صورت ،NGQ مربع�بندی،

عمل در می�یابد. کاهش محاسبات سرعت نقاط تعداد افزایش

قبولی قابل تقریب اغلب NGQ = ١ و است مناسب NGQ ⩽ ٧

می�کند. فراهم

انجام SAS برنامه از استفاده با شده ذکر روش دو این

انتخاب جهت تجربی مطالعه�های در موضوع اهمیت می�گیرند.

در است. درک قابل رقیب مدل�های انواع بین از مناسب مدل

استفاده با و داده برازش داده�ها برروی آماری مدل چند مقاله این

برگزیده�ایم. است برازنده که را بهترین مدل انتخاب معیارهای از

مانند دیگر کاربرد�های در می�توانند فرایند این از شده منتج مدل

رود. به�کار آتی پیش�بینی�های

به برازش�شده مدل انتخاب برای مختلفی معیارهای

آنها پرکاربردترین که است شده ارائه داده�ها از مجموعه�ای

است. زیر به�صورت

به�صورت AIC کلّی، حالت در :(AIC) کائیکه آ اطلاع معیار

است: زیر

AIC = −٢L(θ̂ |y ) + ٢p,

درست�نمایی تابع L(θ |y ) و مدل پارامتر�های تعداد p آن در که
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کاظمی ایرج و بروجنی شبانیان عطیه نرمال/مستقل توزیع با آمیخته غیرخطی رگرسیونی مدل�های ٢٨

اثرهای که است برآن فرض طولی داده�های مدل�سازی�های در

هستند، نرمال توزیع دارای تصادفی خطای مؤلفه�های و تصادفی

تحلیل در دلیل همین به نباشد. برقرار است فرضممکن این اما

تا می�شود گرفته نظر در مناسبی توزیع فارماکوکینتیک داده�های

کرد. پیدا دست استوار مدلی به بتوان

تصادفی اثرهای بودن دومتغیره نرمال آزمون .١ جدول

p-مقدار تی مقدار آزمون آماره پارامتر

٠٫ ٨۴٧۴ ٠٫ ٩٧ شاپیرو-ویلک b١

٠٫ ۴۵٠٧ ٠٫ ٩۴ شاپیرو-ویلک b٢

٠٫ ٣٩٣٣ ۴٫ ١٠ ماردیا چولگی (b١, b٢)

٠٫ ٨٩٨٢ ٠٫ ١٣ ماردیا کشیدگی

آزمون اساس بر ،١ جدول در مشاهده�شده p-مقدار به توجه با

همچنین و b٢ و b١ اثرهای حاشیه�ای توزیع برای شاپیرو-ویلک

توأم توزیع برای ماردیا کشیدگی چولگی آزمون�های اساس بر

رد ٠٫ ٠۵ سطح در بودن نرمال فرضیه (b١, b٢) تصادفی اثرهای

نمی�شود.

خطا مؤلفه�های بودن نرمال آزمون .٢ جدول

p-مقدار مقدار آزمون آماره

٠٫ ٠٠٠١ > ٠٫ ٩٠٩٣۴۵ شاپیرو-ویلک

٠٫ ٠١٠٠ > ٠٫ ١٢٧٢۴۴ اسمیرنوف کولموگوروف

٠٫ ٠٠۵٠ > ٠٫ ۵٧۴٢۶ میزس کرامر-فون

٠٫ ٠٠۵٠ > ٣٫ ۵٠٠۵٢۵ دارلینگ اندرسون

نمودار می�دهد. نشان را b٢ و b١ تصادفی اثرهای مقایسۀ ٢ شکل

تصادفی اثرهای همبستگی عدم b٢ و b١ تصادفی اثرهای پراکنش

نیز کانتور و چگالی هستۀ نمودار�های می�دهد. نشان را b٢ و b١

است. تصادفی اثرهای بودن دومتغیره نرمال بیان�کنندۀ

نرمال فرضیۀ ٢ جدول در مشاهده�شده p-مقدار به توجه با

نمودار ٣ شکل می�شود. رد ٠٫ ٠۵ سطح در خطا مؤلفه�های بودن

غیرنرمال می�دهد. نشان مختلف هسته چند با را خطاها چگالی

بدین می�شود. دیده نیز شکل این روی از خطاها توزیع بودن

این تحلیل برای بیضوی توزیع�های خانواده از می�توان منظور

شود. پیدا داده�ها این روی بر مدل مناسب�ترین تا برد بهره داده�ها

فارماکوکینتیک داده�های تحلیل ۴

داده�ها اولیه توصیف ١.۴

،١٣ ،١١ ،٩ ،۴] توسط که تئوفیلین داده�های مثال این در

در اصلی هدف می�شود. گرفته نظر در شده�اند تحلیل [١٧

با مرتبط پارامتر�های برآورد فارماکوکینتیک جامعه مطالعه�های

غلظت در (بیماران) آزمایشی بین-واحد�های و درون تغییرات

مدل�سازی در دیگر اهداف از است. شده مشاهده دارویی

متغیر�های و پارامتر�ها بین ارتباط ایجاد فارماکوکینتیک جامعه

تصمیم�گیری در تسهیل و پارامتر�ها تغییرات بیان برای توضیحی

است. مصرفی دارویی دوز میزان درمورد
در خون غلظت میزان آزمودن به علاقه�مند آزمایش، این در
ضد عامل تئوفیلین داروی خوراکی دوز یک از بعد بیمار ١٢
غیرخطی مدل به�وسیلۀ فارماکوکینتیک فرایند اساس است. آسم

زیر آمیخته اثرهای با

Yij =
Dikaikei

Cli(kai − kei)
× {exp(−keitij)− exp(−kaitij)} + ϵij

(١٢)

i-امین از شده مشاهده غلظت Yij آن در که می�شود مدل�سازی

است. j = ١, . . . , ١١ و i = ١, . . . , ١٢ برای tij زمان در بیمار

ساعته ٢۵ زمانی بازۀ یک طول در را Di تئوفیلین دوز بیمار هر

-i برای حذف ثابت نسبت kei می�کند، دریافت صفر زمان از

Cli بیمار،، i-امین برای جذب ثابت نسبت kai بیمار، امین

خونی حجم نشان�دهندۀ که است بیمار، i-امین برای ترخیص

ϵijها و می�شود پاک�سازی زمان طول در دارو به�وسیلۀ که است

بیمار هر برای فارماکوکینتیک پارامتر�های است. خطا مؤلفه�های

زیر به�صورت

Cli = exp(β١ + bi١)

kai = exp(β٢ + bi٢)

kei = exp(β٣) (١٣)

و ثابت اثرهای پارامتر�های βها آن در که می�شود، تعریف

توزیع بودن غیرخطی ١ شکل هستند. تصادفی اثرهای ,bi)ها bj)

نشان بیمار هر برای مختلف زمان�های در را مشاهده�شده غلظت

می�دهد.
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٢٩ ٢١-٣٢ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

بقیه به نسبت که مدلی ۴ جدول اساس بر داده�ها، به مختلف

به�دست�آمده نتایج به توجه با می�شود. انتخاب است برازنده�تر

مدل برای محاسبه�شده AIC که می�شود ملاحظه ۴ جدول در

برابر گاوس مربع�بندی و نیوتن-رافسن روش�های با نرمال-آلوده

برابر شده محاسبه BIC و ٢٩٣٫ ٢ برابر محاسبه�شده AICC، ٢٩٢

مدل�هاست. سایر از کمتر که است، ٢٩۵٫ ٩

نتیجه�گیری ۵

و گردید معرفی نرمال/مستقل توزیع�های خانوادۀ مقاله این در

گردید. بررسی آمیخته اثرهای با طولی مدل�های در آن کاربرد

برای غیر�نرمال توزیع�های گرفتن نظر در این�که به توجه با

در محاسبات پیچیدگی به منجر تصادفی خطای مؤلفه�های

انجام جهت مراتبی سلسله ساختار می�شود، پارامتر�ها برآوردیابی

داده�های تحلیل با آخر در می�شود. گرفته نظر در استنباط

مؤلفه�های برای بودن فرضنرمال که شد فارماکوکینتیکمشاهده

رویکرد در مدل انتخاب معیار�های اساس بر تصادفی خطای

نیست. مناسب لزوماً درست�نمایی ماکسیمم

مدل�ها انواع برازش ٢.۴

باشد به�صورتی باید داده�ها این برای آماری توزیع انتخاب روش

به نیاز موارد، بیشتر در نماید. تحلیل را داده�ها وجه بهترین به که

مدل معتبرترین انتخاب و آنها مقایسه توزیع، چند یا دو برازش

خود ماهیت به عموم به�طور برازش�شده “نامزد“ توزیع�های است.

توزیع�ها این تقارن عدم یا تقارن اساس بر و دارد بستگی داده�ها

ارائه داده�ها تحلیل برای موضوع این ادامه در می�شوند. پیشنهاد

می�شود.

درست�نمایی ماکسیمم روش ٣.۴

شکل غیرخطی مدل�های در درست�نمایی تابع آن�که به توجه با

تابع اساس بر پارامتر�ها برآورد به نیاز و ندارد صریحی

این در ذکر�شده تقریب�های از برخی از می�توان است درست�نمایی

مربع�بندی و لاپلاس تقریب رافسن، نیوتن روش جمله از مقاله

استفاده با فاراماکوکینتیک مدل پارامتر�های برآورد برای گاوس

پارامتر�های برآورد ابتدا در منظور بدین برد. بهره SAS نرم�افزار از

مدل�های برازش از پس و آورده ٣ جدول در برازشی توزیع�های

خطا مؤلفه�های برای بیضوی توزیع�های تحت مدل پارامتر�های درست�نمایی ماکسیمم برآورد .٣ جدول

σ٢ σ٢
٢ σ١٢ σ٢

١ β٣ β٢ β١

٠٫ ۵٠١۶ ٠٫ ۴٣٣١ −٠٫ ٠٠١٢٧ ٠٫ ٠٢٨٠٣ −٢٫ ۴۵٩٢ ٠٫ ۴٨٠۶ −٣٫ ٢٢۶٨ نرمال

(٠٫ ٢٠٨٣٧) (٠٫ ٢٠٠۵) (٠٫ ٠۵٢۵) (٠٫ ٠۴٨٨٨) (٠٫ ٠۵١٢۶) (٠٫ ١٩٨٩) (٠٫ ٠۵٩۵٠)

ν

١٫ ٨٣٨۶ ٠٫ ٢٠١۵ ٠٫ ١٠١۶ ٠٫ ٠٨٩۶٠ ٠٫ ٠٩٩٩٠ ٠٫ ٢۴٧۶ −٢٫ ۴۴۶۵ −٣٫ ١٩٨٧ اسلش

(٠٫ ۵٠٩٩) (٠٫ ٠٨۵١٢) (٠٫ ٠۴٠٩٢) (٠٫ ٠٣۵٣۶) (٠٫ ٠٣٠١٠) (٠٫ ١١١۶) (٠٫ ٠۶٣٣١) (٠٫ ٠٣٨٢٨)

df

١٫ ۴٨٩٧ ٠٫ ٠۶٢٧۵ ٠٫ ۵۶١۶ ٠٫ ٠٢٨٣٠ ٠٫ ٠٠٨٠۴ −٢٫ ۴۶٣۴ ٠٫ ۵٧١۴ −٣٫ ٢١۴١ تی-استیودنت

(٠٫ ٢٧٩٨) (٠٫ ٠١٧٧٨) (٠٫ ٢۵١٧) (٠٫ ٠٣٧۶۶) (٠٫ ٠١١٨٠) (٠٫ ٠٢٧٢۵) (٠٫ ٢٢٢۴) (٠٫ ٠۵١٨۵)

ϵ

٠٫ ٠۶٨٠٩ ١E − ٨ ٠٫ ٣٨١٣ −٠٫ ٠٠١٧۵ ٠٫ ٠٢۶۵۵ −٢٫ ۴۶٣۶ ٠٫ ۴۶٨۶ −٣٫ ٢٢٩٠ نرمال-آلوده

(٠٫ ٠٢١٩۴) (٠) (٠٫ ١٨٩۴) (٠٫ ٠٣٣٢٧) (٠٫ ٠١٢٣۶) (٠٫ ٠٧٢۵٢) (٠٫ ١٩۵۴) (٠٫ ۶٧٩٨)

است. شده ارائه پرانتز در معیار خطای *مؤلفه�های
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b٢ و b١ تصادفی اثرهای مقایسۀ .٢ شکل

b٢ و b١ خطا مؤلفه�های توزیع .٣ شکل
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٣١ ٢١-٣٢ صص ،۴٧ پیاپی شمارۀ ،١٣٩٨ تابستان و بهار اول، شمارۀ چهارم، و بیست سال آماری، اندیشۀ

درست�نمایی ماکسیمم اساس بر مدل انتخاب .۴ جدول

نرمال-آلوده تی-استیودنت اسلش نرمال پارامتر

نیوتن-رافسن

٢٩٢ ٣١۵٫ ۶ ۴١٣٫ ٨ ٣۶٩٫ ۵ AIC

٢٩٣٫ ٢ ٣١۶٫ ٧ ۴١۵ ٣٧٠٫ ۴ AICC

٢٩۵٫ ٩ ٣١٩٫ ۴ ۴١٧٫ ٧ ٣٧٢٫ ٩ BIC

لاپلاس تقریب

٢٩٢٫ ٣ ٣٢٢٫ ۴ ۴٧٩٫ ٧ ٣۶٩٫ ٧ AIC

٢٩٣٫ ۵ ٣٢٣٫ ۶ ۴٨٠٫ ٨ ٣٧٠٫ ۶ AICC

٢٩۶٫ ٢ ٣٢۶٫ ٣ ۴٨٣٫ ۶ ٣٧٣٫ ١ BIC

گاوس مربع�بندی

٢٩٢ ٣١۵٫ ۵ ٣۶٩٫ ۵ ٣۶٩٫ ۵ AIC

٢٩٣٫ ٢ ٣١۶٫ ٧ ٣١٨٫ ١ ٣٧٠٫ ۴ AICC

٢٩۵٫ ٩ ٣١٩٫ ۴ ٣٢٠٫ ٨ ٣٧٢٫ ٩ BIC
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