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رگرسیونی مباحث در آن کاربرد و چوله-اسلش توزیع
2 ساز علامت محمدحسین ، 1 زهرانیکنام

چکیده:
واقعی داده�هاي تحلیل در غالباً فرض این امّا است. مشاهدات توزیع بودن نرمال آماري داده�هاي تحلیل از بسیاري در متداول فرض
به می�توان رابطه این در است. شده پیشنهاد نرمال توزیع جایگزین عنوان به پذیري انعطاف توزیع�هاي منظور بدین می�شود. نقض
عنوان به اسلش توزیع اند. گرفته قرار توجه مورد زیادي محققان سوي از اخیر دهه�ي در که کرد اشاره چوله-اسلش و اسلش توزیع
دارد وجود زیادي مواقع تجربی، مثالهاي در اینکه به توجه با امّا است. شده شناخته استوار مطالعات در متقارن و دم-سنگین توزیع یک
است، برخوردار ویژه�اي اهمیت از نیز چوله حالت در ها توزیع مطالعه�ي نمی�باشد مناسب داده�ها برازش براي متقارن هاي توزیع که
در معمول طور به توزیع این از کاربردهایی است. گرفته قرار محققان توجه مورد اسلش توزیع از چوله�اي تعمیم�هاي معرفی رو این از
این در می�شود. یافت ... و مالی امور شناسی، جامعه اقتصاد، محیطی، زیست سیستم�هاي مانند اي پیچیده مؤلفه�اي چند سیستم�هاي
در توزیع این کاربرد اهمیت بررسی به واقعی داده�هاي مجموعه از استفاده با آن ویژگی�هاي و چوله-اسلش توزیع بررسی ضمن مقاله

می�پردازیم. رگرسیونی مدل�هاي
چوله-اسلش. توزیع سنگین، دم توزیع کردن، برآورد نرمال، چوله- مقیاس آمیخته کلیدي: واژه�هاي

باشند نرمال توزیع براي مناسبی جانشین می�توانند که توزیع�هایی
دم-سنگین نرمال توزیع از توزیع این که است چوله-اسلش توزیع
این در می�باشد. چولگی همچنین و بیشتر کشیدگی داراي و تر
و اسلش توزیع خطاي با خطی رگرسیونی مدل�هاي معرفی به مقاله
آن هاي ویژگی بررسی و اسلش توزیع می�پردازیم. چوله-اسلش
4 مورجنتالر ، [14] 3 توکی و راجرز جمله از زیادي محققان توسط
گرفته صورت [12] 5 کالکارنی و کاشید ، [10] جمشیدیان ، [13]
پارامترهاي درستنمایی حداکثر برآورد [11] 6 کفادار سپس است.
وانگ آورد. دست به استاندارد اسلش توزیع براي مکانی و مقیاسی
متغیره چند چوله-اسلش توزیع از دیگري تعریف [16] 7 جنتون و
ارائه چوله-نرمال توزیع براي [2] 8 آزالینی که تعریفی اساس بر را

مقدمه 1

خطاها که است این بر فرض معمولاً خطی رگرسیون مدل�هاي در
داده�هاي و مثال�ها اکثر در امّا می�باشند، نرمال توزیع داراي و مستقل
توزیع یک عنوان به مدل این که دارد وجود حالت�هایی واقعی
توزیع نباشد. مناسبی برازش داده�ها براي است ممکن متقارن،
استوار مطالعات در متقارن و دم-سنگین توزیع یک عنوان به اسلش
توزیع�هاي که موارد از بسیاري توصیف در است. شده شناخته
بسیار می�توانند چوله توزیع�هاي نیستند آنها توصیف به قادر متقارن
توزیع�هاي از برخی تحقیقات در رو این از شوند. واقع مفید
از یکی شده�اند. معرفی پذیر انعطاف مدل یک عنوان به چوله

اصفهان دانشگاه آمار، ارشد 1کارشناس
اصفهان دانشگاه آمار، علمی هیئت 2عضو

3Rogers and Tukey
4Morgenthaler
5Kashid and Kulkarni
6Kafadar
7Wang and Genton
8Azzalini [
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داده�هایی سازي مدل جهت آنها کاربرد در شده معرفی خانواده ویژه
توجه با است. افتاده دور مشاهده�هاي داراي و نامتقارن ساختار با
جدید پژوهش�هاي توزیع�ها، از خانواده این مطلوب خواص به

شده�اند. بنا خانواده این خواص مبناي بر بسیاري
نرمال توزیع داراي و مستقل T1 و T0 کنید فرض .1.2 تعریف
از مثبت تابعی k(u) آن در که T = k

1
2 (U) |T0| و باشند استاندارد

چگالی تابع و H(.; v) توزیع تابع با تصادفی متغیر نیز U و است u
صورت این در است. بردار یا اسکالر یک v آن در که است h(.; v)

صورت به آن تصادفی نمایش و X ∼ SMSN(µ, σ2, λ,H)

X
d
= µ+ σ(δT + k

1
2 (U)(1− δ2)

1
2T1) (1)

محاسبات شدن تر ساده براي .( [4] 13 همکاران، و (باسو است
چگالی تابع بنابراین می�شود، گرفته نظر در اسکالر v و k(u) = 1

u

صورت به X

f(x) = 2

∫ ∞

0

fX|U (x)dH(u; ν)

= 2

∫ ∞

0

ϕ(x;µ, u−1σ2)Φ(
u

1
2λ(x− µ)

σ
)dH(u; v),

U توزیع تغییر با .( [7] 14 همکاران، و (گري می�شود نوشته
می�شوند. حاصل چوله-نرمال آمیخته-مقیاس توزیع�هاي انواع

توزیع داراي Z تصادفی متغیر کنید فرض .2.2 تعریف
متغیر باشد. Z از مستقل k(u) همچنین باشد. SN(0, σ2, λ)

چوله- آمیخته-مقیاس توزیع�هاي خانواده به متعلق X تصادفی
هرگاه است نرمال

X
d
= µ+ k

1
2 (U)Z (2)

معادل (2.2) و (1.2) تعریف�هاي ، SN توزیع تعریف به توجه با
توزیع (2) رابطه به توجه با حال هستند،

تعریف این در می�شود. حاصل X | U = u ∼ SN(µ, u−1σ2, λ)

دست به X ∼ SMN 15 (µ, σ2,H) آنگاه ، Z ∼ N(0, σ2) اگر
می�آید.

متغیره چند -اسلش چوله توزیع همچنین آن�ها کردند. معرفی داد،
ارائه یکنواخت و نرمال توزیع�هاي از آمیخته-مقیاسی اساس بر را
همکاران و کریستینا دادند. قرار بررسی مورد را آن ویژگی�هاي و
توزیع از استفاده با را مالی زمانی هاي سري سازي مدل [6] 9

چوله-اسلش توزیع اینکه به توجه با دادند. انجام �چوله-اسلش
در است. چوله-نرمال مقیاس آمیخته هاي توزیع خانواده عضو
معرفی را چوله-نرمال مقیاس آمیخته هاي توزیع خانواده 2 بخش
آن ویژگی�هاي و معرفی را اسلش توزیع 3 بخش در می�کنیم.
و چوله-اسلش توزیع معرفی به 4 بخش در می�کنیم. بررسی �را
خطی رگرسیون مدل 5 بخش در و می�پردازیم آن هاي ویژگی
با را خطی رگرسیونی هاي مدل بخش6 در و می�کنیم معرفی را
مجموعه از استفاده با و می�کنیم معرفی چوله-اسلش توزیع خطاي
متون در نرمال رگرسیونی مدل از استفاده با تنها که واقعی داده�هاي
ما است. شده داده برازش رگرسیونی مباحث با مرتبط مختلف
توزیع کاربرد اهمیت بررسی به چوله-اسلش توزیع جایگزینی با
نتیجه پایان در می�پردازیم. رگرسیونی مدل�هاي در چوله-اسلش

می�دهیم. ارائه را گیري

چوله- آمیخته-مقیاس توزیع خانواده 2
(SMSN)نرمال

که 10 (SMSN) نرمال - چوله مقیاس - آمیخته توزیع خانواده
دم و چولگی کردن لحاظ با است چوله-نرمال توزیع از تعمیمی
چوله- جمله از بسیاري توزیع�هاي داده�ها، تحلیل در بودن سنگین
تحلیل در می�شود. شامل را 12 (SSL)چوله-اسلش و 11 (ST ) تی
خطا مؤلفه�هاي بودن فرضنرمال با رگرسیون مدل�هاي که داده�هایی
دیگر توزیع�هاي از استفاده اهمّیت شوند، برازشنمی خوب آن�ها به
اهمّیت است. روشن چوله-نرمال آمیخته-مقیاس توزیع خانواده

9Cristina and et al.
10Scale Mixtures of Skew-Normal
11Skew t
12Skew-Slash
13Basso and et al.
14Garay and et al.
15Scale Mixtures of Normal [
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است. کشیده اسلش چگالی لذا و است صفر از بزرگ�تر که
(1) شکل در ν مختلف مقادیر ازاي به SL(ν) چگالی تابع نمودار

است. شده داده نشان

اسلش توزیع چگالی تابع نمودار .1 شکل

چوله-اسلش توزیع 4
آن ویژگی�هاي و چوله-اسلش توزیع معرفی به بخش این در

می�پردازیم.

چوله- توزیع داراي X =
Zλ

U
تصادفی متغیر گوییم .1.4 تعریف

و Zλ ∼ SN(λ) هرگاه است، λ و ν پارامترهاي با اسلش
نماد با را آن و باشند یکدیگر از مستقل U ∼ Beta(ν, 1)

صورت به آن چگالی تابع می�دهیم. نمایش X ∼ SSL(ν, λ)

است: زیر
f(x; ν, λ) = ν

∫ 1

0

uνϕSN (xu;λ)du, x, λ ∈ R, ν > 0.

(9)
است. استاندارد نرمال چگالی تابع ϕ(.) آن در که

امّا ندارد وجود چوله-اسلش توزیع گشتاور مولد تابع
می�شود: محاسبه زیر صورت به آن گشتاورهاي

E(Xn) = E(Zn).E(U−n) = E(Zn).
ν

ν − n
, ν > n.

(10)

اسلش توزیع معرفی 3
با اسلش توزیع Xداراي = Z

U
1
ν
تصادفی متغیر گوییم .1.3 تعریف

مستقل U ∼ U(0, 1) و Z ∼ N(0, 1) هرگاه است ν شکل پارامتر
می�دهیم. نمایش X ∼ SL(ν) نماد با را آن و باشند یکدیگر از

است: زیر صورت به آن چگالی تابع
f(x; ν) = ν

∫ 1

0

tνϕ(xt)dt −∞ < x <∞ , ν > 0

(3)
است. استاندارد نرمال چگالی تابع ϕ(.) آن در که

است: زیر صورت به اسلش تجمعی توزیع تابع
F (x; ν) = ν

∫ 1

0

tν−1Φ(xt)dt, (4)

است. استاندارد نرمال توزیع تابع Φ(.) آن در که
آن گشتاورهاي امّا ندارد وجود اسلش توزیع گشتاور مولد تابع

می�شود: محاسبه زیر صورت به
E(Xn) = E(Zn).E(U

−n
ν ) = E(Zn).

ν

ν − n
, ν > n.

(5)
می�آیند: دست به زیر صورت به اولیه گشتاورهاي نتیجه در

µ1 = E(X) = 0, ν > 1

µ2 = E(X2) =
ν

ν − 2
, ν > 2

µ3 = E(X3) = 0, ν > 3

µ4 = E(X4) =
3ν

ν − 4
, ν > 4. (6)

است: زیر صورت به آن واریانس بنابراین
V ar(X) =

ν

ν − 2
, ν > 2. (7)

از: عبارتست آن چولگی ضریب
δ1(X) = 0, (8)

است. صفر برابر چولگی ضریب متقارن توزیع�هاي در زیرا
ضریب آن�گاه باشد موجود 4 مرتبه تا X گشتاورهاي اگر
می�شود داده نمایش δ2(X) با که X اسلش تصادفی متغیر کشیدگی

از: بود خواهد عبارت

δ2(X) =
E[(X − E(X))4]

[V ar(X)]3
− 3

= 3

(
1

ν(ν − 4)(ν − 2)2
− 1

)
, ν > 4. [
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δ1(X) =

4
√
2δ3ν3

π
3
2 (ν−1)3

+
√
2ν(3δ−δ3)√
π(ν−3)

− 3
√
2δν2

√
π(ν−1)(ν−2)

( ν
ν−2 − 2δ2ν2

π(ν−1)2 )
3
2

, ν > 3

(13)

δ2(X) =

3ν
ν−4 − 12δ4ν4

π2(ν−1)4 + 12δ2ν3

π(ν−1)2(ν−2) −
8δν2(3δ−δ3)
π(ν−1)(ν−3)

( ν
ν−2 − 2δ2ν2

π(ν−1)2 )
2

−3, ν > 4

(14)
که است واضح ، λ ∈ R اینکه به توجه با

−1 < δ =
λ√

1 + λ2
< 1.

λ و ν مختلف مقادیر ازاي به SSL(ν, λ) چگالی تابع نمودار
است. شده داده نشان (2) شکل در

به زیر صورت به ، δ = λ√
1+λ2

با ، X اولیه گشتاورهاي نتیجه در
می�آیند: دست

µ1 = E(X) =
ν

ν − 1

√
2

π
δ, ν > 1

µ2 = E(X2) =
ν

ν − 2
, ν > 2

µ3 = E(X3) =
ν

ν − 3

√
2

π
(3δ − δ3), ν > 3

µ4 = E(X4) =
3ν

ν − 4
, ν > 4 (11)

آن واریانس بنابراین
V ar(X) =

ν

ν − 2
− (

ν

ν − 1
)2

2

π
δ2, ν > 2 (12)

با است برابر ترتیب به آن کشیدگی و چولگی ضریب و

چوله-اسلش توزیع چگالی تابع نمودار .2 شکل

چوله-اسلش توزیع تصادفی نمایش 1.4

کشیدگی و متوسط چولگی با توزیعی داراي اغلب مالی داده�هاي
برازش پذیري انعطاف مدل استکه طبیعی نتیجه در می�باشند. زیاد
داده�هاي تحلیل در که این به توجه با باشد. داده�ها برازنده تا دهیم
نیست، متقارن مشاهدات توزیع که دارند وجود نیز مواردي واقعی،
آن چوله�ي حالت به اسلش توزیع از تعمیم�هایی روي بر مطالعه لذا
داراي چوله-اسلش توزیع است. گرفته قرار محققان توجه مورد
که می�باشد چوله-نرمال توزیع از آمیخته-مقیاسی تصادفی نمایش
توزیع�هایی خانواده از چوله-اسلش توزیع می�پردازیم. آن به زیر در

مقدار شدن کوچک با می�شود دیده (2) شکل در که همانطور
λ مقدار افزایش با و می�شود سنگین�تر چگالی تابع دم ،�λ پارامتر
تا λ مقدار کاهش با البته می�کند�. میل شده بریده نرمال به توزیع

دارد. معکوس رفتار −∞

آنگاه ν → ∞ اگر و است دم-سنگین توزیع یک SSL توزیع
می�شود. حاصل SN توزیع
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چوله- توزیع مرکزي گشتاورهاي از که کلی بیان از استفاده با
ضریب و واریانس می�توان شد حاصل (17) رابطه در اسلش
دست به زیر صورت به را چوله-اسلش توزیع کشیدگی و چولگی

آورد.
است: زیر صورت به چوله-اسلش توزیع واریانس

V [Y ] = m2[Y ] = σ2 c02 + c22λ
2

1 + λ2
,

قرار با که c22 = ν
ν−2 − 2

π

(
ν

ν−1

)2 و c02 = ν
ν−2 آن در که

دست به چوله-اسلش توزیع واریانس (17) معادله در k = 2 دادن
می�آید.

است: زیر صورت به چوله-اسلش توزیع چولگی ضریب

S[Y ] =
m3[Y ]

m2[Y ]
3
2

= 2
1
2
c13λ+ c33λ

3

(c02 + c22λ2)
3
2

, ν > 3

آن در که
، c22 = ν

ν−2 − 2
π

(
ν

ν−1

)2 ، c02 = ν
ν−2

و c13 = 3

π
1
2

(
ν

ν−3 − ν
ν−2

ν
ν−1

)
قرار با می�باشد. c33 = 4

π
3
2

(
ν

ν−1

)3
− 3

π
1
2

ν
ν−2

ν
ν−1 + 2

π
ν

ν−3

چوله-اسلش توزیع چولگی ضریب (17) معادله در k = 3 دادن
می�آید. دست به

است: زیر صورت به چوله-اسلش توزیع کشیدگی ضریب

K[Y ] =
m4[Y ]

m2[Y ]2
= 2

c04 + c24λ
2 + c44λ

4

(c02 + c22λ2)2
, ν > 4

آن در که
، c02 = ν

ν−2 ، c04 = 3
2

ν
ν−4

، c24 = 6
π

ν
ν−2 (

ν
ν−1 )

2 − 12
π

ν
ν−3

ν
ν−1 + 3 ν

ν−4

و c44 = − 6
π2 (

ν
ν−1 )

4 + 12
π

ν
ν−2 (

ν
ν−1 )

2 − 8
π

ν
ν−3

ν
ν−1 + 3

2
ν

ν−4

. c22 = ν
ν−2 − 2

π

(
ν

ν−1

)2
توزیع کشیدگی ضریب (17) معادله در k = 4 دادن قرار با
کشیدگی داراي چوله-اسلش توزیع می�آید. دست به چوله-اسلش
ضریب (3) شکل مطلب این درك براي است. زیادي چولگی و
فاصله در ترتیب به ν و λ مقادیر ازاي به را چولگی و کشیدگی

می�دهد. نشان (10و4) و (10و10-)

شکل، پارامتر آن در که است شکل و مقیاس مکان، پارامتر سه با
چوله- توزیع [15] جنتون و وانگ می�کند. کنترل را توزیع چولگی
زیر صورت به می�دهد تعمیم را چوله-نرمال توزیع که اسلش

کردند. تعریف

Z از مستقل که U تصادفی متغیر و Z ∼ SN(λ) اگر .2.4 قضیه
چگالی تابع با بتا توزیع داراي است

f(u) = νuν−1 0 < u < 1

Y = µ+σU−1Z نمایشتصادفی با را Yتصادفی متغیر آنگاه باشد
و چولگی پارامتر λ مقیاس، پارامتر σ مکان، پارامتر µ آن در که
نمایش Y ∼ SSL(µ, σ, λ, ν) نماد با و است کشیدگی پارامتر ν

است: زیر چگالی تابع با چوله-اسلش داراي می�دهیم
fY (y) =

∫ 1

0

2νuν−1ϕ(y;µ, u−2σ2)Φ

(
λu(y − µ)

σ2

)
du,

(15)
و µ میانگین با نرمال توزیع چگالی تابع ϕ(y;µ, u−2σ2) آن در که

. است u−2σ2 واریانس

عبارتست Y ریاضی امید . Y ∼ SSL(µ, σ, λ, ν) کنید فرض
از:

E(Y ) = µ+ σ(
2

π
)

1
2

ν

ν − 1
(

λ2

1 + λ2
)

1
2 , ν > 1 (16)

به چوله-اسلش توزیع مرکزي گشتاورهاي ، k ∈ N ازاي به
است: زیر صورت

mk [Y ] = E
[
(Y − E(Y ))k

] (17)
= 2

(k−2)
2 σk

(
1

1 + λ2

) k
2

Σk
l=0clkλ

l, ν > k.

آن در که
clk = Σl

m=0bm,k−l+m,k,

و
bm,k−l+m,k = (−1)l−m

[
1 + (−1)k−l

]
π

−(l−m+2)
2

× ν

ν−(k−l+m)

(
ν

ν − 1

)(l−m)(
k

l

)(
l

m

)
Γ(
m+ 1

2
)Γ(

k − l + 1

2
)

حالت در هستند. ثابت m ∈ {0, 1, ..., l} و l ∈ {, 1, ..., k} و
. clk = 0 آنگاه باشد، فرد عددي k − 1 اگر خاص
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چوله-اسلش توزیع کشیدگی ضریب چپ سمت و چوله-اسلش توزیع چولگی ضریب راست سمت نمودار شکل3.

فرض�هاي وبا Y = Xβ + ε برداري شکل به یا و
E(ε) = 0 الف)

V ar(ε) = σ2I ب)
بعدي n و پاسخ متغیر بردار Y مدل این در می�شود. گرفته نظر در
n آن در استکه بعدي n×p و مستقل Xماتریسمتغیرهاي استو
اولین است. ضرایبرگرسیونی تعداد p = k+1 و مشاهدات تعداد
سایر از یک هر و است j = (1, 1, ..., 1)′ بردار X ماتریس ستون
مدل خطاي ε است. ثابت و مستقل متغیر یک به متعلق ستون�ها
β = (β1, β2, ..., βk)

′ . است نرمال آن توزیع معمول فرض بر بنا
و درستنمایی ماکسیمم روش به برآورد قابل و رگرسیونی ضرایب
تابع هستند. خطا توزیع نبودن مشخص صورت در مربعات حداقل

صورت به درستنمایی
L(β) =

1

(2πσ2)
n
2
exp

{
−1

2
(Y −Xβ)′(Y −Xβ)

}
به روش دو هر توسط رگرسیونی ضرایب نااریب برآورد است.
p بردار آن حاصل که می�آید دست β̂ = (XX)−1X′Y صورت
واریانس و β میانگین با نرمال برآوردگر این توزیع است. بعدي
رابطه بودن خطی مدل، این نامگذاري دلیل است. σ2(XX)−1

معادله در بنابراین است. رگرسیونی ضرایب به نسبت پاسخ متغیر
دیگري شکل یا و توان هر با می�توانند توضیحی متغیرهاي (18)
را مدل این مطلوب خواص نویسندگان از بسیاري شوند. نوشته
مدل فرض�هاي از بعضی نیز موارد برخی در و اند کرده بررسی
نامطلوب یا مطلوب ویژگی�هاي و شده گرفته نظر در نادرست
نبودن برقرار مشکل رفع براي اند. گرفته قرار بررسی مورد حاصل

چولگی ضریب چوله-نرمال توزیع همانند که می�کنیم مشاهده
و مثبت ، λمثبت مقادیر ازاي به و است صفر با برابر λ = 0 ازاي به
توزیع چولگی در کمی تأثیر ν است. منفی ، λ منفی مقادیر ازاي به
چوله-اسلش توزیع کشیدگی در کمی تأثیر λ و دارد چوله-اسلش
می�یابد. افزایش کشیدگی ضریب ν کاهش با دیگر طرف از دارد.

آنگاه Y ∼ SSL(0, σ2, λ, ν) اگر .3.4 قضیه
.−Y ∼ SSL(0, σ2,−λ, ν)

صورت این در .P (−Y ≤ y) = 1− P (Y ≤ −y) داریم: اثبات.
و (15 ) رابطه به توجه با بنابراین .f−Y (y) = fY (−y) داریم

: داریم نرمال توزیع تقارن

f−Y (y) = 2ν

∫ 1

0

uν−1ϕ(−y; 0, u−1σ2)Φ(−λyu
1
2

σ
)du

= 2ν

∫ 1

0

uν−1ϕ(y; 0, u−1σ2)Φ(−λyu
1
2

σ
)du

است. SSL(0, σ2,−λ, ν) توزیع دهنده نشان آمده دست به نتیجه

خطی رگرسیون مدل 5
دارند. وابسته متغیر روي اي عمده تأثیر متغیر چند یا دو گاهی
متغیر بینی پیش جهت چندگانه رگرسیون از وضعیت این در
خطی فرض نیز چندگانه رگرسیون در می�شود. استفاده وابسته
براي چندگانه خطی رگرسیون مدل می�باشد. برقرار متغیرها بودن

صورت به i = 1, 2, ..., n

yi = β0 + β1xi1 + ...+ βkxki + εi (18) [
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ایالت در افراد درآمد سرانه�ي : (Income) X3

ایالت زنان نسبت : (Female) X4

اساس بر ایالت در شده فروخته سیگار پاکت�هاي نرخ : (Sale)X5

سرانه قیمت
ایالت پوست سیاه افراد نسبت : (Black) X6

. ایالت در سیگار پاکت یک وزنی متوسط قیمت : (Price) Y
مختلف متون در نرمال رگرسیونی مدل از استفاده با تنها داده�ها این
مقاله این در ما است. شده داده برازش رگرسیونی مباحث با مرتبط
داراي مدل این که می�دهیم نشان چوله-اسلش توزیع جایگزینی با
متغیر بودن نرمال فرض با ابتدا منظور بدین است. بهتري عملکرد

رگرسیونی مدل توضیحی، متغیرهاي شرط به (sale)پاسخ

Yi = β0+β1X1+β2X2+β3X3+β4X4+β5X5+β6X6+ϵi

(20)
در نتایج که می�دهیم برازش داده�ها روي بر کلاسیک روش به را

می�شود. مشاهده (1) جدول

مدل براي نرمال مدل پارامترهاي OLS تحلیل :1 جدول
(20) رگرسیونی

پارامترها پارامترها برآورد معیار انحراف p− value

β0 103/3448 245/6071 0/6759
β1 4/5204 3/2197 0/1673
β2 -0/0616 0/8146 0/9400
β3 0/0189 0/0102 0/0703
β4 0/3575 0/4872 0/4669
β5 -1/0528 5/5610 0/8507
β6 -3/2549 1/0314 0/0028
σ2 15/1860 3/6966 0/08

مانده�ها نگار بافت مدل، مانده�هاي بودن نرمال بررسی براي
می�شود. مشاهده (4) شکل در که ایم کرده رسم

محققان توسط مناسبی حل�هاي راه واقعی داده�هاي در فرض�ها
است. شده ارائه مختلف

ضرایب برآورد براي متفاوت روشهاي 1.5
رگرسیون

پارامترهاي برآورد رگرسیونی، تحلیل�هاي اصلی مباحث از یکی
با را جامعه رگرسیون تابع اگر است. مدل

yi = β0 + β1xi1 + ...+ βkxki + εi

مدل دهیم، نشان ŷi و β̂i با ترتیب به را yi و βi برآوردهاي و
از است عبارت شده برازش رگرسیون

ŷi = β̂0 + β̂1xi1 + ...+ β̂kxki (19)
شده برازش مقادیر و (yi) شده مشاهده مقادیر بین اختلاف
می�دهند. نمایش ei با و می�گیرند نظر در خطا عنوان به را (ŷi)

را رگرسیون مدل می�توان نتیجه در و هستند برآورد قابل ها β̂i
و مشاهده قابل هیچگاه جامعه واقعی پارامترهاي امّا کرد. برآورد
برآورد براي نیست. مشاهده قابل εi اساساً زیرا نیستند گیري اندازه
حداقل متفاوت روش�هاي مدل، نوع به بسته رگرسیون، مدل�هاي

می�شود. برده کار به درستنمایی حداکثر و (OLS) مربعات

نرخ داده�هاي کاربردي:تحلیل مثال 6
سیگار پاکت�هاي

کاربرد اهمیت بررسی به تجربی مثال یک ارائه�ي با بخش این در
داده�هایی می�پردازیم. رگرسیونی مدل�هاي در چوله-اسلش توزیع
توسط 1970 سال در می�گیرند قرار بررسی مورد مثال این در که 16

51 در سیگار، مصرفی الگوي بررسی منظور به آمریکا بیمه سازمان
و (چاترجی شده�اند آوري جمع کلمبیا همچنین و آمریکا ایالت

.( [5] 17 هادي؛
است: زیر متغیرهاي شامل داده�ها مجموعه

می�کنند زندگی ایالت در که افرادي سن :میانه (Age) X1

تمام را دبیرستان که ایالت در سال 25 بالاي افراد :نسبت (Hs) X2

کرده�اند
. هستند دسترسی قابل http : //www.ilr.cornell.edu/ hadi/RABE4 سایت در 16داده�ها

17Chatterjee and Hadi [
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خطاي با مدل مانده��هاي (براي نرمال Q−Qنمودار شکل5.
نرمال)

دم�ها بودن سنگین�تر بیشتر، کشیدگی وجود از حاکی که فوق نتایج
براي انگیزه�اي است نرمال به نسبت مدل خطاي توزیع چولگی و
توجه با راستا این در می�دهد. ارائه مناسب رگرسیونی مدل برازش
یک عنوان به را توزیع این چوله-اسلش توزیع ویژگی�هاي به
می�کنیم. بیان بعد بخش در نتایج که می�گیریم نظر در جایگزین

توزیع چوله-اسلش، توزیع مقایسه 7
مدل�هاي در نرمال توزیع و اسلش

معمولی چندگانه رگرسیونی
در امّا است استفاده مورد آمار زمینه�هاي اکثر در نرمال توزیع
توزیع است لازم و نمی�باشد پاسخگو نرمال توزیع مسائل، بعضی
دم داده�ها توزیع که زمانی خصوص به گردد آن جانشین دیگري
نرمال توزیع به نسبت چولگی و بیشتر کشیدگی داراي و تر سنگین
چولگی، مانند ویژگی�هاي داشتن دلیل به چوله-اسلش توزیع باشد.
بهتر نرمال، توزیع به نسبت تر سنگین دم�هاي و بیشتر کشیدگی
اخیر دهه�هاي در چوله-اسلش توزیع شود. برازش داده�ها به است
این در است. کرده جلب خود به را محققان از بسیاري توجه
اسلش توزیع از استفاده با رگرسیونی مدل�هاي معرفی به بخش
خطا مؤلفه�هاي می�کنیم فرض یکبار می�پردازیم. چوله-اسلش و
پارامترهاي درستنمایی حداکثر برآورد و است اسلش توزیع داراي

مانده�ها �نگار بافت نمودار شکل4.

براي نرمال مدل که گرفت نتیجه می�توان فوق شکل به باتوجه
نیست. مناسب مثال این داده�هاي

دادیم. انجام مدل مانده�هاي براي را بودن نرمال آزمون همچنین
اند. شده داده نشان (2) جدول در نتایج

مانده�ها بودن نرمال براي شاپیرو-ویلک آزمون :2 جدول
آماره آزادي درجه p− value

0/832 51 0

بودن نرمال فرض ، (2) جدول در p − value میزان به توجه با
مبتنی نمودار همچنین می�شود. رد 0/05 سطح در مدل مانده�هاي

است. شده رسم (5) شکل در آزمون این بر
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برآورد که داده�ایم برازش اسلش توزیع با (20) رگرسیونی مدل
می�شود. مشاهده (4) جدول در مدل پارامترهاي درستنمایی حداکثر

مدل براي اسلش مدل پارامترهاي برآورد :4 جدول
رگرسیونی(20)

پارامترها پارامترها برآورد معیار انحراف
β0 -0/0880 0/0338
β1 0/0667 0/0008
β2 0/1544 0/0158
β3 0/0157 0/0001
β4 0/0614 0/0001
β5 -0/0008 0/0001
β6 -0/0952 0/0003
σ 1/4835 0/0338
ν 0/6160 0/0339

در که ایم کرده رسم اسلش توزیع مانده�هاي نگار بافت نمودار
شود. می مشاهده (7) شکل

اسلش توزیع مانده�هاي نگار بافت نمودار شکل7.
اطلاع و آکائیک اطلاع معیار مدل، مقایسه معیار دو از استفاده با
نتایج که پرداختیم چوله-اسلش و اسلش مدل دو مقایسه به بیزي،

اند. شده داده نشان 5 جدول در

مؤلفه�هاي می�کنیم فرض دیگر بار و می�آوریم دست به را مدل
را آن پارامترهاي برآورد و می�باشد چوله-اسلش توزیع داراي خطا
بهترین چوله-اسلش مدل که می�کنیم مشاهده می�آوریم. دست به

است. رگرسیونی مدل این براي برازش
که داده�ایم برازش چوله-اسلش توزیع با (20) رگرسیونی مدل
مشاهده (3) جدول در مدل پارامترهاي درستنمایی حداکثر برآورد

می�شود.

مدل براي چوله-اسلش مدل پارامترهاي برآورد :3 جدول
رگرسیونی(20)

پارامترها پارامترها برآورد معیار انحراف
β0 -0/1856 0/0338
β1 0/1519 0/0008
β2 0/2934 0/0161
β3 0/0113 0/0087
β4 0/3184 1/2063
β5 0/0667 0/0016
β6 0/0250 0/0063
σ 0/8058 3/5378
ν 1/8819 0/5925
λ 1/8820 3/1525

که کرده�ایم رسم چوله-اسلش توزیع مانده�هاي نگار بافت نمودار
می�شود. مشاهده (6) شکل در

چوله-اسلش توزیع مانده�هاي نگار بافت نمودار ] شکل6.
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گیري نتیجه 8
و چوله-اسلش و اسلش توزیع�هاي بررسی به مقاله این در
چندگانه رگرسیونی مدل�هاي برازش در پرداختیم. آنها ویژگی�هاي
از استفاده با و دادیم برازش اسلش چوله-اسلشو توزیع با معمولی
مناسبی جایگزین چوله-اسلش مدل که دادیم نشان واقعی داده�هاي
مختلف معیارهاي از مدل دو مقایسه براي است. نرمال توزیع براي
به نسبت چوله-اسلش توزیع که کردیم مشاهده و شد استفاده
خطا مؤلفه�هاي براي حالات بعضی در اسلش و نرمال مدل دو

است. مناسب�تر

مدل دو براي بیزي اطلاع و آکائیک اطلاع معیار مقادیر :5 جدول
چوله-اسلش و اسلش
چوله-اسلش مدل اسلش مدل

AIC 543/9665 553/8579
BIC 560/1443 571/2443

کمترین چوله-اسلشداراي توزیع چوله-اسلش، اسلشو دو بین از
(BIC) بیزي اطلاع معیار و (AIC) آکائیک اطلاع معیار مقدار
مدل براي برازش بهترین اسلش توزیع به نسبت پس است.

است. (20) رابطه رگرسیونی
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