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نهایی ضربه�ي مدل از جدیدي کلاس�هاي معرفی
1 انصاري راضیه

چکیده:
افتادن کار از یا سالخوردگی موجب ضربه�ها این هستند، تصادفی معرضضربه�هاي در که دارند وجود سیستم�هایی صنعت یا طبیعت در
تجمعی. ضربه مدل و نهایی ضربه مدل می�کنند، بندي دسته اصلی نوع دو به را ضربه مدل�هاي ضربه�ها، نوع حسب بر می�شود. سیستم
ضربه�هاي اثر تجمعی ضربه مدل در و می�گیرد قرار بررسی مورد دارد نام کشنده ضربه که ضربه آخرین اثر تنها نهایی ضربه مدل در

شود. می جمع هم با داده رخ
مدل�هاي از دیگري انواع معرفی لذا نباشد مدل دو این انواع از کدام هیچ با منطبق سیستم روي به ضربه�ها اثر است ممکن واقعیت در
را ضربه مدل�هاي انواع از جدید مدل چند مقاله این در می�رسد. نظر به ضروري حالات این در سیستم سالخوردگی بررسی و ضربه

می�پردازیم. شکست نرخ و بقا تابع بررسی به مدل�ها، این از یک هر در سپس و کرده معرفی
فرسایش آمیخته، ضربه مدل نهایی، ضربه مدل تجمعی، ضربه مدل شوکی، مدل�هاي کلیدي: واژه�هاي

بگیرید نظر در را تصادفی ضربه�هاي معرض در سیستم حال
می وارد ν(t) نرخ با ناهمگن پواسون فرایند طبق ها ضربه که
سیستم شکست باعث p(t) احتمال با ضربه هر کنید فرض شوند.
نوع این به که شود می ضربه) وقوع فرایند خاتمه بنابراین (و
q(t) = 1 − p(t) احتمال با و می�گویند بحرانی ضربه ضربه�ها،
کاملاً ها ضربه غیاب در سیستم اگر است. ضرر بی سیستم براي
است بحرانی ضربه وقوع سیستم شکست عامل تنها باشد، مطمئن
بازه در نباید بماند، زنده t زمان تا حداقل سیستم بخواهیم اگر پس
در سیستم عمر طول TS اگر بنابراین دهد. رخ بحرانی ضربه [0, t]

صورت به مدل این با منطبق بقاي احتمال باشد، ضربه�ها حضور
است: زیر

P (TS > t) = P (Np(t) = 0)

= exp
{
−
∫ t

0

p(u)ν(u)du
}

(1)

یک که است بحرانی ضربه وقوع فرایند {Np(t), t ≥ 0} آن در که
نرخ تابع بنابراین است. p(t)ν(t) نرخ با ناهمگن پواسون فرایند

با: است برابر شکست
λs(t) = p(t)ν(t), t ≥ 0. (2)

کردیم اشاره آن به اکنون که نهایی�اي ضربه مدل کار، راحتی براي

مقدمه 1
شده�اید. آشنا همگن پواسون فرایند با تصادفی فرایندهاي کتب در
ناهمگن پواسون فرایند شمارشی، فرایندهاي از دیگري مهم فرایند

است.

با ناهمگن پواسون فرایند یک را N شمارشی فرایند .1.1 تعریف
کند. صدق زیر شرط چهار در هرگاه می�گوییم ν(t) نرخ

.N(0) = 0 .1

باشد. مستقل نموهاي داراي N(t), t ≥ 0 .2

P (N(t+ h)−N(t) ≥ 2) = o(h) .3

P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λ(t)h+ o(h) .4

است. بقا تابع اعتماد، قابلیت در پرکاریرد مفاهیم از یکی

می�دهد نشان را سیستم یک عمر طول X کنید فرض .2.1 تعریف
احتمال است. F (x) توزیع تابع با نامنفی تصادفی متغیر که
تابع را r(t) = f(t)

F (t)
نسبت و بقا تابع را F (x) = P (X > x)

می�نامیم. X شکست نرخ
اصفهان دانشگاه ارشد، ] 1کارشناسی
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انصاري راضیه نهایی ضربه�ي مدل از جدیدي کلاس�هاي معرفی 2

ضربه�ها حضور در سیستم عمر طول توزیع تابع : FS(t)

کنید فرض حال iام ضربه توسط شده ایجاد فرسایش میزان : Wi

با و می�اندازد کار از را سیستم فوراً p(t) احتمال با ضربه iامین
Wi ≥ 0 تصادفی مقدار به را سیستم سن q(t) = 1− p(t) احتمال
برابر t زمان در سیستم تصادفی سن بنابراین می�دهد. افزایش

با: شد خواهد
Tν = t+

N(t)∑
i=0

Wi

.W0 = 0 دهیم، می قرار N(t) = 0 که حالتی با منطبق آن در که
مرز از تصادفی متغیر این که می�افتد اتفاق زمانی شکست نتیجه در

دهد. رخ بحرانی ضربه یا و بگذرد R
از جمعی تأثیر یا و بحرانی) ضربه(ضربه یک وقوع چون
دارد، تأثیر سیستم افتادن کار از در غیربحرانی) ضربه�ها(ضربه�هاي
لذا است تجمعی ضربه مدل و نهایی ضربه مدل از ترکیبی مدل این

می�نامیم. ترکیبی ضربه مدل را آن
از ناشی فرسایش میزان و N(s), 0 ≤ s ≤ t ،R داشتن شرط به

با: است برابر سیستم بقاي تابع شرطی احتمال ضربه�ها،

P (TS > t|N(s), 0 ≤ s ≤ t,

W1,W2, ...,WN(t);R)

=

N(t)∏
i=0

q(Ti)I
(N(t)∑

i=0

Wi ≤ R− t
)
, (4)

کلی بسیار (4) فرمول می�بینیم، که همانطور .q(T0) ≡ 1 آن در که
داراي R که خاص حالت دو بررسی به ادامه در بنابراین است.

می�پردازیم. است ثابت R یا و نمایی توزیع

نمایی توزیع داراي R 1.2
نیز را زیر فرض�هاي قبل مفروضات بر علاوه حالت این در

می�پذیریم:

است. ν(t) نرخ با ناهمگن پواسون فرایند {N(t), t ≥ 0} .1

و MW (t) گشتاور مولد تابع با هم�توزیع و مستقل ها Wi .2
هستند. G(t) توزیع تابع

یکدیگرند. از Rمستقل ,Wiو i = 1, 2, ... و {N(t), t ≥ 0} .3

نامیم. می p(t) ⇔ q(t) مدل را
ممکن یعنی نباشد مطمئن ضربه�ها غیاب در سیستم اگر حال

بیفتد. کار از نیز ضربه وقوع بدون سیستم است
داراي ضربه�ها، غیاب در سیستم تصادفی عمر ،R می�کنیم فرض
باشد. مستقل R از ضربه وقوع فرایند نیز و باشد F (t) توزیع تابع
ضربه وقوع یکی می�افتد، کار از سیستم علت دو به حالت این در

داریم: پس سیستم، طبیعی عمر یافتن پایان دیگري و بحرانی

P (TS > t)

= F (t) exp
{
−
∫ t

0

p(u)ν(u)du
}

(3)

در است. نهایی ضربه مدل نوع از بالا در شده معرفی مدل دو هر
از جدیدي مدل�هاي مدل، این به شرایطی کردن اضافه با مقاله این
دوم بخش در بنابراین می�شود. بررسی و معرفی ضربه مدل انواع
مدل خاص، شیوه�اي به [1] فینکل�اشتاین2 و چا تحقیقات اساس بر
تحت مدلی و شده ترکیب تجمعی ضربه مدل نوعی با نهایی ضربه
سوم بخش در می�شود. بررسی و معرفی ترکیبی ضربه مدل عنوان
احتمال اینکه فرض با [2] فینکل�اشتاین و چا مطالعات اساس بر
فرایند گذشته به می�دهد رخ t زمان در که ضربه�اي بودن کشنده
بدست B و A مدل عنوان تحت مدل�هایی دارد بستگی ضربه وقوع
بر چهارم بخش در می�شود. محاسبه شکست نرخ و بقا تابع و آمده
و نهایی ضربه مدل دو در [3] فینکل�اشتاین و چا مطالعات اساس
تصادفی تأخیري میزان با ضربه�ها فرضمی�شود ترکیبی، ضربه مدل
شکست نرخ و بقا تابع محاسبه سپسبه و می�گذارد اثر سیستم روي

می�شود. پرداخته

ترکیبی ضربه مدل 2
انجام را زیر نمادگذاري�هاي کار راحتی براي مدل معرفی از قبل

می�دهیم:
ضربه) وقوع (بدون سیستم عمر طول : R

.P (R ≤ t) = F (t) نتیجه در
ضربه وقوع فرایند : {N(t), t ≥ 0}

ضربه iامین دادن رخ زمان : Ti
ضربه) وقوع سیستم(تحت عمر طول : TS

2Cha, J. H. and Finkelstein, M. [
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می�کنیم: تعریف منظور این به رسیدن براي

N∗(t) ≡ N(m−1(t)), t ≥ 0

و
T ∗
j ≡ m(Tj), j ≥ 1

است 1 نرخ با همگن پواسون فرایند یک {N∗(t), t ≥ 0} می�دانیم
جدید زمانی فاصله مقیاس در ضربه�ها رخداد زمان T ∗

j , j ≥ 1 و
([4] (سینلار3 است.

آنگاه: s = m(t) دهیم قرار اگر

E
[
exp

{N(t)∑
i=1

[ln q(Ti) + ln(MW (−λ))]
}]

= E
[
exp

{N∗(s)∑
i=1

[ln q(m−1(T ∗
i )) + ln(MW (−λ))]

}]

= E
[
E
[
exp

{N∗(s)∑
i=1

[ln q(m−1(T ∗
i ))

+ ln(MW (−λ))]
}∣∣∣N∗(s)

]]
(7)

با T ∗
1 , T

∗
2 , ...T

∗
n |N∗(s) = n چون، حال

از nتایی تصادفی نمونه ترتیبی آماره�هاي یعنی V(1), V(2), ..., V(n)
،([5] است(راس4 توزیع هم ،[0,m(t)] فاصله در یکنواخت توزیع

داریم:

E
[
exp

{N∗(s)∑
i=1

[ln q(m−1(T ∗
i ))+ln(MW (−λ))]

}∣∣∣N∗(s) = n
]

= E
[
exp

{ n∑
i=1

[ln q(m−1(V(i))) ln(MW (−λ))]
}]

= E
[
exp

{ n∑
i=1

[ln q(m−1(Vi)) + ln(MW (−λ))]
}]

=
(
E
[
exp

{
ln q(m−1(V1)) + ln(MW (−λ))

}])n
=
(
E
[
exp

{
ln q(m−1(sU)) + ln(MW (−λ))

}])n

است. [0, 1] بازه در یکنواخت توزیع داراي U = V1

s آن در که

نتیجه: در و است λ شکست نرخ با نمایی توزیع داراي R .4
F (t) = e−λt

می�دهد. بدست را TS شکست نرخ تابع و بقا تابع زیر قضیه
نیز و m(t) = E[N(t)] =

∫ t

0
ν(x)dx کنید فرض .1.2 قضیه

معکوس تابع و پیوسته تابعی m(t) برقرارند، 1-4 مفروضات
آنگاه: دارد، وجود m−1(t)

P (TS > t) = exp{−λt−
∫ t

0

ν(x)dx

+MW (−λ)
∫ t

0

q(x)ν(x)dx}, t ≥ 0

λS(t) = λ+ (1−MW (−λ)q(t))ν(t) (5)

را زیر شرطی احتمال ابتدا بقا تابع آوردن بدست براي اثبات.
می�کنیم: محاسبه

P (TS > t|N(s), 0 ≤ s ≤ t,W1, ...,WN(t))

=
(N(t)∏

i=0

q(Ti)
)
P
(
R ≥ t+

N(t)∑
i=1

Wi

)

= exp
{
− λt− λ

N(t)∑
i=1

Wi +

N(t)∑
i=1

ln q(Ti)
}

داریم: Wiها به نسبت رابطه این از گرفتن امید از استفاده با

P (TS > t|N(s), 0 ≤ s ≤ t)

= e−λt × exp
{N(t)∑

i=1

ln q(Ti)
}
E[e−

∑N(t)
i=1 λWi ]

= e−λt × exp
{N(t)∑

i=1

ln q(Ti)
}N(t)∏

i=1

E
[
e−λWi

]

= e−λt × exp
{N(t)∑

i=1

ln q(Ti)
}
(MW (−λ))N(t)

= e−λt × exp
{N(t)∑

i=1

[ln q(Ti) + ln(MW (−λ))]
}

بدست بقا تابع بگیریم امید N به نسبت رابطه این از اگر حال
آمد: خواهد

P (TS > t) =

e−λtE
[
exp

{N(t)∑
i=1

[ln q(Ti) + ln(MW (−λ))]
}]

(6)

3Cinlar, E.
4Ross, S. [
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به نمی�توان را بقا تابع این می�کنید مشاهده که همانطور ولی
نوشت. (5) رابطه مانند صریح و ساده فرم

ثابت R 2.2
باشد. برقرار (1.2) قسمت مفروضات سایر ونیز R = b فرضکنید
رخ بدون یعنی t < b که می�گذاریم براین را فرض حالت این در

نمی�دهد. رخ شکست ضربه دادن
تابعی m(t) است، برقرار 1-3 مفروضات کنید فرض .4.2 قضیه
فرض آن بر علاوه دارد. وجود m−1(t) معکوس تابع و پیوسته
باشد. 1/η میانگین با نمایی توزیع از هم�توزیع و مستقل Wiها کنید

آنگاه:

P (TS > t) =

∞∑
n=0

[( ∞∑
j=n

(η(b− t))j

j!
e−η(b−t)

)
×
( 1

m(t)

∫ t

0

q(x)ν(x)dx
)n

× m(t)n

n!
e−m(t)

]
, 0 ≤ t < b (10)

[1] اشتاین5 فینکل و چا مقاله به کنید رجوع اثبات براي اثبات.

بازنویسی زیر صورت به توان می را (10) بقاي تابع .5.2 نتیجه
پس: کرد:

P (TS > t) = exp
{
−
∫ t

0

p(x)ν(x)dx
}

×
∞∑

n=0

P (Z1 ≥ n)P (Z2 = n) (11)

پارامترهاي با پواسون توزیع از تصادفی متغیر دو Z2 و Z1 آن در که
هستند. ∫ t

0
q(x)ν(x)dx و η(b− t) ترتیب به

صفر به Wi میانگین یعنی η =
1

µ
−→ ∞ وقتی .1 .6.2 تذکر

می�شود تبدیل p(t) ⇔ q(t) مدل به (11) معادله کند، میل
که: چرا

∞∑
n=0

P (Z1 ≥ n)P (Z2 = n) −→
∞∑

n=0

P (Z2 = n) = 1

و P (Z1 ≥ n) −→ 1 ،n ≥ 1 هر براي چون
فرسایش نموهاي اگر که است طبیعی ،P (Z1 ≥ 0) = 1

رفت. خواهد بین از نیز مدل روي آنها اثر بروند، بین از

بنابراین:
E[exp{ln q(m−1(sU)) + ln(MW (−λ))}]

=

∫ 1

0

exp{ln q(m−1(su)) + ln(MW (−λ))}du

=MW (−λ)
∫ 1

0

q(m−1(m(t)u)du

=
MW (−λ)
m(t)

∫ t

0

q(x)ν(x)dx

نتیجه: در

E
[
exp

{N∗(s)∑
i=1

[ln q(m−1(T ∗
i ))+ln(MW (−λ))]

}∣∣∣N∗(s)=n
]

=
(
E[exp{ln q(m−1(sU)) + ln(MW (−λ))}]

)n
=
(MW (−λ)

m(t)

∫ t

0

q(x)ν(x)dx
)n (8)

می�شود: نتیجه (8) و و(7) (6) از حال
P (TS > t)

=
∞∑

n=0

(MW (−λ)
m(t)

∫ t

0

q(x)ν(x)dx
)n

× sn

n!
e−se−λt

= exp
{
− λt−

∫ t

0

ν(x)dx+MW (−λ)
∫ t

0

q(x)ν(x)dx
}

با: است برابر شکست نرخ تابع بنابراین
λS(t) = λ+ (1−MW (−λ)q(t))ν(t)

تابع باشند، µ میانگین با نمایی توزیع داراي Wiها اگر .2.2 نتیجه
بود: خواهد زیر صورت به شکست نرخ

λS(t) = λ+ (1− q(t)

λµ+ 1
)ν(t) (9)

نیستند همسان که Wiهایی براي را دیدگاه این می�توان .3.2 تذکر
کنید: فرض مثال براي برد. کار به نیز

Wi+1 = aWi, i ≥ 1, a > 1

آورد: خواهیم بدست قبل همانند محاسباتی با حالت این در

P (TS > t) = exp
{
− λt−

∫ t

0

ν(x)dx
}

×
∞∑

n=0

[
MW1

(
− λ

a− 1
(an − 1)

)
×

(
∫ t

0
q(x)ν(x)dx)n

n!

]
5Cha, J. H. and Finkelstein, M. [
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با ضربه هر شود فرض است منطقی .N(t) همان یعنی می�شود
،باعثضعیفشدن p(t|H(t)) = p(t,N(t)) احتمال دادن افزایش
برحسب N(t) = n(t) وقتی p(t,N(t))تابع بنابراین شود، سیستم

کنید: فرض است. صعودي n(t)

q(t, n(t)) ≡ 1− p(t, n(t)) = q(t)ρ(n(t)), (12)

مؤلفه�هایش حسب بر ثابت، t هر براي که است تابعی ρ(n(t)) که
است. نزولی

که ضربه�اي بودن بحرانی احتمال می�کنیم فرض مدل این در پس
تا داده رخ ضربه�هاي تعداد طریق از است داده رخ t زمان در
احتمال با داده رخ ضربه لذا است وابسته فرایند گذشته به ،t زمان
احتمال با و می�اندازد کار از را سیستم و است ,p(tبحرانی n(t))

که ضربه�اي کنید توجه نمی�اندازد. کار از را سیستم q(t, n(t))

نیست بی�تأثیر سیستم افتادن کار از در نمی�اندازد کار از را سیستم
می�برد. بالا را بعد ضربه توسط سیستم افتادن کار از احتمال چون

تابعی m(t) ≡ E[N(t)] =
∫ t

0
ν(x)dx کنید فرض .1.3 قضیه

m−1(t) معکوس تابع و .ρ(0) = 1 ، Ψ(n) ≡
∏n

i=0 ρ(i) پیوسته،
آنگاه: دارد. وجود

P (TS ≥ t) = E[Ψ(Nqν(t))] exp
{
−
∫ t

0

p(x)ν(x)dx
}
,

(13)

نرخ با همگن غیر پواسون فرایند یک {Nqν(t), t ≥ 0} که
است. q(t)ν(t)

t زمان تا سیستم زمانی باشد معلوم N(s), 0 ≤ s < t اگر اثبات.
پس: نباشند، بحرانی داده رخ ضربه�هاي که می�ماند زنده

P (TS ≥ t|N(s), 0 ≤s< t)=

N(t)∏
i=0

q(Ti, n(Ti))=

N(t)∏
i=0

q(Ti)ρ(i),

و q(T0) ≡ 1 ، N(t) = 0 که وقتی با منطبق قرارداد طبق که
.ρ(0) ≡ 1

داریم: N به نسبت گرفتن امید با

P (Ts ≥ t) = E
[N(t)∏

i=0

q(Ti)ρ(i)
]
= E

[N(t)∏
i=1

q(Ti)ρ(i)
]
.

(1.2) قضیه اثبات در که جزئیاتی و نکات همان به توجه با حال

میل بی�نهایت به فرسایش میانگین یعنی η −→ 0 وقتی .2
کار از سیستم ضربه اولین دادن رخ با اینکه احتمال می�کند،

داریم: و می�کند میل یک به بیفتد
∞∑

n=0

P (Z1 ≥ n)P (Z2 = n) −→ P (Z2 = 0)

،n ≥ 1 هر براي η −→ 0 وقتی و P (Z1 ≥ 0) = 1 چون
بنابراین: .P (Z1 ≥ n) −→ 0

P (TS > t) −→= exp
{
−
∫ t

0

ν(x)dx
}

رخ ضربه�اي هیچ [0, t] بازه در اینکه احتمال با است برابر که
وقتی که چرا داریم انتظار که است چیزي همان این و ندهد
بماند. زنده می�تواند ضربه وقوع بدون فقط سیستم t < b

p(t) وابستگی فرض با ضربه مدل�هاي 3
فرایند گذشته به

فرضاساسی دو شد اشاره آن به مقدمه در که p(t) ⇔ q(t) مدل در
از: است عبارت گرفتیم نظر در (2) رابطه آوردن بدست براي که

است. NHPP (ν(t)) ضربه وقوع فرایند .1

ندارد. بستگی ضربه وقوع فرایند گذشته به p(t) احتمال .2

وقوع فرایند که حالتی در و می�دهیم نشان H(t) با را فرایند گذشته
است: NHPP ضربه

H(t) ≡ {N(s), 0 ≤ s < t}.

این با و است وابسته H(t) به p(t) می�شود فرض بخش این در
می�کنیم. تعریف را B و A مدل دو فرض

A مدل 1.3
ضربه وقوع فرایند کنیم می فرض مدل این در

نیست مستقل گذشته از p(t) که تفاوت این با NHPPاست (ν(t))
داریم: و

p(t|H(t)) = p(t|N(s), 0 ≤ s < t).

گرفت نظر در می�توان گذشته به وابستگی براي که حالتی ترین ساده
مواجه آن با [0, t) زمانی فاصله در سیستم که است ضربه�هایی ] تعداد
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داریم: (14)

P (TS ≥ t) =
∞∑

n=0

Ψ(n)
( 1

m(t)

∫ t

0

q(x)ν(x)dx
)n

× (m(t))n

n!
e−m(t)

=

∞∑
n=0

Ψ(n)
(∫ t

0

q(x)ν(x)dx
)n

× e−
∫ t
0
ν(x)dx

n!

=
∞∑

n=0

Ψ(n)
(∫ t

0

q(x)ν(x)dx
)n

× e−
∫ t
0
(p(x)+q(x))ν(x)dx

n!

= E[Ψ(Nqν(t))] exp
{
−
∫ t

0

p(x)ν(x)dx
}
,

q(t)ν(t) نرخ با ناهمگن پواسون فرایند Nqν(t), t ≥ 0 که
است.

B مدل 2.3
این حقیقت در است. نهایی ضربه مدل از متفاوتی نوع مدل این
دومین قبل بخش زیر در دانست. Aمدل از تعمیمی می�توان را مدل
بستگی داده رخ بحرانی غیر ضربه�هاي تعداد به تنها شکست، عامل
به را ضربه�هایی مدل این در ولی نیست. مهم ضربه�ها شدت و دارد
باشد بزرگتر k شده داده سطح یک از آنها شدت که می�آوریم شمار
دومین کنید فرض می�نامیم. خطرناك ضربه را ضربه�ها نوع این و
خطرناك ضربه�هاي تعداد که می�شود محقق زمانی شکست عامل
غیاب در باشد، M = m اگر پس کند تجاوز M تصادفی سطح از
ضربه m+1امین که می�افتد کار از زمانی سیستم بحرانی، ضربه�هاي
با تصادفی متغیري ضربه�ها شدت کنید فرض دهد. رخ خطرناك
P (M > l) l = 0, 1, 2, ... بقاي نیزتابع و است G(t) توزیع تابع
و ندهد رخ بحرانی�اي ضربه هیچ t زمان تا اگر است. شده داده

کنیم: تعریف

φi =

 1 باشد. خطرناك ضربه iامین اگر
0 صورت این غیر در

گفت: می�توان آنگاه ،i = 1, 2, .., N(t)

Ψ(Nqν(t),Θ) = I
(
M ≥

Nqν(t)∑
i=1

φi

)

داریم: شد آورده

E
[N(t)∏

i=1

q(Ti)ρ(i)
]
= E

[N∗(t)∏
i=1

q
(
m−1(T ∗

i )
)
ρ(i)

]

= E
[
E
[N∗(t)∏

i=1

q(m−1
(
T ∗
i )
)
ρ(i)

∣∣∣N∗(s)
]]
.

با T ∗
1 , T

∗
2 , ...T

∗
n |N∗(s) = n چون حال

از nتایی تصادفی نمونه ترتیبی آماره�هاي یعنی V(1), V(2), ..., V(n)
داریم: است، توزیع هم [0,m(t)] فاصله در یکنواخت توزیع

E
[N∗(t)∏

i=1

q
(
m−1(T ∗

i )
)
ρ(i)

∣∣∣N∗(s) = n
]

=
n∏

i=1

ρ(i)E
[ n∏
i=1

q
(
m−1(T ∗

i )
)]

=
n∏

i=1

ρ(i)E
[ n∏
i=1

q
(
m−1(V(i))

)]
=

n∏
i=1

ρ(i)E
[ n∏
i=1

q
(
m−1(Vi)

)]
=

n∏
i=1

ρ(i)
(
E
[
q
(
m−1(V1)

)])n
=

n∏
i=1

ρ(i)(E
[
q
(
m−1(sU)

)])n
,

.U = V1/s ∼ U [0, 1] آن در که
طرفی: از

E
[
q
(
m−1(sU)

)]
=

∫ t

0

q
(
m−1(su)

)
du

=

∫ t

0

q
(
m−1(m(t)u)

)
du

=
1

m(t)

∫ t

0

q(x)ν(x)dx.

بنابراین:

E
[N∗(t)∏

i=1

q
(
m−1(T ∗

i )
)
ρ(i)

∣∣∣N∗(s) = n
]

=

n∏
i=1

ρ(i)
( 1

m(t)

∫ t

0

q(x)ν(x)dx
)n
. (14)

رابطه از گرفتن امید با سپس Ψ(n) ≡
∏n

i=1 ρ(i) می�دهیم ] قرار
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تأخیري ضربه مدل�هاي 4
بلافاصله می�گرفتیم نظر در قبل فصل�هاي در که فرایندهایی در
ولی بودیم. سیستم روي به آن تأثیر شاهد رخداد، وقوع از بعد
تأخیري با می�پیوندد وقوع به رخدادي وقتی می�کنیم فرض اکنون
نشان {N(t), t ≥ 0} اگر می�گذارد. تأثیر سیستم روي تصادفی
ورود زمانهاي ... > T2 > T1 و رخدادها وقوع فرایند دهنده
Di تصادفی زمانی تأخیر با فرایند این از iام رخداد و باشد رخداد
{Ti + Di}, i = 1, 2, ... دنباله بنابراین بگذارد. اثر سیستم روي

نیست. ترتیبی لزوماً دیگر

تأخیري نهایی ضربه مدل 1.4
که است ضربه�هایی معرض در که بگیرید نظر در را سیستمی
اگر می�شوند. وارد ν(t) نرخ با ناهمگن پواسون فرایند طبق بر
احتمال با ضربه iامین باشد، ضربه�ها ورود زمانهاي ... > T2 > T1

شکستسیستم p(Ti) احتمال با و است بی�ضرر سیستم براي q(Ti)
تصادفی متغیر D(t) می�اندازد. تأخیر به D(Ti) تصادفی میزان به را
جرم صفر نقطه در ثابت، t هر براي که است پیوسته شبه و نامنفی
و باشد صفر تأخیر میزان که دارد وجود احتمال این یعنی دارد
براي D(t) اگر بیفتد. کار از سیستم ضربه وقوع از بعد بلافاصله
پیوسته کاملاً متغیري باشد نداشته جرم صفر نقطه در ثابت t هر

بود. خواهد
،G(t, x) ≡ P (D(t) ≤ x) و سیستم عمر طول TS کنید فرض
و بقا تابع توزیع، تابع ترتیب به g(t, x) و G(t, x) = 1−G(t, x)

صورت به را Ji ،i = 1, 2, ... هر براي باشند. D(t) چگالی تابع
می�کنیم: تعریف زیر

Ji =

 1 باشد. بی�ضرر ضربه iامین اگر
0 صورت این غیر در

بی داده رخ ضربه�هاي که می�ماند زنده t زمان تا سیستم صورتی در
از بعد تا را سیستم شکست زمان نیست بی�ضرر اگر یا باشد ضرر
J1, J2, ..., JN(t) و N(s), 0 ≤ s ≤ t اگر بیندازد. تعویق به t زمان

و
اینکه احتمال باشند معلوم D(T1), D(T2), ..., D(TN(t))

زیر صورت به و است یک یا صفر کند کار t زمان تا سیستم

بنابراین: S = {1} و

P (Ts ≥ t|EC(t)) = E[I(Ψ(Nqν(t),Θ)) ∈ S]

= E
[
I
(
M ≥

Nqν(t)∑
i=1

φi

)]

= E
[
E
[
I
(
M ≥

Nqν(t)∑
i=1

φi

)∣∣∣Nqν(t)
]]

= E
[
P
(
M ≥

Nqν(t)∑
i=1

φi

∣∣∣Nqν(t)
)]
,

آن: در که

P
(
M ≥

Nqν(t)∑
i=1

φi

∣∣∣Nqν(t) = n
)

=

n∑
m=0

P
(
M ≥

n∑
i=1

φi

∣∣∣Nqν(t) = n,M = m
)

P (M = m|Nqν(t) = n) + P (M > n|Nqν(t) = n)

=
n∑

m=0

m∑
l=0

[(
n

l

)
G(k)l×G(k)n−lP (M = m)

]
+P (M > n)

=
n∑

l=0

n∑
m=l

[(
n

l

)
G(k)l(k)n−lP (M = m)

]
+ P (M > n)

=

n∑
l=0

[(
n

l

)
G(k)lG(k)n−l(P (M ≥ l)− P (M ≥ n+ 1))

]
+ P (M > n)

=
n∑

l=0

(
n

l

)
G(k)lG(k)n−lP (M ≥ l).

داریم: Nqν(t) به نسبت ریاضی امید گرفتن با

P (Ts ≥ t|Ec(t)) =

∞∑
n=0

(
n∑

l=0

(
n

l

)
G(k)lG(k)n−l×P (M ≥ l)

)
mq(t)

ne−mq(t)

n!
,

.mq(t) ≡
∫ t

0
q(x)ν(x)dx آن در که

سرانجام: و

P (TS ≥ t) = P (TS ≥ t|EC(t))P (EC(t))

= exp
{
−
∫ t

0

p(x)ν(x)dx
}

×
∞∑

n=0

[
n∑

l=0

(
n

l

)
G(k)lG(k)n−l×P (M ≥ l)

]
mq(t)

ne−mq(t)

n! [
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داریم: D(Ti)ها به نسبت رابطه این از گرفتن امید با حال

P (TS > t|N(s), 0 ≤ s ≤ t)

= E
[N(t)∏

i=1

(
q(Ti) + I(D(Ti) + Ti > t)× p(Ti)

)]

=

N(t)∏
i=1

(
q(Ti) + p(Ti)× E[I(D(Ti) + Ti > t)]

)

=

N(t)∏
i=1

(
q(Ti) + p(Ti)P (D(Ti) > t− Ti)

=

N(t)∏
i=1

(
q(Ti) + p(Ti)G(Ti, t− Ti)

)

می�آوریم: بدست را زیر رابطه N به نسبت گرفتن امید با سرانجام و

P (TS > t) = E[P (TS > t|N(s), 0 ≤ s ≤ t)]

= E
[N(t)∏

i=1

(
q(Ti) + p(Ti)G(Ti, t− Ti)

)]

= E
[
E
[N(t)∏

i=1

(
q(Ti) + p(Ti)

×G(Ti, t− Ti)
)∣∣∣N(t)

]]
(16)

آوردن بدست براي

E
[N(t)∏

i=1

(
q(Ti) + p(Ti)G(Ti, t− Ti)

)∣∣∣N(t)
]

داریم: (1.2) قضیه اثبات در شده گفته جزئیات و نکات به توجه با

E
[N(t)∏

i=1

(
q(Ti) + p(Ti)×G(Ti, t− Ti)

)∣∣∣N(t)
]

= E
[N∗(s)∏

i=1

(
q(m−1(T ∗

i )) + p(m−1(T ∗
i ))

×G(m−1(T ∗
i ), t−m−1(T ∗

i ))
)∣∣∣N(t)

]

یعنی V(1), V(2), ..., V(n) با T ∗
1 , T

∗
2 , ...T

∗
n |N∗(s) = n چون حال

فاصله در یکنواخت توزیع از تصادفیnتایی نمونه ترتیبی آماره�هاي

می�شود: محاسبه

P (TS>t|N(s), 0 ≤s≤ t;D(T1), ..., D(TN(t)); J1, ..., JN(t))

=

N(t)∏
i=1

(
Ji + (1− Ji)I(D(Ti) + Ti > t)

)
(15)

که را زیر مفروضات قضیه، یک قالب در بقا تابع محاسبه از قبل
می�پذیریم: است، شرطی استقلال مورد در

مستقلند. هم از D(Ti)ها باشد، معلوم ضربه وقوع فرایند اگر .1

مستقلند. هم از Jiها باشد، معلوم ضربه وقوع فرایند اگر .2

{D(Ti), i = 1, 2, ...} باشد، معلوم ضربه وقوع فرایند اگر .3
مستقلند. هم از {Ji, i = 1, 2, ...} و

و پیوسته m(t) = E(N(t)] =
∫ t

0
ν(t)dt کنید فرض .1.4 قضیه

و بقا تابع آنگاه .ν(+0) > 0 اگر باشد. داشته وجود m−1(t) تابع
با: است برابر سیستم شکست نرخ تابع

P (TS > t) = exp
{
−
∫ t

0

G(x; t− x)p(x)ν(x)dx
}

λS(t) =

∫ t

0

g(x; t− x)p(x)ν(x)dx

+G(t, 0)p(t)ν(t), t ≥ 0.

و Jiها به نسبت (15) رابطه از بقا تابع آوردن بدست براي اثبات.
Jiها به نسبت گرفتن امید با ابتدا می�گیریم. امید N و D(Ti)ها

داریم:

P (TS > t|N(s), 0 ≤ s ≤ t;D(T1), D(T2), ..., D(TN(t)))

= E
[N(t)∏

i=1

(
Ji + (1− Ji)I(D(Ti) + Ti > t)

)]

=

N(t)∏
i=1

[
q(Ti) + I(D(Ti) + Ti > t)× p(Ti)

]
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داریم: (18) و (17) و (16) روابط به توجه با

P (TS > t) =
∞∑

n=0

( 1

m(t)

∫ t

0

[
q(x) + p(x)

×G(x, t− x)
]
ν(x)dx

)nm(t)n

n!
e−m(t)

= e−m(t) exp
{∫ t

0

[
q(x) + p(x)G(x, t− x)

]
ν(x)dx

}
= exp

{∫ t

0

q(x)ν(x)dx+

∫ t

0

G(x, t− x)p(x)ν(x)dx

−
∫ t

0

ν(x)dx
}

= exp
{
−
∫ t

0

(1− q(x))ν(x)dx

+

∫ t

0

G(x, t− x)p(x)ν(x)dx
}

= exp
{
−
∫ t

0

G(x, t− x)p(x)ν(x)dx
}
.

با: است برابر سیستم شکست نرخ تابع پس

λS(t) =

∫ t

0

g(x; t− x)p(x)ν(x)dx

+G(t, 0)p(t)ν(t), t ≥ 0 (19)

تأخیري ترکیبی ضربه مدل 2.4
جمع وقتی مدل آن در که بگیرید نظر در را ترکیبی ضربه مدل
شکست سیستم بگذرد حد یک از ضربه�ها از ناشی فرسایش
آنها به قبل فصول در که ترکیبی ضربه مدل�هاي در می�خورد.
ولی می�شود فرسوده سیستم ضربه، ورود محض به کردیم اشاره
سیستم روي کم کم ضربه هر وقوع از ناشی فرسایش مدل این در
هر و می�شود آغاز فرسایش فرایند ضربه وقوع با یعنی می�گذارد اثر
شد. خواهد بیشتر فرسایش میزان پیوسته طور به بگذرد زمان چه
رخ t زمان در که ضربه�اي از ناشی تصادفی فرسایش میزان
ضربه وقوع از بعد زمانی واحد u گذشت از پس است، داده
،t ≥ 0 هر براي می�کنیم فرض و می�دهیم نشان W (t, u) با را
صعودي تصادفی نظر از u و t به نسبت W (t, u) و W (t, 0) ≡ 0

در داده رخ ضربه�هاي از ناشی فرسایش�هاي جمع بنابراین است.
با: است برابر [0, t) بازه

W (t) =

N(t)∑
i=0

W (Ti, t− Ti),

داریم: است، توزیع هم [0,m(t)]

E
[N∗(s)∏

i=1

(
q(m−1(T ∗

i )) + p(m−1(T ∗
i ))

×G
(
m−1(T ∗

i ), t−m−1(T ∗
i )
))∣∣∣N∗(s) = n

]
= E

[ n∏
i=1

(
q(m−1(V(i))) + p(m−1(V(i)))

×G
(
m−1(V(i)), t−m−1(V(i))

))]
= E

[ n∏
i=1

(
q(m−1(Vi)) + p(m−1(Vi))

×G
(
m−1(Vi), t−m−1(Vi)

))]
=
(
E
[
q(m−1(V1)) + p(m−1(V1)

×G
(
m−1(V1), t−m−1(V1)

)])n
=
(
E
[
q(m−1(m(t)U)) + p(m−1(m(t)U))

×G
(
m−1(m(t)U), t−m−1(m(t)U)

)])n (17)

یک و صفر بازه�ي در یکنواخت توزیع داراي U = V1

m(t) آن در که
بنابراین: است،

E
[
q(m−1(m(t)U)) + p(m−1(m(t)U))

×G
(
m−1(m(t)U), t−m−1(m(t)U)

)]
=

∫ 1

0

q(m−1(m(t)u)) + p(m−1(m(t)u))

×G
(
m−1(m(t)u), t−m−1(m(t)u)

)
du

داریم: x = m−1(m(t)u) متغیر تغییر با

∫ 1

0

q(m−1(m(t)u)) + p(m−1(m(t)u))

×G
(
m−1(m(t)u), t−m−1(m(t)u)

)
du

=

∫ t

0

[
q(x) + p(x)G(x, t− x)

] ν(x)
m(t)

dx (18)
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با: است برابر آن با منطبق شکست نرخ تابع و

λS(t) = p(t)ν(t)−
∫ t

0

d

dt
(MW (x,t−x)(−λ))q(x)ν(x)dx

گشتاور مولد تابع MW (t,u)(.) ثابت، u و t هر براي آن در که
است. W (t, u)

اشتاین7 فینکل و چا6 مقاله به کنید رجوع اثبات براي اثبات.
.[3]

گیري نتیجه 5
نهایی، ضربه مدل به شرایطی کردن اضافه با قبل بخش�هاي در
مثل دیگري شرایط کردن اضافه با شد. معرفی جدیدي مدل�هاي
و جدیدتر مدل�هاي می�توان مدل، به سیستم بودن پذیر معالجه
مطرح مقاله این در که مدل�هایی تمامی در آورد. بدست کلی�تري
ناهمگن پواسون فرایند طبق ضربه�ها که بود این بر فرض شد
طبق بر ضربه�ها که مواردي به را نتایج این می�توان می�دهند. رخ

داد. تعمیم می�دهند، رخ دیگر تصادفی فرایندهاي

می�اندازد کار از را سیستم فوراً p(t) احتمال با ضربه هر کنید فرض
فرسوده را سیستم گفتیم بالا در که روشی به q(t) احتمال با و
به فرسایش�ها جمع که می�خورد شکست زمانی سیستم و می�کند
بدست را سیستم شکست زمان توزیع می�خواهیم برسد. R مرز
داشتن شرط به گفتیم قبل قسمت در که نکاتی به توجه با آوریم.
R و W (Ti, t − Ti), i = 1, 2, ..., N(t) و N(s), 0 ≤ s ≤ t

t از سیستم عمر طول وقتی N(t)∑باشد،
i=0 W (Ti, t−Ti) ≤ R اگر

نباشد. انداخته کار از را سیستم رخداده ضربه�هاي که می�شود بیشتر
است برابر مدل این در سیستم عمر طول شرطی بقاي تابع بنابراین

با:
P (TS > t|N(s), 0 ≤ s ≤ t

;W (Ti, t− Ti), i = 1, 2, ..., N(t);R)

=

N(t)∏
i=0

q(Ti)I
(N(t)∑

i=0

W (Ti, t− Ti) ≤ R
)

(20)

λ پارامتر با نمایی توزیع داراي R که حالتی در زیر قضیه در حال
می�آوریم: بدست را سیستم شکست نرخ تابع و بقا تابع است،

ناهمگن پواسون فرایند ضربه وقوع فرایند کنید فرض .2.4 قضیه
آنگاه: باشد. ν(+0) > 0 و ν(t) نرخ با

P (TS > t) =

exp
{
−
∫ t

0

ν(x)dx+

∫ t

0

MW (x,t−x)(−λ)q(x)ν(x)dx
}
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