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چکیده:
هر واریانس که همان طور می شوند. استفاده تصادفی متغیرهای قطعیت عدم اندازه گیری برای معمولا که هستند متمایز معیارهایی آنتروپی و واریانس

به عبارت دیگر می کند اندازه گیری را اطلاعاتی رویکرد یک قطعیت عدم آنتروپی معیار می دهد، نشان را میانگین حول آن پراکندگی تصادفی، متغیر

یافتن است. توانی آنتروپی از نسبتی واریانس نرمال و یکنواخت توزیع دو برای می کند. اندازه گیری را تصادفی متغیر یک اطلاع مقدار میانگین

ماشین، یادگیری سیگنال، پردازش در زیادی کاربرد و اهمیت توزیع دو این از بزرگ تر رده یک برای آنتروپی و واریانس بین یکنوا رابطه چنین یک

به طور که می کند انتخاب را راهبردی یک و می گیرد قرار مورداستفاده برآوردگرها خطاهای کردن کم برای دارد. آمار و احتمال و اطلاع نظریه 

مدل های با شبیه سازی ها از استفاده با روش این اثربخشی و باشد داشته هدف مکان توزیع آنتروپی در کاهش بزرگ ترین تقریباً یا بیشترین متوسط

کمک به است نمایی توزیع دم از سنگین تر آن ها دم که مدی تک توزیع های برای واریانس بالای کران مقاله این در می شوند. امتحان کاوی سنجش

می گردد. ایجاد توانی آنتروپی

لیپ شیتز. پیوستگی تک مدی، توزیع های واریانس، کران های توانی، آنتروپی کلیدی: واژه های

مقدمه ١

در است. اطلاعات تئوری و اطلاعات حوزه در مهم مفهوم یک آنتروپی

مجموعه یک بودن تصادفی و قطعیت عدم از میزان یک آنتروپی اصل،

اطلاعاتی معیار یک به عنوان آنتروپی می دهد. نشان را رویدادها از

مشخص را سیستم یک در موجود اطلاعات میزان و می شود استفاده

و قطعیت عدم بیشترین نشان دهنده بیشتر، آنتروپی مقدار می کند.

.[٢] است سیستم بودن تصادفی

و علمی مختلف حوزه های در کلیدی مفهوم یک آنتروپی .١. ١ تعریف

اطلاعات، تکنولوژی اطلاع، نظریه اطلاعاتی، فیزیک، ازجمله مهندسی،

رودولف توسط ابتدا مفهوم این است. رمزگذاری و احتمالات و آمار

در شانون کلود توسط سپس و شد مطرح نوزدهم قرن در کلوزیوس

در گرفت. قرار موردبررسی دقیق تر به صورت ١٩۵٠ و ١٩۴٠ دهه

ترمودینامیک نظریه با مرتبط مفهوم یک به عنوان آنتروپی فیزیک،

اندازه گیری برای معیار یک به عنوان معمولا آنتروپی می شود. استفاده

ترمودینامیک، در می شود. تعریف سیستم یک بی نظمی و ناهمگنی

که است ممکن میکروسکوپیک حالات تعداد نشان دهنده آنتروپی

است؛ قابل مشاهده) (وضعیت ماکروسکوپیک حالت یک با متناسب

نشان را سیستم یک در قطعیت عدم میزان آنتروپی به عبارت دیگر،

نظریه در می دهد. نسبت سیستم در بی نظمی یا ترتیب میزان به و می دهد

اطلاعات میزان اندازه گیری برای مفهوم یک به عنوان آنتروپی اطلاع،

حالت این در آنتروپی می شود. استفاده داده ها از مجموعه یک در موجود

به عبارت دیگر، است؛ داده ها یا پیام در قطعیت عدم میزان نشان دهنده

کمتر قطعیت عدم و بیشتر اطلاعات وجود معنی به بیشتر آنتروپی

دادن تعمیم با دانشمندان شانون، آنتروپی شدن گفته از بعد که است؛

.[٢] دادند ارائه آنتروپی برای نیز دیگر معیارهای آن
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همکاران۶۴ و آشتاب توانی آنتروپی کمک به تک مدی توزیع های واریانس کران های تعیین

پیوسته حالت در آنتروپی ١. ١

چگالی تابع با پیوسته حالت در تصادفی متغیر یک X اگر .١. ٢ تعریف

از: است عبارت آن آنتروپی باشد fX(x) احتمال

H(X) = −
∫ ∞

−∞
f(x) log fX(x)dx.

گسسته حالت در آنتروپی ١. ٢

PX(x) احتمال تابع با گسسته تصادفی متغیر یک X اگر .١. ٣ تعریف

آنگاه باشد،

H(X) = −
∑
x

PX(x) logPX(x).

بود. خواهد گسسته تصادفی متغیرهای آنتروپی

سیگنال تحلیل حوزه در که است مفهومی توانی آنتروپی .۴ .١ تعریف

به صورت توانی آنتروپی می گیرد. قرار مورداستفاده سیگنال پردازش و

واقع، در می شود. استفاده پیوسته احتمالی توزیع های مطالعه در معمول

زمانی به صورت سیگنال پیچیدگی و تنوع از معیار یک توانی آنتروپی

پیچیده تغییرات وجود نشان دهنده بیشتر، توانی آنتروپی مقدار و است

مفهومی آنتروپی خلاصه، به طور .[٢٩] است سیگنال در بیشتر تنوع و

و قطعیت عدم میزان که است اطلاعات تئوری و اطلاعات حوزه در

توانی آنتروپی درحالی که می کند، اندازه گیری را سیستم بودن تصادفی

تنوع و می شود استفاده سیگنال پردازش حوزه در مفهوم یک به عنوان

می دهد. نشان را سیگنال پیچیدگی و

اندازه گیری برای که است اطلاع نظریه در مفهوم یک توانی آنتروپی

توانی آنتروپی می شود. استفاده سیگنال یک پیچیدگی و تنوع میزان

سیگنال در انرژی چقدر می دهد نشان که است مقداری سیگنال، یک

پیوسته سیگنال های برای توانی آنتروپی معمولا است. توزیع شده

ابتدا پیوسته، سیگنال یک توانی آنتروپی محاسبه برای می شود. محاسبه

میانگین سپس و می کنیم محاسبه فضا یا زمان طول در را سیگنال توان

را توان میانگین این می کنیم. محاسبه را توان ها این طبیعی لگاریتم

توانی آنتروپی کرد. محاسبه نیز انتگرال گیری از استفاده با می توان

سیگنال های تحلیل برای معیار یک به عنوان می تواند موارد برخی در

مستقیم رابطه یک می توانیم گیرد. قرار مورداستفاده تصادفی و پیچیده

و متقارن یکنواخت توزیع های برای تفاضلی آنتروپی و واریانس بین

توانی آنتروپی نابرابری اطلاع نظریه در هم چنین باشیم. داشته نامتقارن

نشان این می شود. مربوط تصادفی متغیر آنتروپی قدرت به به اصطلاح

اندازه گیری برای مختلف حوزه های در که است مفهومی آنتروپی می دهد،

عمومی اصول اما می شود، استفاده قطعیت عدم و بی نظمی ناهمگنی،

تعیین دارد. کاربرد قطعیت عدم و اطلاع وجود اندازه گیری برای آنتروپی

واقع در توانی، آنتروپی از استفاده با مدی تک توزیع واریانس کران های

یک در واریانس مقادیر حداقل و حداکثر زدن تخمین برای روش یک

نقطه و داده ها پراکندگی مورد در اطلاعاتی ما به روش این است. توزیع

می دهد. توزیع تمرکز

زیر دلایل به توانی آنتروپی توسط واریانس کران های تعیین اهمیت

:[٢٧] است

مهم بسیار معیار یک واریانس داده ها: تنوع و کیفیت ارزیابی .١

واریانس، کران های تعیین با است. داده ها پراکندگی اندازه گیری برای

داده مجموعه پراکندگی بیانگر که کنیم مشخص را محدوده ای می توانیم

که کنیم ارزیابی کیفی به طور تا می سازد قادر را ما محدوده این است.

کم بسیار واریانس اگر نه. یا هستند یکنواخت و واحدی داده ها آیا

هستند، پراکنده کم و متمرکز به طورکلی داده ها که می دهد نشان باشد،

است. بیشتر تنوع و بیشتر پراکندگی نشانگر بزرگ واریانس درحالی که

واریانس، کران های تعیین با توزیع: رفتار پیش بینی و تحلیل .٢

خصوصیات و شکل از بهتری درک و کنیم بررسی را توزیع رفتار می توانیم

این نشان دهنده باشد، کوچک بسیار واریانس اگر ،مثلا کنیم. پیدا آن

مقدار روی بر تمرکز بیشتری و است یکنواخت تقریباً توزیع که است

است. تأثیرگذار به شدت توزیع تمرکز نقطه به عبارت دیگر، دارد؛ میانگین

هستند پراکنده تر داده ها که می دهد نشان بزرگ واریانس دیگر، طرف از

دارد. اهمیت کمتری توزیع تمرکز نقطه و

و روش ها از بسیاری در واریانس آماری: تحلیل در استفاده .٣

تعیین با می شود. استفاده مهم معیار یک به عنوان آماری تحلیل های

ما آماری تخمین های که شویم مطمئن می توانیم واریانس، کران های

هستند. قابل اعتماد و دقیق

توانی، آنتروپی از استفاده با واریانس کران های تعیین بنابراین،

ما به روش این داده هاست. تحلیل و ارزیابی برای قدرتمند ابزاری

داده ها تنوع و پراکندگی از بهتری کیفی و کمی به طور تا می کند کمک

کنیم. تحلیل را توزیع رفتار کمی به صورت و کنیم پیدا دست

در [۶] کلودشانون توسط ١٩۴٨ سال در توانی آنتروپی نابرابری

شد اثبات بود، ریاضی ارتباطات نظریه نام به که او خود اصلی مقاله

کرد. خواهیم بیان ادامه در را توانی آنتروپی نابرابری که

آنتروپی و f چگالی با IRn در تصادفی بردار یک X اگر .۵ .١ تعریف

می گردد: تعریف زیر به صورت آن توانی آنتروپی باشد، h(X)

N(X) =
١

٢πe
e

٢
n
h(X) (١)
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کوواریانس ماتریس با نرمال توزیع دارای X وقتی خاص حالت در

داریم: باشد، K

N(X) = |K|
١
n

است معرفی شده توانی آنتروپی با رابطه در پرکاربرد و مهم نابرابری یک

نابرابری این ادامه در (EPI) است معروف توانی آنتروپی نابرابری به که

می گردد. ارائه

تابع با Rn در مستقل تصادفی بردار دو Y و X اگر .۶ .١ تعریف

برقرار زیر نابرابری باشند، متناهی دوم مرتبه گشتاور و مربوطه چگالی

است[۶]:

N(X + Y ) ≥ N(X) +N(Y ) (٢)

مفاهیم سایر و آنتروپی خصوص در کامل تر و بیشتر مطالعه برای

[٢]مراجعه توماس و کاور تألیف اطلاع نظریه کتاب به اطلاع نظریه

شود.

واریانس کردن کران دار ١. ٣

از بسیاری در زیرا است، مهم هدف یک نشان دهنده واریانس بالای کران

حداکثر یک به عنوان هم چنین واریانس، تخمین مانند آماری زمینه های

واریانس کران موضوع بار اولین است. پرکاربرد تصادفی، فرآیند برای

گردید: مطرح زیر به صورت است بالا کران دارای که تصادفی متغیر برای

متغیر یک X کنید فرض باشد. ثابت مثبت عدد یک C کنید فرض

بر دلالت این می گیرد. C و ٠ بین مقادیری فقط که باشد تصادفی

واریانس مورد در زیر نابرابری پس دارد. P (٠ ≤ X ≤ C) = ١

می گردد: ثابت V (X)

V (X) ≤ C٢

۴

برای را بالایی کران های که (هم سوپریمتری) پوانکاره نابرابری های

تاریخچه دارای می دهند دست به تصادفی، متغیر یک از تابعی واریانس

می شود. [۴]شروع (١٩٨١) چرنوف کار با که است غنی و طولانی

واریانس برای را بالایی کران هرمیت، چندجمله ای از استفاده با چرنوف

[٣]با (١٩٨٢) چن آورد. دست به معمولی تصادفی متغیر یک از تابعی

نابرابری و کرد ارائه متفاوتی اثبات شوارتز، کوشی- نابرابری از استفاده

[۵]نشان (١٩٨٢) کاکلوس داد. تعمیم متغیره چند عادی حالت به را

توزیع های برای را مشابه بالایی کران های می توان چگونه که است داده

استفاده با این، بر علاوه آورد. دست به گسسته، موارد ازجمله دیگر،

واریانس برای مشابهی پایینی کران های ، ۴ کرامر-رائو نابرابری از

ارائه می کند، برآورده را نظم شرایط که تصادفی متغیر یک از تابعی

تفاوت های یا مشتقات اول گشتاور دو شامل کران این همه است. داده

برای معمولا که هستند متمایز معیارهایی آنتروپی و واریانس است. تابع

درحالی که می شوند. استفاده تصادفی متغیرهای قطعیت عدم اندازه گیری

حد از بیشتر تصادفی متغیر یک چگونه که می دهد نشان واریانس

آنتروپی دارد. متفاوتی رویکرد آنتروپی معیار می یابد، گسترش انتظارش

به عبارت دیگر می کند اندازه گیری را اطلاعاتی رویکرد یک قطعیت عدم

اگرچه می کند. اندازه گیری را تصادفی متغیر یک اطلاع مقدار میانگین

دارد وجود مورد یک نیستند، یکسان به طورکلی آنتروپی و واریانس

توزیع هنگامی که هستند. معادل معیارهای آنتروپی و واریانس که

به دست آمده واریانس برابر آنتروپی حداکثر می شود، گرفته نظر در نرمال

مرتبط حدی تا آنتروپی و واریانس که می دهد نشان این است.

که به گونه ای باشد چندوجهی اساساً احتمال توزیع هنگامی که هستند

عدم معیار یک به عنوان واریانس نتیجه، دو از بیش آزمایش هر برای

نرمال توزیع دو از ترکیبی به عنوان مثال، می شود. ناکارآمد قطعیت

نظر را متفاوت میانگین های و واحد واریانس با هم وزن متغیره تک

واریانس شود بینهایت متغیر دو میانگین اختلاف هنگامی که بگیرید.

باقی پایدار موقعیت این در آنتروپی ولی می شود بی نهایت توزیع کل

قطعیت عدم برای مناسب   تری معیار به عنوان آنتروپی بنابراین، می ماند؛

کمک به مطلب این گرفته می شود. نظر در چندوجهی تصادفی متغیرهای

اشاره آن به که می شود داده نشان فانو نابرابری بنام معروفی نابرابری

کرد. خواهیم

با X −→ Y −→ X̂ به طوری که X̂ برآوردگر هر برای .١. ٧ تعریف

Pe = P (X ̸= X̂) شکل به خطا احتمال گرفتن نظر در با و (X ̸= X̂)

:[٢١] می شود بیان زیر به صورت فانو نابرابری

H(Pe) + Pe log |X| ≥ H(X|X̂) ≥ H(X|Y ) (٣)

که است معنی این به Pe = ٠ (٣) رابطه در که باشید داشته توجه

H(X|Y ) = ٠

می خواهیم Y تصادفی متغیر یک شناخت با کنید فرض هم چنین

فانو نابرابری بزنیم. حدس را X همبسته تصادفی متغیر یک مقدار

آن شرطی آنتروپی به را X تصادفی متغیر زدن حدس در خطا احتمال

می کند. مرتبط H(X|Y )

4Cramer-Rao



همکاران۶۶ و آشتاب توانی آنتروپی کمک به تک مدی توزیع های واریانس کران های تعیین

توزیع های برای واریانس کران های ٢

تک مدی

و می یابند افزایش ابتدا در مقادیر تک مدی توزیع های در .٢. ١ تعریف

حالت یک در عدد پرتکرارترین از سپس و می رسند منفرد قله یک به

داشته وجود مد یک توزیع یک در اگر به طورکلی می یابند. کاهش

توزیع های در هم حالت این و می شود گفته مدی تک توزیع آن به باشد

مانند توزیع چند به می توانیم که است تعریف شده هم پیوسته و گسسته

پواسون، هندسی، فوق منفی، دوجمله ای هندسی، برنولی، گاما، توزیع

تک مدي خاصیت رسمی تعریف کرد. اشاره غیره و نرمال خی دو، نمایی،

.[٢٢] است زیر به صورت

حول تک مدی را F توزیع تابع با Z تصادفی متغیر یک .٢. ٢ تعریف

و بالا) به رو (تقعر محدب (−∞, a) فاصله ی در F اگر می گوییم، (a)

باشد. پایین) به رو (تقعر مقعر (a,∞) فاصله ی در

متغير يک چگالی تابع اگر پیوسته: تک مدی توزیع .٢. ٣ تعریف

فاصله در و صعودی (−∞, a) فاصله روي مطلق پيوسته تصادفی

خوانده a حول پیوسته تک مدی توزيع آن آنگاه باشد، نزولی (a,∞)

می شود.

تابع با گسسته توزیع یک گسسته: تک مدی توزیع .۴ .٢ تعریف

a حول تک مدي صحیح، اعداد مجموعه ي روی را (pn) احتمال جرم

کند: صدق زیر رابطه ی در اگر می نامند pn ≥ pn−١, n ≤ a

pn ≥ pn+١, n ≥ a.

دوجمله ای، برنولی، چون توزیع هایی گسسته تک مدی توزیع های برای

برد. نام می توان را . . . و پواسون هندسی،

که لیپ شیتز پیوستگی ریاضی، تحلیل لیپ شیتز: پیوستگی .۵ .٢ لم

شکل یک است، شده نام گذاری لیپ شیتز رودولف ریاضیدان نام به

یک شهودی به طور است. توابع برای یکنواخت پیوستگی از قوی

کنیم فرض است. محدود آن تغییر سرعت لیپ شیتز پیوسته تابع

با لیپ شیتز شرط در f گوییم باشد. تابع یک f : (X, d١) → (Y, d٢)

باشد موجود M > ٠ مانند ثابت عددی هرگاه می کند صدق M ثابت

باشیم داشته x, y ∈ X هر ازای به که قسمی به

d٢(f(x), f(y)) ≤ Md١(x, y).

[١] ٢٠١۵ چانگ

دم سنگین توزیع ٢. ١

توزیعی به که است احتمال و آمار در مفهوم یک ۵ دم سنگین توزیع

است؛ دم ها این در نادر احتمالات و بزرگ دم های دارای که دارد اشاره

نادر رویدادهای وقوع احتمال دم سنگین، توزیع یک در به عبارت دیگر،

است. بزرگ معمول محدوده از خارج و

استفاده مدل سازی و داده ها تحلیل زمینه در معمولا مفهوم این

سایز درآمد، توزیع مانند مواردی در می تواند دم سنگین توزیع می شود.

و اجتماعی شبکه های در کنندگان دنبال تعداد سیستم عامل، در فایل ها

شود. مشاهده غیره

داده ها در شدید انحرافات وجود معنای به معمولا دم سنگین توزیع

دمی دارای که متوسط دم توزیع یک یا نرمال سنت های از که است

نشان دهنده می توانند انحرافات این می شود. جدا است، سنگین تر

مهم بسیار داده ها تحلیل در که باشند غیرمعمول یا نادر رویدادهای

هستند.

(اعداد نادر مقادیر وجود دم سنگین، توزیع خصوصیت مهم ترین

داشته تحلیل نتایج بر زیادی بسیار تأثیر می توانند که است بزرگ)

اساس بر که سنتی آماری تحلیل های به است ممکن موضوع این باشند.

توسعه یافته اند، معمول داده های مبنای بر نرمال توزیع مانند فرضیاتی

آماری استنتاج های و داده ها تجزیه وتحلیل در بنابراین، بیاورد؛ چالش

دارد وجود مناسبی و خاص روش های به نیاز دم سنگین، توزیع مبنای بر

.[٢٨]

مخلوط چگالی های واریانس کران های ٢. ٢
متقارن تک مدی

که را زیر فرم به متقارن تک مدی خطی مخلوط چگالی های ابتدا

هر برای pi(x) ∝ e−βi|x−m|θi نمایی، نزولی توزیع های از مخلوطی

می گیریم نظر در را است i = ١, ٢, . . . , n ازای به θi > ٠ ،βi > ٠

:[١]

p(x) =

n∑
i=١

αipi(x), αi > ٠,
n∑

i=١

αi = ١. (۴)

برای نمایی نزولی توزیع های از آمیخته ای pi(x) ∝ e−βi|x−m|θi که

است. θi > ٠ و βi > ٠ هر

مخلوط نمایی نزولی چگالی واریانس بالای کران ۶ .٢ قضیه هر برای

واریانس های مابین نسبت که فرض این تحت را مدی تک خطی
5heavy-tailed distribution



٧٣ -۶٣ ص ،۵۵ پیاپی شماره ،١۴٠٢ تابستان و بهار یک، شماره ،٢٨ صفر سال آماری، ۶٧اندیشه

می کند. ثابت را است کران دار pi(x) مخلوط اجزای مینیمم و ماکزیمم

متقارن تک مدی خطی مخلوط چگالی p(x) کنید فرض .۶ .٢ قضیۀ

که باشد pi(x) =
١

Zi(θi, βi)
e−βi|x−m|θi مؤلفه با (۴) فرم به

کنید فرض .θi, βi > ٠ و است شده نرمال ثابت Zi(θi, βi)

σ٢
i/σ

٢
j واریانس های مؤلفه نسبت و pi(x) واریانس نشان دهنده σ٢

i

r = کنید فرض به عبارت دیگر، باشد، کران دار i ̸= j همه برای

در p(x) چگالی واریانس صورت این در .maxi,j∈{١,٢,...,n}

{
σ٢
i

σ٢
j

}
می کند[١]: صدق زیر رابطه

e٢h(p)

٢πe
≤ V ar(X) ≤ B(θ, r)e٢h(p). (۵)

اینجا، در

B(θ, r) = M(r) ·
n∏

i=١

(
١

A(θi)

)αi

, (۶)

که ،θ = (θ١, . . . , θn)
T برای

A(θ) = ۴θ−٢ (Γ(١/θ))٣

Γ(٣/θ)
e٢/θ, (٧)

می شود تعریف t > ٠ همه برای که Γ(t) =
∫∞

٠ xt−١e−x گاما تابع با

و

M(r) =
(r − ١)r

١
r−١

e log r
, r ≥ ١. (٨)

و اگر می آید دست به (۵) رابطه در پایین کران واریانس در برابری

زمانی پایین کران واریانس در برابری باشد. گاوسی توزیع p(x) اگر تنها

به عبارت دیگر، باشند؛ توزیع یک دارای pi(x)ها همه که می شود برآورده

هم ارز پایین و بالا کران های نتیجه، در .p(x) = pi(x) ،i هر برای

توزیع یک برای باشند. گاوسی توزیع دارای pi(x)ها همه هرگاه هستند

،(i, j) جفت هر برای pi(x) ̸= pj(x) با احتمالا ،(۴) فرم به مخلوط

است ١/٢πe مساوی یا بزرگ تر (۶) رابطه در B(θ, r) ثابت اسکالر

وزن با ،θi هر برای ١/A(θi) ≥ ١/(٢πe) هندسی میانگین ازاین رو و

به صورت ،{αi}

n∏
i=١

(١/A(θi))
αi ≥ ١/(٢πe),

.limr→١ M(r) = ١ با M(r) ≥ ١ و می شود داده

و نزولی [٠, ٢] روی (٧) در داده شده A(θ) با ١/A(θ) تابع .٢. ٧ لم

مقدار با θ = ٢ در ١/A(θ) مینیمم است. صعودی [٢,+∞) روی

باشد[١]، θ → ٠ هرگاه می دهد. رخ ١/A(٢) = ١/(٢πe)

.limθ→∞ ١/A(θ) = ١/١٢ ،θ → ∞ هرگاه و limθ→٠ ١/A(θ) = ∞

توزیع واریانس بالای کران می توانیم ، ٢. ٧ لم این از استفاده با

pi(x) = مخلوط مؤلفه θiها همه هرگاه کنیم ساده را مخلوط

ثابت به پایینی کران دار i = ١, . . . , n برای ١
Zi(θi, βi)

e−βi|x−m|θi

بیشترین باشد، θi ≥ ١ ،i هر برای هرگاه مثال، برای باشند. مثبت

می شود ٢πe
١٢

M(r) با برابر پایینی کران و بالایی کران بین نسبت

ازاین رو
n∏

i=١

(١/A(θi))
αi ≤ ١/١٢.

∏n
i=١ (١/A(θi))

αi ≤ آنگاه باشد، θi ≥ ١/٢ ،i هر برای هرگاه

برابر پایینی کران و بالایی کران بین نسبت بیشترین ،(٢e۴)/١۵

θi ≥ ١/٢ ،i هر برای هرگاه باشید داشته توجه می شود. ۴πe۵

١۵
M(r)

باشند دم-سنگین توزیع های می توانند pi(x) آمیخته مؤلفه های باشد،

e٢h(p) توانی آنتروپی با یکنوا تابع به بالا از هنوز p(x) واریانس اما

است[١]. کران دار

p(x) =
∑n

i=١ αipi(x) فرم به متقارن تک مدی چگالی .٢. ٨ نتیجه

pi(x) = که بگیرید نظر در ∑n
i=١ αi ،αi > ٠ برای

βi > ٠ و Zi(θi, βi) شده نرمال ثابت با ١
Zi(θi, βi)

e−βi|x−m|θi

زیر به صورت واریانس باشد، θi ≥ ١ مرتبه ،i هر برای هرگاه است.

است[١]: کران دار

e٢h(p)

٢πe
≤ V ar(X) ≤ M(r)

١٢
e٢h(p). (٩)

،θi ≥ ١/٢ ،i هر برای هرگاه

e٢h(p)

٢πe
≤ V ar(X) ≤ ٢e۴M(r)

١۵
e٢h(p), (١٠)

است. داده شده (٨) رابطه در M(r) که

تکیه گاه با متقارن تک مدی چگالی p(x) که کنید فرض .٢. ٩ نتیجه

pi(x) = که باشد p(x) =
∑n

i=١ αipi(x) فرم به کران دار

کنید فرض همچنین، .ϵi > ٠ برای unif

(
m− ١

٢ϵi
,m+

١
٢ϵi

)
واریانس صورت این در باشد. کران دار r = maxi,j∈{١,...,n}

{
ϵ٢
i

ϵ٢
j

}
است[١]: کران دار زیر به صورت

e٢h(p)

٢πe
≤ V ar(X) ≤ M(r)

١٢
e٢h(p), (١١)

است. داده شده (٨) رابطه در M(r) که

واریانس بین r نسبت کران داری ٢. ٨ نتیجه و ۶ .٢ قضیه در

یعنی، کردیم؛ فرض را مخلوط مؤلفه های مینیمم واریانس و ماکزیمم

maxi,j∈{١,...,n}
{
ϵ٢
i/ϵ

٢
j

}
و ۶ .٢ قضیه در maxi,j∈{١,...,n}

{
σ٢
i/σ

٢
j

}



همکاران۶٨ و آشتاب توانی آنتروپی کمک به تک مدی توزیع های واریانس کران های تعیین

می دهیم نشان نقض مثال یک با اینجا، در هستند. کران دار ٢. ٩ نتیجه در

متقارن تک مدی مخلوط چگالی واریانس شود، نقض فرض این هرگاه که

نیست. توانی آنتروپی یکنوای تابع در محدود لزوماً

یکنواخت چگالی دو از تشکیل شده متقارن تک مدی توزیع .٢. ١٠ مثال

بگیرید: نظر در را زیر فرم به

p(x) =

٢∑
i=١

αi · unif
(
− ١

٢ϵi
,

١
٢ϵi

)
(١٢)

توزیع این واریانس .∑٢
i=١ αi = ١ ،ϵ١ > ϵ٢ > ٠ برای و αi > ٠ که

با: است برابر

V ar(X) =
١
١٢

(
αi

١
ϵ٢

١
+ α٢

١
ϵ٢

٢

)
, (١٣)

است: زیر به صورت توزیع این تفاضلی آنتروپی و

h(p) = − ١
ϵ١
(α١ϵ١ + α٢ϵ٢) log(α١ϵ١ + α٢ϵ٢)

−
(

١
ϵ٢

− ١
ϵ١

)
α٢ϵ٢ log(α٢ϵ٢). (١۴)

زیر رابطه به صورت تفاضلی آنتروپی حد باشد، ϵ١/ϵ٢ → ∞ هرگاه

درمی آید:

lim
ϵ١/ϵ٢→∞

h(p) = −α١ log ϵ١ − α٢ log ϵ٢ +HB(α١) (١۵)

صورت این در .HB(α١) = −α١ logα١ − (١ − α١) log(١ − α١) که

درمی آید: زیر به صورت توانی آنتروپی

lim
ϵ١/ϵ٢→∞

e٢h(p) = eHB(α١)

(
١
ϵ٢

١

)α١ ( ١
ϵ٢

٢

)α٢

. (١۶)

،(١۶) توانی آنتروپی با (١٣) واریانس روی بالا کران یک یافتن برای

در
(
α١

١
ϵ٢

١
+ α٢

١
ϵ٢

٢

)
حسابی میانگین روی بالا کران یک به نیاز

بااین وجود، داریم.
(

١
ϵ٢

٢

)α٢

و
(

١
ϵ٢

١

)α١

هندسی میانگین جملات

روی حسابی میانگین این که به بنا ،ϵ١ ثابت برای ϵ٢ → ٠ اگر

مرتبه روی هندسی میانگین درحالی که می یابد افزایش Θ(١/ϵ٢
٢) مرتبه

است e٢h(p) از سریع تر واریانس افزایش α٢ < ١ برای Θ
(

١/ϵ(٢α٢)
٢

)
کران دار توانی آنتروپی اسکالر ثابت هر برای بالا از نمی تواند این که برای

که حسابی میانگین ،ϵ٢ ثابت برای ϵ١ → ∞ اگر دیگر، طرف از شود.

ثابت یک که است α٢/ϵ
٢
٢ تقریبی به طور است، واریانس با متناسب

α١ < ١ برای است e٢h(p) با متناسب که هندسی میانگین اما است

که حالت هر برای نتیجه، در می کند. میل Θ
(

١/ϵ(٢α١)
١

)
مرتبه از ٠ به

بالا از نمی تواند p(x) واریانس می کند، صدق ϵ١/ϵ٢ → ∞ ویژگی در

هرگاه که می دهد نشان مثال این شود. کران دار e٢h(p) اسکالر ثابت به

کران لزوماً باشد، بی کران مخلوط مؤلفه های واریانس های بین نسبت

ثابت یک یعنی ندارد وجود متقارن تک مدی توزیع واریانس روی بالا

است. شده مدرج توانی آنتروپی

تک مدی چگالی های واریانس کران های ٢. ٣
کران دار تکیه گاه با پیوسته-لیپ شیتز

متقارن تک مدی چگالی هر بزرگ، کافی به اندازه مخلوط مؤلفه های با

شود. زده تقریب (۴) فرم به خطی مخلوط یک همانند به دلخواه می تواند

است اثبات شده pi(x) یکنواخت چگالی های خاص حالت برای این

p(x) کنید فرض می دهیم. تعمیم را نتیجه این اینجا، در ما .[٢٣]

فرض باشد. [m−s,m+s] کران دار تکیه گاه با متقارن تک مدی چگالی

کند، صدق cs > ٠ ثابت با پیوستگی-لیپ شیتز شرط در p(x) که کنید

به عبارت دیگر

|p(x+ y)− p(x)| ≤ cs|y| (١٧)

چگالی p(x)ای، چنین برای .x, y ∈ [m − s,m + s] هر برای

تمایز که قسمی به p(x) تقریب های که می سازیم را pn(x) خطی مخلوط

pn(x) و p(x) واریانس های و pn(x) و p(x) آنتروپی توان های بین

شوند[١]: کران دار زیر شکل به می توانند

e٢h(pn) ≤ e٢h(p) (١ + c١n
−١ logn

)
,∣∣∣∣∫ m+s

m−s

(x−m)٢(p(x)− pn(x))dx

∣∣∣∣ ≤ c٢n
−١ (١٨)

pn(x) خطی مخلوط چگالی چنین از واریانس بالای کران یک همچنین،

که قسمی به می دهیم نشان V ar(pn) نماد با و می کنیم ثابت را

V ar(pn) ≤
css

٢ecss
٢

٢۴
e٢h(pn)(١ + c٣n

−١) (١٩)

واریانس بالای کران ،n → ∞ فرض با و (١٩) و (١٨) روابط ترکیب با

در را کران دار تکیه گاه با پیوسته-لیپ شیتز متقارن تک مدی چگالی هر

می کنیم. ثابت توانی آنتروپی

کران دار تکیه گاه با p(x) متقارن تک مدی چگالی هر برای .٢. ١١ قضیۀ

cs > ٠ ثابت با (١٧) لیپ شیتز شرط در p(x) هرگاه ،[m− s,m+ s]

اسکال ثابت به پایین و بالا از می تواند V ar(X) واریانس کند، صدق

است: زیر به صورت توانی آنتروپی

e٢h(p)

٢πe
≤ V ar(X) ≤ css

٢ecss
٢

٢۴
e٢h(p). (٢٠)
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ادامه، در است. تکیه گاه اندازه نصف s و لیپ شیتز ثابت cs که

متقارن تک مدی چگالی ها که حالتی برای را بالای کران واریانس

با p(x) تک مدی چگالی می دهیم. تعمیم باشند، پیوسته لیپ شیتز

بگیرید. نظر در را sl, sr > ٠ با [b − sl, b + sr] کران دار تکیه گاه

چگالی این مد حالت کنید فرض .s = max{sl, sr} کنید: تعریف

چگالی این میانگین نشان دهنده m کنید فرض دهد. رخ x = b در

باشد؛ پیوسته لیپ شیتز p(x) کنید فرض .m =
∫ +∞
−∞ xp(x)dx باشد،

به عبارت دیگر،

|p(x+ y)− p(x)| ≤ cs|y| (٢١)

چگالی این واریانس نتیجه، در .x, y ∈ [b − sl, b + sr] هر برای

(m − b)٢ توانی آنتروپی اسکال ثابت منهای به بالا از می تواند p(x)

ماکزیمم اندازه و cs لیپ شیتز ثابت با تابع یک ثابت که شود کران دار

است[١]. x = b مد از یک بعدی تکیه گاه از s = max{sl, sr}

کران دار تکیه گاه روی p(x) تک مدی چگالی هر برای .٢. ١٢ قضیۀ

شرط در p(x) که m میانگین و x = b مد با [b − sl, b + sr]

کران دار پایین و بالا از V ar(X) واریانس می کند، صدق (٢١) لیپ شیتز

است: زیر به صورت توانی آنتروپی جملات به

e٢h(p)

٢πe
≤ V ar(X) ≤ css

٢ecss
٢
M(١٢٨(css٢)۴)

۶
e٢h(p) − (m− b)٢ (٢٢)

است[١]. داده شده (٨) رابطه در که M(r) و s = max{sl, sr} با

مخلوط چگالی های واریانس بالای کران ۴ .٢
متقارن تک مدی

نمایی، نزولی توزیع های متناهی تعداد از p(x) مخلوط توزیع کنید فرض

برای βi > ٠ و θi > ٠ مرتبه با pi(x) =
١

Zi(θi, βi)
e−βi|x−m|θi

به عبارت دیگر می گیریم؛ نظر در αi مخلوط وزن های با i = ١, . . . , n

p(x) =

n∑
i=١

(
١

Zi(θi, βi)
e−βi|x−m|θi

)
(٢٣)

دارای pi(x) مخلوط مؤلفه های همه .∑n
i=١ αi = ١ و αi > ٠ که

باشید داشته توجه است. p(x) تک مدی تضمین با m میانگین همان

Zi(θi, βi) = برابر شده نرمال ثابت ،pi(x) مخلوط مؤلفه هر برای

واریانس است. σ٢
i = β−٢

i

Γ(٣/θi)
Γ(١/θi)

واریانس و ٢β−١/θi
i θ−١

i Γ(١/θi)

است: زیر به صورت ٢٣ متقارن تک مدی مخلوط چگالی

V ar(X) =

∫ ∞

−∞
(x−m)٢p(x)dx =

n∑
i=١

αiσ
٢
i . (٢۴)

در واریانس روی بالا کران (٢٣) از p(x) خطی مخلوط چگالی برای

دست به شد بیان ۶ .٢ قضیه در که چیزی همانند توانی آنتروپی جملات

می دهیم[١]. ارائه را اثبات اینجا در که می آید

داریم p(x) توزیع در h(p) تفاضلی آنتروپی بودن مقعر از استفاده با

h(p) ≥
∑
i=١

αih(pi), (٢۵)

نتیجه در و

e٢h(p) ≥ e
∑n

i=١ ٢αih(pi) =

n∏
i=١

(
e٢h(pi)

)αi

. (٢۶)

داریم pi(x) =
١

Zi(θi, βi)
e−βi|x−m|θi برای

σ٢
i =

١
A(θi)

· e٢h(pi) (٢٧)

نتیجه در و

e٢h(p) ≥

(
n∏

j=١

A(θj)
αj

)
·

(
n∏

i=١

(σ٢
i )

αi

)
. (٢٨)

[٢۵ ،٢۴] در داده شده توانی میانگین نامساوی معکوس از استفاده با

جملات در {αi} مرتبه های با {σ٢
i} هندسی میانگین روی بالا کران یک

می شود: داده زیر به صورت {αi} مرتبه های با {σ٢
i} حسابی میانگین

n∑
i=١

αiσ
٢
i ≤ M(r)

n∏
i=١

(σ٢
i )

αi (٢٩)

و است تعریف شده (٨) رابطه در M(r) که

.r = maxi,j∈{١,...,n}

{
σ٢
i

σ٢
j

}
برابر p(x) =∑n

i=١ αipi(x) مخلوط توزیع واریانس این که به بنا

داریم: (٢٩) و (٢٨) روابط ترکیب با است، V ar(X) =
∑n

i=١ αiσ
٢
i

V ar(X) =

n∑
i=١

αiσ
٢
i

≤ M(r)

n∏
i=١

(σ٢
i )

αi

≤ M(r)

(
n∏

i=١

(
١

A(θi)

)αi
)
e٢h(p). (٣٠)

مثال ها ٣

نمایی: توزیع واریانس کران نمودار .١

بی حافظگی خاصیت که پیوسته ای است توزیع تنها نمایی توزیع

به صف نظریه و احتمال مسائل حل در بیشتر ازاین رو و دارد

کردن مدل سازی برای توزیع این از هم چنین می شود. گرفته کار

این می کنند. استفاده واقعی مسائل حل شیوه ی ساختن آسان و

که را رویدادهایی که کرد تفسیر این طور می توان را تابع ویژگی

حال زمان از و نگیریم نظر در می توانیم افتاده اتفاق گذشته در
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١٠ عمرش طول که لامپی مثلا بدهیم. قرار زمان مبدأ را بعد به

مثل می توان را است نسوخته هنوز ۶ ساعت تا و است ساعت

آورد. به حساب نو لامپ یک

f(x) = λe−λx, ∀x ≥ ٠.

سپس

h(p) = −
∫ ∞

٠
λe−λx log(λe−λx)dxhe(X)

= −
(∫ ∞

٠
(log λ)λe−λxdx+

∫ ∞

٠
(−λx)λe−λxdx

)
= − log λ

∫ ∞

٠
f(x)dx+ λE[X]

= − log λ+ ١.

گرفت: نتیجه می توان به سادگی

h(p) = − log λ+ ١ ⇒ λ = e١−h(p)

نمایی: توزیع واریانس

v(x) =
١
λ٢ = e٢(h(p)−١,

e٢h(p)

٢πe
≤ e٢(h(p)−١) = v(x)

نمایی. توزیع واریانس کران نمودار :١ شکل

نرمال: توزیع واریانس کران نمودار .٢

h(p) =

∫ ∞

−∞
f(x) log

(
١√

٢πσ٢
e
− (x−µ)٢

٢σ٢

)
dx

=

∫ ∞

−∞
f(x) log

١√
٢πσ٢

dx+

log(e)

∫ ∞

−∞
f(x)

(
− (x− µ)٢

٢σ٢

)
dx

=− ١
٢
log(٢πσ٢)− log(e)

σ٢

٢σ٢

=− ١
٢
(
log(٢πσ٢) + log(e)

)
=− ١

٢
log(٢πeσ٢).

که: می شود نتیجه نرمال توزیع واریانس بالا رابطه از

h(p) =
١
٢
log(٢πeσ٢) ⇒ σ٢ =

e٢h(p)

٢πe
.

نرمال. توزیع واریانس کران نمودار :٢ شکل

هندسی: توزیع واریانس کران نمودار .٣

هندسی. توزیع واریانس کران نمودار :٣ شکل

نتیجه گیری و بحث ۴

توزیع های زیررده های از واریانس روی بالا کران های مقاله این در

چگالی های ابتدا کردیم. ثابت را توانی آنتروپی جملات در تک مدی

توزیع های و نمایی نزولی توزیع های از متقارن تک مدی مخلوط

روی واریانس روی بالا کران های تنگی گرفتیم. نظر در را یکنواخت

مستقل مخلوط مؤلفه های از واریانس ها مینیمم و ماکزیمم بین نسبت

بین نسبت هرگاه که دادیم نشان نقض، مثال یک ارائه با است.

روی بالا کران لزوماً و است بی کران مخلوط مؤلفه های واریانس های

ثابت که ندارد وجود یکنواخت تک مدی مخلوط چگالی های واریانس

واریانس که دادیم نشان همچنین باشد. توانی آنتروپی شده مدرج

به می تواند کران دار تکیه گاه با لیپ شیتز-پیوسته تک مدی چگالی هر

واریانس روی بالا کران های همه شود. کران دار توانی آنتروپی جملات

هستند. مدرج-پایا اینجا در ارائه شده تک مدی چگالی های

ماشین، یادگیری و تطبیقی سنجش سیگنال، پردازش در

آنتروپی لیبلر، کولبک واگرایی مانند اطلاعات نظری جانشین های

کار خاص هزینه های توابع به جای گسترده به طور فیشر اطلاعات و

مورداستفاده طبقه بندی خطای احتمال یا خطا مجذور میانگین مانند

اغلب کار خاص هزینه های توابع چنین ازآنجایی که قرارگرفته اند.

طبیعی اهداف به عنوان اطلاعاتی جانشین های هستند، غیرقابل حل

برای حسگر انتخاب استراتژی های یا موج شکل های توسعه برای

گزارش شده نتایج می شوند. استفاده اطلاعات کردن فیلتر یا و جمع آوری

به عنوان دیفرانسیل آنتروپی از استفاده توجیه برای می تواند اینجا در
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ضمانت با کاربردهایی چنین در خطا مربعات میانگین برای جایگزینی

با تک وجهی و لیپ شیتز خلفی توزیع که زمانی قابل اثبات، عملکرد

از خطی مخلوطی با می تواند که زمانی یا است محدود پشتیبانی

شده تقریبی یکنواخت چگالی های و کاهشی نمایی به طور چگالی های

گیرد. قرار مورداستفاده است،

یک به کار این گسترش آینده، تحقیقات جالب مسیرهای از یکی

زیادی تعداد توابع برای مرتبط نامساوی های است. متغیره چند محیط

متنوع کاربردهای با فعال تحقیقاتی موضوع یک تصادفی متغیرهای از

اطلاعات. نظریه و ماشین یادگیری آمار، است. بوده بالا ابعاد در

نظریه در آن کاربردهای و تمرکز نابرابری های در اخیر پیشرفت های

میان در .[١٩] یافت عالی مونوگراف یک در می توان را اطلاعات

توزیع در شرایطی یافتن به به ویژه ما جالب، جنبه های از بسیاری

آنتروپی توان نظر از غلظت نابرابری استخراج برای متغیره چند

k−بعدی تصادفی بردار با تصادفی متغیرهای هرگاه علاقه مندیم.

حاشیه ای توزیع های و ترکیب مجزا دوبه دو X = [X٢, X٢, . . . , Xk]

در شده بحث شرایط در و باشد تک مدی Xi تصادفی بردار هر از pi
بالا از Xi تصادفی متغیر هر V ar(Xi) واریانس کند، صدق اینجا

تعیین کننده و کران دار ci > ٠ ثابت برای V ar(Xi) ≤ cie
٢h(pi) به

است. |Σ| = ∏k
i=١ V ar(Xi) برابر Σ ،k × k کوواریانس ماتریس

با است. e٢h(X) =
∏k

i=١ e
٢h(pi) برابر e٢h(X) توانی آنتروپی به علاوه،

باشیم داشته می توانیم حقایق، این از استفاده

|Σ| ≤ ce٢h(X) (٣١)

با چندمتغیره توزیع حالت این برای بنابراین .c > ٠ مثبت ثابت برای

و می کند صدق لیپ شیتز-پیوسته شرط در مستقل تصادفی متغیرهای

−∞ به X تصادفی بردار از h(X) آنتروپی که همان گونه است تک مدی

واریانس های از که است کوواریانس ماتریس تعیین کننده می کند، میل

توزیع های و است ٠ به همگرا می شود تعیین حاشیه ای توزیع های

می شوند؛ تعیین کوواریانس ماتریس از کران با تصادفی چندمتغیره

کوواریانس ماتریس تعیین کننده که است مهم نکته این به توجه اما

دوبه دو تصادفی متغیرهای هرگاه نیست k−بعدی توزیع با مرتبط همیشه

بیان کننده X١ = X٢ = . . . = Xk هرگاه مثال، برای نباشند. مستقل

است. ٠ برابر کوواریانس ماتریس تعیین کننده باشد، Xi واریانس

که است مناسب متریک یک کردن پیدا جالب باز سؤال یک بنابراین،

متریک برای مرتبط نابرابری یک و دهد نشان را متغیره چند توزیع یک

شود. استخراج توزیع ها از مناسب رده یک برای آنتروپی توان برحسب
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Determining the variance boundaries of single-mode distributions
using power entropy
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Abstract:

Variance and entropy are distinct metrics commonly used to measure the uncertainty of random variables. While variance

shows how a random variable spreads more than expected, entropy measures the uncertainty of an information approach; in

other words, it measures the average amount of information of a random variable. For both uniform and normal distributions,

variance is a measure of power entropy. Finding such a monotonic relationship between variance and entropy for a larger

class of these two distributions is very important and useful in signal processing, machine learning, information theory,

probability, and statistics. For example, it is used to reduce the errors of estimators and choose a strategy that gives, on

average, the greatest or nearly greatest reduction in the entropy of the distribution of the target location. The effectiveness

of this method is tested using simulations with mining assay models. In this article, the upper bound of the variance for

single-mode distributions, whose tails are heavier than the tails of exponential distributions, is created with the help of power

entropy.
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