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نامتقارن هسته های از استفاده با ضربی اریبی اصلاح روش بررسی
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چکیده:
بااین حال، دارد. مناسبی عملکرد موارد بسیاری در که است احتمال چگالی تابع برآورد برای استاندارد روش یک هسته روش به چگالی برآورد

این هدف ندارد. خوبی عملکرد است، عمر طول توزیع معمول ویژگی های از که دم پهن و چوله نامنفی، توزیع های برای که است مشخص شده

روش های دیگر با برآوردگر این مقایسه و نامتقارن هسته برآوردگرهای از استفاده با ٣(MBC) ضربی اریبی اصلاح روش های عملکرد بررسی مقاله

به شبیه سازی مطالعه یک در نامتقارن، هسته برآوردگرهای با ترکیب در MBC روش های معرفی بر علاوه مقاله، این در است. مرزی مسئله رفع

استاندارد، هسته برآوردگر به نسبت می تواند برآوردگر این که است داده شده نشان و پرداخته شده اریبی اصلاح روش های دیگر با روش این مقایسه

برای نامتقارن هسته برآوردگرهای از استفاده با MBC روش های از هم چنین کند. فراهم چگالی برآورد برای بهتری بسیار برازش موارد برخی در

است. استفاده شده بیمار ١١٩ به داده شده پیوند قرنیه های عمر طول چگالی برآورد

عمر. طول چگالی ضربی، اریبی اصلاح نامتقارن، هسته مرزی، مسئله کلیدی: واژه های

مقدمه ١

وجود ویژگی دو تجربی لحاظ از عمر، طول توزیع های از بسیاری در

مرز نزدیک مشاهدات تمرکز دوم و مبدأ در طبیعی مرز وجود اول دارد،

این که دم پهن) (توزیع بلند دم یک در پراکنده داده های و مرزی) (مسئله

روش به داده  ها این چگالی برآورد در مشکلاتی بروز سبب ویژگی دو

(مسئله اول مشکل برای ارائه شده راه حل می  گردد. استاندارد هسته

اولین مرزی مسئله است. مرزی اصلاح روش های از استفاده مرزی)

گرفت. قرار موردبررسی [٢٣] سیلورمن۵ و [۵] مولر۴ و گسر توسط بار

مسئله اصلاح برای زیادی روش های متقارن تابع با هسته برآوردگر در

،[٢٢] داده انعکاس روش شامل ازاین روش ها برخی دارند. وجود مرزی

انعکاس روش و [١٨] تجربی تبدیل ، [٢٠] و [١٩] مرزی هسته های

که می  شود ناشی ازآنجا دوم مشکل است. [٢۵] تبدیل شده داده های

نوع این است؛ ثابت متقارن هسته برآوردگرهای در هسته تابع شکل

تنظیم هستند. حساس بسیار کننده هموار پارامتر تغییر به برآوردگرها

که دامنه از نواحی در داده ها ساختار کشف برای کننده هموار پارامتر

ساختار بروز از ممانعت هم زمان به طورکلی و است زیاد داده ها تراکم

ازاین رو است. دشواری کار است؛ کم داده تراکم که جاهایی در کاذب

مانند تطبیقی هموارسازی روش  های از می توان مشکل این حل برای

پیشنهادی روش یک کرد. استفاده [٣] متغیر باند پهنای روش های

از استفاده توزیع دم در ناهمواری و مرزی مسئله هم زمان رفع برای

و چوله داده های اصلاح برای که است نامتقارن هسته برآوردگرهای
۶ چن توسط ابتدا نامتقارن هسته توابع می کند. عمل موفق نامنفی

توسط پس ازآن و شد معرفی مرزی اریبی رفع برای ابزاری به عنوان [۴]

[٢١] ٨ اسکیلت ،[١۶] ٧ کاوزاک و جین جمله از آماردانان از بسیاری

رفع جهت معمولی هسته برای مناسب جایگزین روش یک به عنوان

مقاله، این در شد. معرفی توزیع دم در ناهمواری و مرزی مسئله هم زمان

با برخورد در ایده ای به عنوان که (MBC) ضربی اریبی اصلاح رده دو
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انتگرال عملکرد معیار در همگرایی نرخ کاهش به منظور مرزی مسئله

همکاران و ١٠ جونز و [٢۴] ٩ اسکات و ترل توسط خطا دو توان میانگین

می شوند. معرفی شدند، پیشنهاد [١٧]

اصلاح ناپارامتری رده دو همراه به نامتقارن هسته توابع از استفاده ایده

از استفاده با هموارسازی روش های توسعه و (MBC) ضربی اریبی

استفاده با [٩] و [٧] ١١ هیروکاوا توسط ابتدا نامتقارن هسته توابع

مطرح شده [٠, ١] واحد فاصله روی اصلاح شده بتا و بتا هسته های از

بتا هسته برآوردگر دو برای [١٣] ١٢ ایگاراشی توسط سپس است.

روش های از استفاده با متفاوت هموارسازی پارامترهای با اصلاح شده

استفاده [١۵] و [١۴] کاکیزاوا١٣ و ایگاراشی شد. به کاربرده اریبی اصلاح

برآوردگرهای برخی برای را جمعی و نامنفی اریبی اصلاح روش های از

ضربی اریبی اصلاح روش های و داده قرار موردبررسی نامتقارن هسته

حالت برای بخشیدند. بهبود طبقه بندی شده، هسته های از استفاده با را

هسته های از استفاده با اریبی اصلاح روش های نیز پارامتری نیمه

قرارگرفته موردبررسی [١٢] ١۴ ساکیودو و هیروکاوا توسط نامتقارن

ضربی اریبی اصلاح ناپارامتری رده دو [١١] ساکیودو و هیروکاوا است.

بسط [٠,∞) دامنه ی با نامتقارن هسته های از استفاده با را (MBC)

از رده دو هر در مناسب، پیش فرض های تحت که دادند نشان و داده

بدون واریانس درحالی که کاهش یافته، اریبی مرتبه MBC روش های

دو هر در MISE همگرایی نرخ اساس این بر می ماند. باقی تغییر

دارای عمر طول توزیع های ازآنجایی که می یابد. بهبود MBC برآوردگر

یا پارتو مانند توزیع هایی نوع از بالا دم در اغلب و نامنفی مقادیری

هسته برآوردگرهای از استفاده با MBC روش های هستند، نرمال لگ

در ویژگی  هایی رفع سبب و قرارگرفته مورداستفاده می تواند نامتقارن

و بوده مشکل ساز استاندارد هسته چگالی برآوردگر در که شود داده  ها

مقاله، این هدف یابد. بهبود متناهی نمونه در برازش کیفیت نتیجه در

و نامتقارن هسته برآوردگرهای با ترکیب در MBC روش های بررسی

این به است. اریبی اصلاح برآوردگرهای دیگر با آن ها عملکرد مقایسه

نامتقارن هسته های از استفاده با MBC روش های از رده دو منظور

دو این کارایی و مطرح شده مرزی مسئله اصلاح روش یک به عنوان

بررسی اریبی اصلاح برآوردگرهای دیگر با مقایسه در برآوردگرها از رده

کننده، هموار پارامتر ،MISE ،MSE نظیر آن ها مشخصه های و می شود

با بعد مرحله در می گیرد. قرار موردبررسی واریانس و اریبی مرتبه

برآوردگرهای با برآوردگرها از رده دو این کارایی شبیه سازی، از استفاده

می شود. مقایسه دیگر اریبی اصلاح

MBC برآوردگرهای ،٢ بخش در است. تنظیم شده بخش ۵ در مقاله این

یک ،٣ بخش در می شود. مطرح نامتقارن هسته های از استفاده با

مقاله، این در پیشنهادی روش توانایی بررسی برای شبیه سازی مطالعه

چگالی برآورد برای پیشنهادی روش از ۴ بخش در است. انجام شده

داده شده پیوند قرنیه های عمر طول به مربوط واقعی داده مجموعه یک

پایانی بخش ،۵ بخش در سرانجام و است استفاده شده بیمار ١١٩ به

می شود. ارائه نتیجه گیری

از استفاده با MBC برآوردگرهای ٢

نامتقارن هسته های

با متغیره تک توزیع از تصادفی نمونه یک X١, · · · , Xn کنید فرض

هسته چگالی برآوردگر از استفاده باشد. [٠,∞) دامنه روی f چگالی

هسته یک x ∈ [٠,∞) طرح نقطه در چگالی برآورد برای معمولی

استفاده بدون [−١, ١] مانند متناهی فواصل برخی یا R دامنه با متقارن

Kj(x,b)(·) کنید فرض نمی کند. کار به خوبی مرزی اصلاح روش های از

هموارکننده پارامتر و x > ٠ طرح نقطه به j که باشد نامتقارن هسته ای

هسته از استفاده با چگالی برآوردگر صورت این در است، وابسته b > ٠

می گیریم: نظر در زیر به صورت را j نامتقارن

f̂j,b(x) =
١
n

n∑
i=١

Kj(x,b)(Xi) (١)

اصلاح شده گامای ،(”GAM1”) گاما هسته های شامل j که

،(”RIG”) متقابل گاوسین ،(”IG”) معکوس گاوسین ،(”GAM2”)

تابعی شکل است. (”BS”) برنبام-ساندرز و (”LN”) نرمال لگ

شکلی دارای هسته ها این همه است. شده آورده ١ جدول در هسته ها این

مختلف نقاط در مثبت داده های برای و بوده نامنفی و انعطاف پذیر

با دامنه شان و بوده متغیر نیز آن ها همواری مقدار بنابراین متغیرند،

اریب فاقد است، تطبیق قابل نیز برآورد تحت احتمال چگالی دامنه

خطا دو توان انتگرال میانگین برای بهینه همگرایی نرخ و هستند مرزی
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است. بهینه نامنفی هسته چگالی برآوردگرهای رده در آن ها (MISE)

می یابد. کاهش مرز از طرح نقطه شدن دور با هم آن ها واریانس به علاوه،

نامتقارن هسته های تابع شکل :١ جدول

(j) هسته (u ≥ ٠) هسته تابع شکل

GAM١ K x
b +١(u) =

u
x
b e−

u
b

b
x
b +١Γ[

x

b
+ ١]

K x
b +١(u) =

uρb(x)−١e−
u
b

bρb(x)Γ[ρb(x)
]

GAM٢ ρb(x) =


x

b
x ≥ ٢b

١
۴
(
x

b
)٢ + ١ x ∈ [٠, ٢b)

IG KIG(x, ١
b )
(u) =

١√
٢πbu٣

exp
(
− λ

٢bx
(
u

x
− ٢ +

x

u
)
)

RIG KRIG( ١
x−b ,

١
b )
(u) =

١√
٢πbu

exp
(
− x− b

٢bx
(

u

x− b
− ٢ +

x− b

u
)
)

LN Kln x,۴ ln(١+b)(u) =
١√

٨π ln(١ + b)u
exp

[
− (lnu− lnx)٢

٨ ln(١ + b)

]

BS K
b

١
٢ ,x

(u) =
( ١
xu

+
x

u٣

)
exp

[
− ١

٢b
(
u

x
− ٢ +

x

u
)
]

برآوردگر ،MBC برآوردگرهای از تمایز ایجاد برای کلی حالت در

دو هر می گوییم. (”BU”) اریبی اصلاح بدون برآوردگر را (١) رابطه

بزرگی مرتبه درحالی که داده، کاهش را اریبی مرتبه نیز اریبی اصلاح رده

برآوردگرهای خطای دو توان میانگین می ماند، تغییر بدون واریانس

مرزی، بخش در O(n− ٨
٩ ) همگرایی نرخ به عملکرد بهترین در MBC

می رسد.

توسط معرفی شده چگالی برآوردگر دو ضربی ترکیب از MBC اول رده

می دهیم. نشان ،”TS” مختصر به طور را [٢۴] اسکات و ترل

هسته با چگالی برآوردگر دو ضربی ترکیب یک از ،TS-MBC رده در

بنابراین، می شود؛ استفاده متفاوت هموارکننده پارامترهای و یکسان

پارامتر و j نامتقارن هسته از استفاده با چگالی برآوردگر f̂j,b/c(x) اگر

و است تعیین شده پیش از ثابت c ∈ (٠, ١) که باشد b

c
هموارکننده

نامتقارن هسته چگالی برآوردگر آنگاه ندارد. بستگی x طرح نقطه به

می شود: تعریف زیر به صورت TS-MBC

f̃TS,j(x) =
[
f̂j,b(x)

] ١
١−c

[
f̂j,b/c(x)

]− c
١−c (٢)

[١٧] همکاران و جونز توسط معرفی شده MBC دوم رده دیگر، طرف از

استفاده با JLN-MBC رده می دهیم. نشان «JLN» با مختصر به طور را

رابطه به توجه با می شود. ساخته b هموارکننده پارامتر یک تنها از

نامتقارن هسته چگالی برآوردگر ،f(x) = f̂j,b(x){f(x)/f̂j,b(x)}

می شود: تعریف زیر به صورت JLN-MBC

f̃JLN,j(x) = f̂j,b(x)
{ ١
n

n∑
i=١

Kj(x,b)(Xi)

f̂j,b(Xi)

}
(٣)

اصلاح ناپارامتری برآوردگر پرانتز درون عبارت که باشید داشته توجه

و f̃TS,j(x) که است آن قابل توجه نکته است. f(x)/f̂j,b(x) اریبی

تولید نامنفی چگالی برآورد همیشه و بوده مرزی اریبی فاقد f̃JLN,j(x)

اینکه فرض با که دادند نشان [١١] ساکیودو و هیروکاوا .[١١] می کنند

از MBC برآوردگر هر اریبی همگرایی باشد، مشتق پذیر کافی مرتبه تا f

واریانس همگرایی مرتبه درحالی که می رسد، O(b٢) مرتبه به O(b) مرتبه

x برای که معنی این به می ماند، تغییر بدون (١) رابطه با مقایسه در

انتگرال میانگین نتیجه، در است. O{(nb
١
٢ )−١} هنوز مرز از دور

به مرز از دور x برای MBC برآوردگر هر (”MISE”) خطا دو توان

برآوردگر هر حالت، بهترین در بنابراین، است؛ O(b۴ +n−١b−
١
٢ ) شکل

O(n− ۴
۵ ) از که یابد دست MISE در O(n− ٨

٩ ) همگرایی نرخ به می تواند

است. سریع تر

با MBC برآوردگرهای مجانبی ویژگی های ٢. ١
نامتقارن هسته های از استفاده

نظر در را زیر فرضیات ،MBC برآوردگرهای همگرایی مطالعه برای

می گیریم:

مشتق چهار دارای f(X) > ٠ ،X > ٠ طرح نقطه برای -١ فرض

است. کران دار و پیوسته

و b → ٠ شرط در b = b٠(> ٠) هموارکننده پارامتر -٢ فرض

همگرایی نرخ یعنی این و می کند صدق n → ∞ وقتی که nbrj+
۵
٢

که است کندتر O{n−١/(rj+ ۵
٢ )} همگرایی نرخ از b هموارکننده پارامتر

است: زیر به صورت rj

rj =



١
٢

j = G,MG,RIG

١ j = LN,BS

٣
٢

j = IG

(۴)

MBC برآوردگر هر اریبی تقریب در بزرگی مرتبه کنترل برای شرایط این

است. نیاز

داد: نشان می توان ٢ و ١ فرض های پایه بر

E{f̂j,b(X)} = f(X) + a١,j(X, f)b+ a٢,j(X, f)b٢ + o(b٢),
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نقطه به که هستند خاصی هسته توابع a٢,j(X, f) و a١,j(X, f) که

متغیرهای خواص از استفاده با .[١١] وابسته اند f مشتقات و X طرح

a٢,j(X, f) و a١,j(X, f) واضح شکل هسته، هر با متناسب تصادفی

x برای واریانس تقریب برای دیگر، طرف از است. آمده ٢ جدول در

داریم مرز از دور

V ar{f̂j,b(X)} − (nb
١
٢ )−٢)١

√
πXrj )−١f(X)

:= (nb
١
٢ )−١Vj(X)f(X)

به V ar{f̂j,b(X)} = O{(nbrj+
١
٢ )−١} به صورت مرزی x برای و

.[١١] می آید دست

مختلف نامتقارن هسته های برای a٢,j(x, f) و a١,j(x, f) شکل :٢ جدول

(j) هسته a١,j(x, f) a٢,j(x, f)

GAM١ f ′(x) +
x

٢
f ′′(x) f ′′(x) +

۵
۶
xf ′′(x) +

x٢

٨
f (۴)(x)

GAM٢


x

٢
f ′′(x) x ≥ ٢b

ξb(x)f
′(x) x ∈ [٠, ٢b),


x

٣
f ′′′(x) +

x٢

٨
f (۴)(x) x ≥ ٢b

١
٢

[
ξ٢
b(x) + ξb(x) +

x

b

]
f ′′(x) x ∈ [٠, ٢b)

ξb(x) = ρb(x)−
x

b
= O(١)

IG
x٣

٢
f ′′(x)

x۵

٢
f ′′(x) +

x۶

٨
f (۴)(x)

RIG
x

٢
f ′′(x)

١
٢
f ′′(x) +

x

٢
f ′′′(x) +

x٢

٨
f (۴)(x)

LN
x

٢
f ′(x) +

x٢

٢
f ′′(x)

x

٨
f ′(x) +

٧
٨
x٢f ′′(x) +

٣
۴
x٣f ′′′(x) +

x۴

٨
f (۴)(x)

BS
x

٢
f ′(x) +

x٢

٢
f ′′(x)

٣
۴
x٢f ′′(x) +

٣
۴
x٣f ′′′(x) +

x۴

٨
f (۴)(x)

و a١,j(x, f) برای باشند، برقرار ٢ و ١ فرضیات اگر .٢. ١ قضیۀ

j هسته از استفاده با TS-MBC برآوردگر تقریبی اریبی ،a٢,j(x, f)

:[١١] می آید دست به زیر به صورت

Bias{f̃TS,j(x)} ∼ ١
c

[١
٢

{a٢
١,j(x, j)

f(x)

}
− a٢,j(x, f)

]
b٢

:=
١
c
pj(x)b

٢ (۵)

می شود: زده تقریب زیر به صورت TS-MBC برآوردگر واریانس

V ar{f̃TS,j(x)} =



n−١b−
١
٢ λ(c)νj(x)f(x) + o

{
(nb

١
٢ )−١

}
مرز از xدور

O
{
(nbri+

١
٢ )−١

}
xمرزی

(۶)

λ(c) آن در که

λ(c) =
(١ + c

۵
٢ )(١ + c)

١
٢ − ٢

√
٢c

٣
٢

(١ + c)
١
٢ (١ − c)٢

می شود. تعریف (۴) رابطه طبق rj و νi(x) = (٢
√
πxrj )−١
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JLN- برآوردگر اریبی باشند برقرار ٢ و ١ فرضیات اگر .٢. ٢ قضیۀ

:[١١] زد تقریب زیر به صورت می توان را j هسته از استفاده با MBC

Bias{f̃JLN,j(x)} ∼ −f(x)a١,j(x, h)b
٢ := qi(x)b

٢, (٧)

با a١,j(x, f) در f = f(x) جایگذاری با a١,j(x, h) که

می آید. دست به h = hj(x, f) :=
a١,j(x, f)

f(x)

تقریب زیر به صورت JLN-MBC برآوردگر واریانس ،rj و νj(x) برای

می شود: زده

V ar{f̃JLN,j(x)} =



n−١b−
١
٢ νjf(x) + o

{
(nb

١
٢ )−١

}
مرز از xدور

O
{
(nbrj+

١
٢ )−١

}
xمرزی

(٨)

شود. مراجعه [٢] به (٢. ٢) و (٢. ١) قضیه های کامل اثبات دیدن برای

مقایسه f واقعی چگالی با نامتقارن هسته های دامنه ازآنجایی که

این هستند. مرز در اریبی فاقد JLN و TS برآوردگرهای می شود،

درحالی که می دهند، کاهش O(b٢) به O(b) از را اریبی مرتبه برآوردگرها

مرزی x برای و o
{
(nb

١
٢ )−١

}
مرز از دور x برای واریانسشان

مقایسه در واریانس مرتبه می شود مشاهده است. O
{
(nbrj+

١
٢ )−١

}
می  ماند. باقی تغییر بدون (١) BU برآوردگر با

از دور x برای JLN-MBC برآوردگرهای اول مرتبه مجانبی واریانس

است. (١) رابطه در BU برآوردگر در آن متناظر واریانس با معادل مرز

در TS-MBC برآوردگر واریانس در λ(c) ضریب چون دیگر، طرف از

نسبت برآوردگرها این واریانس می یابد، افزایش ٢٧
١۶

به ١ از c ∈ (٠, ١)

شدن بزرگ تر به تمایل مرز از دور x برای (١) رابطه در BU برآوردگر به

JLN- و TS-MBC برآوردگرهای مجانبی واریانس نهایت، در دارند.

بعدازاین که حتی هستند، x−rj با متناسب مرز از دور x برای MBC

روش معادل مثبت x با واریانس کاهش ویژگی می شود. ساخته MBC

در است. پراکنده داده های با دم ناحیه در بزرگ تر باند پهنای از استفاده

مطلوب واریانس ویژگی BU برآوردگر مانند MBC برآوردگرهای نتیجه،

هستند. دارا را طرح نقطه با متناسب

با MBC برآوردگرهای موضعی ویژگی های ٢. ٢
نامتقارن هسته های از استفاده

زیر به صورت f̃JLN,j(x) و f̃TS,j(x) MSEهای مرز، از دور x برای

:[١١] می شوند زده تقریب

MSEf̃TS,j(x) =
p٢
j(x)

c٢ b۴ + n−١b−
١
٢ λ(c)νj(x)f(x)

+ o(b۴ + n−١b−
١
٢ ) (٩)

MSEf̃JLN,j(x) = q٢
j(x)b

۴ + n−١b−
١
٢ νj(x)f(x)

+ o(b۴ + n−١b−
١
٢ ) (١٠)

هستند: زیر به صورت بهینه MSE هموارکننده پارامترهای

b∗TS,j =
{
c٢λ(c)

} ٢
٩
{νj(x)f(x)

٨p٢
j(x)

} ٢
٩
n− ٢

٩ (١١)

b∗JLN,j =
{νj(x)f(x)

٨q٢
j(x)

} ٢
٩
n− ٢

٩ (١٢)

دست به زیر به صورت برآوردگر دو برای بهینه MSEهای نتیجه در

می آیند:

MSE∗{f̃TS,j(x)} ∼ ٩
٨

٨
٩
γ(c)p

۴
٩
j (x){νj(x)f(x)}

٨
٩ n− ٨

٩ (١٣)

MSE∗{f̃JLN,j(x)} ∼ ٩
٨

٨
٩
q

۴
٩
j (x){νj(x)f(x)}

٨
٩ n− ٨

٩ (١۴)

است: زیر به صورت γ(c) آن در که

γ(c) =
{ (١ + c

۵
٢ )(١ + c)

١
٢ − ٢

√
٢c

٣
٢

c
١
۴ (١ + c)

١
٢ (١ − c)

٩
۴

} ٨
٩

به صورت بهینه MSE هموارکننده پارامترهای که می شود مشاهده

برای بهینه MSE باند پهنای h∗ که هستند O(n− ٢
٩ ) = O(h∗٢)

JLN- یا TS-MBC برآوردگرهای یا چهارم، مرتبه هسته برآوردگرهای

نتیجه، در است. نامنفی متقارن هسته های از استفاده با MBC

مانند مرز، از دور x برای f̃JLN,j(x) و f̃TS,j(x) بهینه MSEهای

O(n− ٨
٩ ) به صورت دوم، مرتبه هسته از استفاده با MBC برآورد

بهینه همگرایی نرخ ،O(n− ۴
۵ ) از سریع تر همگرایی نرخ یک که است

است. مرز، از دور x برای (١) رابطه در BU برآوردگر متناظر MSE

f̃JLN,j(x) و f̃TS,j(x) MSEهای مرزی، x برای دیگر، طرف از

MSE هموارکننده پارامتر که هستند O
{
b۴+n−١b−(rj+

١
٢ )
}

به صورت

به صورت بهینه MSE و b† = O
{
n−١/(rj+ ٩

٢ )
}

به صورت بهینه

از MSEها بهینه همگرایی نرخ نتیجه در است. O
{
n−۴/(rj+ ٩

٢ )
}

است. سریع تر مرزی، x برای BU برآوردگر نرخ ،O
{
n−٢/(rj+ ۵

٢ )
}
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با MBC برآوردگرهای کلی ویژگی های ٢. ٣
نامتقارن هسته های از استفاده

MBC برآوردگرهای MISEهای است، آمده [۴] در که استدلالی با

:[١١] هستند زیر به صورت

MISE{f̃TS,j(x)} =
b٢

c٢

∫ ∞

٠
p٢
j(x)dx

+
λ(c)

nb
١
٢

∫ ∞

٠
νj(x)f(x)dx

+ o(b۴ + n−١b−
١
٢ )) (١۵)

MISE{f̃JLN,j(x)} = b۴
∫ ∞

٠
q٢
j(x)dx

+
١

nb
١
٢

∫ ∞

٠
νj(x)f(x)dx

+ o(b۴ + n−١b−
١
٢ )) (١۶)

هموارکننده پارامترهای انتگرال پذیرند. νj(x) و q٢
j(x) ،p٢

j(x) که

می آیند: دست به زیر به صورت بهینه MISE

b∗∗TS,j = {c٢λ(c)}
٢
٩

{∫∞
٠ νj(x)f(x)dx

٨
∫∞

٠ p٢
j(x)dx

} ٢
٩
n− ٢

٩ (١٧)

b∗∗JLN,j =
{∫∞

٠ νj(x)f(x)dx

٨
∫∞

٠ q٢
j(x)dx

} ٢
٩
n− ٢

٩ (١٨)

بود: خواهد زیر به صورت برآوردگر دو برای بهینه MISE بنابراین،

MSE∗∗{f̃TS,j(x)} ∼ ٩
٨

٨
٩
γ(c)

{∫ ∞

٠
p٢
j(x)dx

} ٢
٩

×
{∫ ∞

٠
νj(x)f(x)

} ٨
٩
n− ٨

٩ (١٩)

MSE∗∗{f̃JLN,j(x)} ∼ ٩
٨

٨
٩

{∫ ∞

٠
q٢
j(x)dx

} ٢
٩

×
{∫ ∞

٠
νj(x)f(x)

} ٨
٩
n− ٨

٩ (٢٠)

شبیه سازی ٣

دارای متقارن هسته های برخلاف گاما هسته مانند نامتقارن هسته های

در که طرح١۵ نقاط موقعیت به توجه با و هستند منعطف شکلی

دامنه که داده هایی برای می کنند. تغییر می شود، برآورد چگالی آن

منطبق که هسته توابع این دامنه همراه به خصوصیت این دارند، محدود

هسته های می شود. مرزی مشکل رفع سبب است، داده ها دامنه بر

با شباهت هایی دارای تطبیقی هموارسازی ویژگی داشتن با نامتقارن

متکی روش ها، این برخلاف اما هستند متغیر باند پهنای روش های

هموارسازی برای هموارکننده پارامتر یک تنها به نامتقارن هسته بودن

جذاب تر تجربی کار برای را آن ها داده ها سرتاسر در موضعی تطبیقی

به نامنفی هسته های برآوردگرهای رده در نامتقارن هسته های می کند.

می یابند دست خطا) دو توان انتگرال میانگین (در بهینه همگرایی نرخ

برآوردگرهای واریانس متقارن، هسته های برخلاف آخر در .[١٠] و [۶]

[۶] دارند کاهش به تمایل مرز از طرح نقطه شدن دور با نامتقارن هسته

.[١٠] و

و هموارکننده پارامتر انتخاب روش های مقایسه جذاب موضوع یک

خود دیگر نکته یک است. مطالعه تحت برآوردگر عملکرد بر آن تأثیر

نمونه حجم تأثیر دیگر نکته و کنیم برآورد را آن می خواهیم که است چگالی

برآوردگرهای رده دو عملکرد مقایسه موارد، این مطالعه به منظور است.

GAM1 هسته های به را برآوردگرها مقایسه دیگر، نکات برخی و MBC

برای را معرفی شده رده دو و کرده متمرکز بیشتر کاربرد دلیل به GAM2 و

استاندارد هسته با آن ها مقایسه به و گرفته نظر در GAM1 برآوردگر

منظور این به می پردازیم. متقارن هسته های رده از نمونه ای به عنوان

شبیه سازی نمونه اندازه سه با را وایبول و نرمال لگ گاما، توزیع سه

مقایسه نمودار است. شده آورده (٣) جدول در توزیع سه این کرده ایم.

JLN- ،TS-GAM1 ،GAM2 ،GAM1 استاندارد، هسته برآوردگرهای

روش دو به n = ١٠٠, ٢٠٠, ۵٠٠ نمونه اندازه سه با توزیع سه هر GAM1

در (GR) گاما توزیع به ارجاع روش و (ROT) سیلورمن١۶ سرانگشتی

چگالی برآوردگرهای رسم برای است. شده آورده (٣) تا (١) شکل های

کرده ایم. استفاده R نرم افزار از

15Disign points
16Silverman rule-of-thumb
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،GAM١ − TS ،KGAM٢ ،KGAM١ ،(K) استاندارد هسته برآوردگرهای از استفاده با Γ(٢, ١٫۵) گاما توزیع شبیه سازی .١ شکل

نمونه اندازه سه در (GR) گاما توزیع به ارجاع و ROT سرانگشتی روش دو به هموارکننده پارامتر انتخاب و GAM١ − JLN

n = ١٠٠, ٢٠٠, ۵٠٠



منصوری٨٨ بهزاد و رجبی لیلا نامتقارن هسته های از استفاده با ضربی اریبی اصلاح روش بررسی

،GAM١ − TS ،KGAM٢ ،KGAM١ ،(K) استاندارد هسته برآوردگرهای از استفاده با LN(٠, ١) نرمال لگ توزیع شبیه سازی .٢ شکل

نمونه اندازه سه در (GR) گاما توزیع به ارجاع و ROT سرانگشتی روش دو به هموارکننده پارامتر انتخاب و GAM١ − JLN

n = ١٠٠, ٢٠٠, ۵٠٠
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،GAM١ − TS ،KGAM٢ ،KGAM١ ،(K) استاندارد هسته برآوردگرهای از استفاده با W (٢, ٢) وایبول توزیع شبیه سازی .٣ شکل

نمونه اندازه سه در (GR) گاما توزیع به ارجاع و ROT سرانگشتی روش دو به هموارکننده پارامتر انتخاب و GAM١ − JLN

n = ١٠٠, ٢٠٠, ۵٠٠



منصوری٩٠ بهزاد و رجبی لیلا نامتقارن هسته های از استفاده با ضربی اریبی اصلاح روش بررسی

آن ها چگالی همراه به شبیه سازی برای گرفته شده نظر در توزیع های :٣ جدول

توزیع x ≥ ٠ ،f(x) چگالی تابع

گاما ١
βαΓ(α)

xα−١ exp(−x

β
) (α, β) = (٢, ١٫۵)

نرمال لگ ١
x
√

٢πσ
exp{− (log x− µ)٢

٢σ٢ }, (µ, σ) = (٠, ١)

وایبول (
α

β
)(
x

β
)α−١ exp

{
− (

x

β
)α
}
, (α, β) = (٢, ٢)

سه هر در برآوردگر هر برای عملکرد معیار به عنوان را MSE معیار

و (ROT) سیلورمن سرانگشتی روش دو به نمونه اندازه سه با توزیع

جدول های در را نتایج و کرده محاسبه (GR) گاما توزیع به ارجاع روش

آورده ایم (۶) تا (۴)

شبیه سازی مختلف حالات در برآوردگرها MSE مقادیر :۴ جدول

(×٣−١٠)Γ(٢, ١٫۵) توزیع

۵٠٠ ٢٠٠ ١٠٠

ROT GR ROT GR ROT GR نمونه
/

برآوردگر

٠٫۴١٣ ٠٫٣٠٩ ١٫۴۵٢ ٠٫۵۶۴ ١٫١٠۴ ١٫٧٠١ استاندارد هسته

٠٫٢٢۶ ٠٫٠۶٩ ٠٫٣٢٣ ٠٫١۶٩ ٢٫۵۶٣ ١٫۶٨١ GAM١

٠٫١٩۵ ٠٫١٩٢ ٢٫٢۴٧ ١٫١١٢ ۴٫٠٩٨ ٢٫١٣۵ GAM٢

٠٫١٩٠ ٠٫٠۶٧ ٠٫۵٩٩ ٠٫١٧۶ ٢٫۵۵۵ ٢٫٢٠٨ TS −GAM١

٠٫١٩٢ ٠٫٠۵٣ ٠٫٢٠٠ ٠٫١٧٧ ٢٫٢١۵ ١٫۴٢٠ JLN −GAM١

شبیه سازی مختلف حالات در برآوردگرها MSE مقادیر :۵ جدول

(×٣−١٠)LN(٠, ١) توزیع

۵٠٠ ٢٠٠ ١٠٠

ROT GR ROT GR ROT GR نمونه
/

برآوردگر

٠٫۴۴١ ٠٫۵٣۴ ١٫٨۵٨ ١٫٠۶٢ ٢٫٧٧٢ ٢٫۶٠٩ استاندارد هسته

٠٫۴١۶ ٠٫١٣٣ ١٫٢٣۵ ٠٫٣٨٧ ٢٫۶٩۵ ١٫٣٩٣ GAM١

٠٫۴۴٩ ٠٫١٢٣ ٢٫٩۴٠ ٠٫۶١٩ ٧٫٣٢٧ ٠٫٧١٧ GAM٢

٠٫۴١۵ ٠٫١٣٣ ١٫٢١٣ ٠٫٣٧٩ ٢٫۶۶٠ ١٫٣٧۵ TS −GAM١

٠٫٣١۵ ٠٫١۶٨ ١٫٢١۶ ٠٫٣۴٢ ٢٫۴٩٣ ١٫٣٨٨ JLN −GAM١

شبیه سازی مختلف حالات در برآوردگرها MSE مقادیر :۶ جدول

(×٣−١٠)W (٢, ٢) توزیع

۵٠٠ ٢٠٠ ١٠٠

ROT GR ROT GR ROT GR نمونه
/

برآوردگر

٠٫٢٩٣ ٠٫۴٣٢ ١٫٢٠۴ ٠٫۵٠٧ ٢٫۶٩۵ ۴٫۶٠٨ استاندارد هسته

٠٫١۵٠ ٠٫١۴٧ ١٫٠٢٣ ٠٫۴٨١ ٢٫۶٨٢ ١٫٨٢٣ GAM١

٠٫٢٢۵ ٠٫٣۶٢ ٠٫٣٢۵ ٠٫۴۶۴ ١٫٩۵١ ١٫٢۶٨ GAM٢

٠٫١۴٩ ٠٫١٣۴ ١٫٠٣۵ ٠٫٣٧١ ٢٫٢٩٩ ١٫۶۴٩ TS −GAM١

٠٫١۶۶ ٠٫١٠٨ ١٫٠٢٣ ٠٫٣٣٨ ٢٫٠٧١ ١٫۶٨٣ JLN −GAM١

تمام برای MBC معیار به توجه با که می دهد نشان شبیه سازی نتایج

افزایش با و بوده مشابه نمونه اندازه سه در به طورکلی نتایج توزیع ها،

گاما- روش کل در هم چنین می یابد بهبود برآوردگرها عملکرد نمونه طول

می کند. عمل سرانگشتی روش از بهتر مرجع

روش توزیع، و نمونه اندازه از ترکیب هر برای انجام شده شبیه سازی در

برآورد به هیچ وجه بوده مرزی مسئله دارای این که بر علاوه متقارن هسته

به طورکلی MBC برآوردگرهای و نمی دهد ارائه شبیه سازی این در خوبی

نشان نتایج این هستند. BU برآوردگر دو از کمتری MSE معیار دارای

بلکه ندارد، وجود MBC برآوردگر بهترین یکنواخت به طور که می دهد

دارد. بستگی توزیع ها به MBC برآوردگرهای عملکرد بهترین

واقعی داده های ۴

روش لگاریتمی، تبدیل مرزی مسئله اصلاح روش های بخش این در

برآوردگرهای روش هایMBCبا ترکیب و مرزی هسته روش و انعکاسی

عمر طول داده های به مربوط چگالی تابع برآورد برای نامتقارن، هسته

موردمطالعه مقاله این در که داده هایی است. استفاده شده قرنیه پیوند



٩۴ -٨١ ص ،۵۴ پیاپی شماره ،١۴٠١ زمستان و پاییز صفر، شماره صفر، سال آماری، ٩١اندیشه

بیمار ١١٩ به داده شده پیوند قرنیه های عمر طول به مربوط می گیرد قرار

لبافی نژاد درمانی مراکز در ١٣٨٠ تا ١٣۶۵ سال های طول در که است

قرنیه قوز پیوند جراحی عمل تحت تهران (ص) اکرم رسول حضرت و

طولانی نسبتاً مدت زمان تا پیوند از پس بیماران این قرارگرفته اند. چشم

زمان پیوندی، قرنیه عمر طول از منظور و قرارگرفته اند پیگیری تحت

قرنیه معاینه آخرین زمان یا قرنیه شدن داده پس تا پیوند لحظه از

زمان در سن و جنس شامل بیماران اطلاعات منظور این به است.

پیوند، عمل تاریخ قبیل از پیوندها از یک هر اطلاعات و اول پیوند

پیوندی قرنیه دفع عدم یا دفع میلی متر، برحسب دهنده قرنیه قطر اندازه

دیگر اطلاعات برخی و چشم معاینه زمان آخرین تاریخ یا دفع تاریخ و

گرفتند. قرار موردبررسی [١] خیری توسط داده ها این است. ثبت شده

توزیع و هستند مبدأ در طبیعی مرز یک دارای داده ها این ازآنجاکه

با بلند دم یک و مرز نزدیکی در مشاهدات تمرکز با تجربی به طور آن ها

هسته های از استفاده انگیزه بنابراین می شوند، مشخص پراکنده داده های

دارای داده ها این به توجه با و می کند فراهم را برآورد برای نامتقارن

منفی، ناحیه در چگالی برآورد حضور بنابراین هستند، مثبت مقادیری

با را داده ها این چگالی نمودار ۴ شکل در می شود. مرزی مسئله سبب

مرزی مسئله رفع روش سه و استاندارد هسته چگالی برآورد از استفاده

است. شده آورده مرزی هسته روش و انعکاسی روش لگاریتمی، تبدیل

،GAM١ استاندارد، هسته های از استفاده با چگالی برآورد ۵ شکل

نشان داده ها این برای را JLN−GAM١ و TS−GAM١ ،GAM٢

می دهد.

داده های اصلاح برای که داده ها در تبدیل روش از ۴ شکل اول نمودار در

استفاده است. به کاررفته مرزی اصلاح برای می کند، عمل موفق چوله

دم با توزیع هایی و مثبت مشاهدات با هنگامی که لگاریتمی تبدیل از

است این لگاریتم تبدیل ویژگی یک است. رایج تر داریم سروکار کشیده

عمر طول توزیع اغلب ازآنجایی که می کند. فشرده را توزیع راست دم که

تبدیل دارند، نرمال لگ یا پارتو نوع از توزیع هایی با خوبی مطابقت

در ویژگی هایی رفع سبب و قرارگرفته مورداستفاده می تواند لگاریتمی

در و بوده مشکل ساز استاندارد هسته چگالی برآوردگر در که گردد داده ها

چگالی ازآنجایی که و دهد بهبود داده ها این در را برازش کیفیت نتیجه

مثبت اند)، مشاهدات نتیجه (در است شده تعریف [٠,+∞) دامنه روی

نظر در را Y = G(X) = logX لگاریتمی تابع تبدیل خاص حالت

هسته چگالی برآوردگر با fY تبدیل شده داده های چگالی اگر می گیریم.

لگاریتمی تبدیل هسته چگالی برآورد آنگاه باشد، شده برآورد گاوسی

با است برابر

f̂X(x) = f̂Y (log x)
١
x

=
١
nh

n∑
i=١

ϕ

(
log x− logXi

h

)
١
x

=
١
n

n∑
i=١

١
xh

√
٢π

exp
[
− ١

٢

(
log x− logXi

h

)٢ ]
=

١
n

n∑
i=١

ln(x; logXi, h)

داده ها این در می شود مشاهده اعمال شده لگاریتمی تبدیل از استفاده با

استاندارد هسته برآوردگر به نسبت لگاریتمی تبدیل با هسته تابع

دارای اما است، برخوردار خوبی دقت از و داشته مناسب تری عملکرد

رفع به قادر کامل به طور این که جمله از هست، نیز ضعفی نقاط

برای انعکاسی، روش از استفاده با نمودار در نیست. مرزی مسئله

Ki(x) = با که Xiهایی از f̂(x) از مقداری ،٠ به نزدیک Xiهای

قرار (−∞, ٠) فاصله در و می شود مشخص ١
nh

∑n
i=١ K(

x−Xi

h
)

دست از مقدار این ٠ به نسبت Xi قرینه گرفتن نظر در با را می گیرد

می شود مشاهده که همان طور برمی گرداند. [٠,∞) فاصله به را داده شده

قبولی قابل برآورد انعکاسی هسته برآوردگر مرزی مسئله به توجه با

استاندارد هسته روش با مقایسه در عمر طول داده های توزیع برای را

هسته روش از حاصل برآورد منحنی در می دهد. ارائه مرزی مسئله بدون

ارائه با است توانسته مرزی هسته برآوردگر که می شود مشاهده مرزی

برآورد به خوبی را مرزی ناحیه در احتمال میزان نامنفی، برآورد یک

مرزی هسته برآوردگر مرزی، خاص محدوده یک از خارج در و کند

مشاهده می توان ۵ شکل در است. استاندارد هسته برآوردگر بر منطبق

شبیه زیادی حد تا KGAM2 و KGAM1 برآوردگرهای درحالی که کرد،

بهتر استاندارد هسته برآوردگر به نسبت قابل توجهی به طور هستند هم

MBC رده دو در نامتقارن هسته دو این ترکیب با و می کنند عمل

عملکرد افزایش موجب KGAM1-JLN و KGAM1-TS برآوردگرهای

هسته برآوردگر وقتی که کرد مشاهده می توان می شوند. پردازش در بهتر

JLN-MBC برآوردگر می کند. برازش (بیش تر) کم را چگالی استاندارد

شکل این . [٧] می کند اصلاح را برازش عکس جهت در آن به مربوط

هسته برازش اصلاح جهت در واقعاً KGAM1-JLN که می دهد نشان

است. کرده عمل موفق استاندارد

MBC روش های از رده دو با نامتقارن هسته برآوردگرهای مقایسه با

در مرزی هسته و انعکاسی و تبدیل روش برآوردگرهای و ۵ شکل در

برآوردگرهای این که جمله از می شود. مشخص نکات برخی ۴ شکل

برخورد در به خوبی مرزی مسئله رفع قبلی روش های مانند معرفی شده

بنابراین می دهند ارائه مرزی اریبی بدون برآوردهایی مثبت داده های با

MBC برآوردگرهای و نامتقارن هسته برآوردگرهای عملکرد از می توانیم
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باشیم. مطمئن مرزی مسئله رفع در نامتقارن هسته های با ترکیب در

هم به نزدیک عملکرد و MBC برآوردگرهای رده دو تطابق دیگر نکته

قابل ملاحظه ای پراکندگی اینکه بدون توانسته اند که است رده دو این

در به ویژه بهینه عملکردی و داده کاهش را مرزی اریبی شوند، سبب را

باشند. داشته مرزی ناحیه

لگاریتمی، تبدیل روش استاندارد، هسته تابع از استفاده با پیوندی قرنیه های عمر طول چگالی تابع برآورد مقایسه و هیستوگرام ۴. نمودار شکل

مرزی هسته روش و انعکاسی روش

،(K) استاندارد هسته های از تابع از استفاده با پیوندی قرنیه های عمر طول چگالی تابع برآورد مقایسه و هیستوگرام نمودار .۵ شکل

GAM١ − JLN ،GAM١ − TS ،KGAM٢ ،KGAM١
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نتیجه گیری و بحث ۵

نامتقارن هسته های از استفاده با MBC روش های از رده دو مقاله این در

معرفی نامنفی داده های احتمال چگالی برآورد در مرزی مسئله رفع جهت

واقعی چگالی اینکه فرض با شد مشخص نظری به صورت ابتدا شد.

از را اریبی مرتبه اریبی کاهش روش دو هر است، هموار کافی به اندازه

بدون واریانس بزرگی مرتبه درحالی که می بخشند، بهبود O(b٢) به O(b)

از همگرایی نرخ نامنفی، ساختار با رده دو این MSE می ماند. تغییر

با روش این عملکرد سپس دارد. مرزی قسمت برای O(n− ٨
٩ ) مرتبه

مرزی مسئله اصلاح روش های دیگر و استاندارد هسته برآوردگرهای

استفاده با MBC رده دو شبیه سازی ها نتایج گرفت. قرار موردبررسی

بررسی و [٠,∞) دامنه با چگالی برآورد به منظور نامتقارن هسته های از

روش دو با را اریبی کاهش پیوندی قرنیه های عمر طول واقعی داده های

یادآوری است لازم می کند. تائید نامتقارن هسته های از استفاده MBCبا

هسته های از استفاده با MBC برآوردگرهای عملکرد اگرچه که شود

خواص و است قانع کننده زیادی حدود تا نظری به صورت نامتقارن

کارهای در اما شد، داده نشان روش دو این ترکیب از خوبی بسیار

برای و برد بهره اطلاعات و امکانات نهایت از دارد ضرورت عملی

دیگر از امکان صورت در می شود پیشنهاد داده مجموعه یک تحلیل

شود. استفاده نیز چگالی برآورد روش های
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Investigation of multiplicative bias
correction method using asymmetric kernels

Leila Rajabi 1 and Behzad Mansouri 2

Abstract:

Kernel density estimation is a standard method for estimating the probability density function, which in many cases works

well. However, it has been found that it does not work well for negative, sloping, and wide-tail distributions, which are

common features of the distribution of longevity, income, and so on. The purpose of this paper is to evaluate the performance

of multiplicative bias correction (MBC) methods using asymmetric kernel estimators and compare this estimator with other

boundary problem solving methods. In this paper, in addition to introducing MBC methods in combination with asymmetric

kernel estimators, a simulation study shows that this estimator can, in some cases, provide a much better fit for density

estimation than the standard kernel estimator. MBC methods using asymmetric kernel estimators were also used to estimate

the lifetime density of transplanted corneas in 119 patients.

Keywords: Boundary problem, Asymmetric kernel, Multiplicative bias correction, lifetime density.
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