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آن کاربردهای و یکه تعمیم یافته گومپرتز توزیع

٣ بصیرت مریم ،٢ ارمز احسان ١ مروستی کاراندیش اعظم

١۴٠١/٠٩/٢٨ دریافت: تاریخ

١۴٠١/١٢/١۵ پذیرش: تاریخ

چکیده:
[٩] یکه گومپرتز و [۵] تعمیم یافته گومپرتز توزیع های از تغییریافته ای جدید مدل به عنوان یکه تعمیم یافته گومپرتز توزیع مفهوم مقاله، این در

و خطر و چندک گشتاور، مولد توابع گشتاورها، جمله از آن خواص یکه یافته تعمیم گومپرتز توزیع معرفی ضمن مقاله این در می شود. معرفی

ماکسیمم روش های مدل، مجهول پارامترهای مورد در استنباط و برآورد برای می کنیم. مطالعه را پیشنهادی توزیع رنی و سالیس تی آنتروپی های

شده ارائه مجانبی اطمینان فاصله همچنین و قرارگرفته اند بحث مورد خودگردان نمونه گیری و فاصله ها حاصل ضرب ماکسیمم برآورد درستنمایی،

است. شده برازش واقعی داده مجموعه یک به مدل و شده انجام شبیه سازی مطالعه یک سرانجام، است.

فاصله ها حاصل ضرب ماکسیمم درستنمایی، ماکسیمم گشتاور، تعمیم یافته، گومپرتز توزیع کلیدی: واژه های

مقدمه ١

چندین در حسگرها مانند مدرن اندازه گیری تجهیزات از استفاده امروزه

و کیفیت مهندسی اطمینان، قابلیت ازجمله کاربردی علوم از شاخه

این است. رشد حال در به سرعت اجتماعی و پزشکی زیست علوم

در مختلف رفتارهای با جدید داده های مجموعه ایجاد به منجر موضوع

آماری توزیع های توسط خوبی به نمی توانند که می شود کشیدگی و چولگی

بر شوند. توصیف گومپرتز۴ یا وایبول نرمال، توزیع های مانند کلاسیک

انعطاف پذیرتر توزیع های توسعه برای جدیدی خواسته های اساس، این

است. آمده وجود به پدیده ها این پوشش برای

و زیست شناسی اطمینان، قابلیت در معروف توزیع های از یکی

سال در ۵ گومپرتز بنجامین که است گومپرتز توزیع شناسی کهولت

روابط گومپرتز توزیع که داد نشان [١١] ویلکنز کرد. معرفی را آن ١٨٢۵

تعمیم یافته، لوژستیک وایبول، مانند توزیع هایی با محدودی یا دقیق

گسترده ای به طور توزیع ها این دارد. گامبل۶ یا دوگانه نمایی نمایی،

بقا، و عمر طول داده های مانند مختلف پدیده های تحلیل تجزیه و برای

استفاده بازاریابی علم و زیست شناسی کامپیوتر، علوم شناسی، کهولت

.[٧ ،۴ ،١] می شوند

گومپرتز توزیع ،[۶] کار گسترش با [۵] همکاران و الگوهری

پیشنهاد زیر توزیع و احتمال چگالی توابع با را (GG) تعمیم یافته٧

کردند:

f(y) = θλecye−
λ
c
(ecy−١)[١ − e−

λ
c
(ecy−١)]θ−١

, (١)

y > ٠, θ > ٠, λ > ٠, c > ٠,

F (y) =
[
١ − e−

λ
c
(ecy−١)]θ, y > ٠, θ > ٠, λ > ٠, c > ٠,

یک نمایی توزیع داد نشان می توان است. شکل پارامتر θ > ٠ آن در که

خاصی حالت های گومپرتز و پارامتری دو یافته تعمیم نمایی پارامتری،

هستند. توزیع این از

یک معرفی به یک به یک نمایی تبدیل از استفاده با مقاله این در

گومپرتز توزیع آن به که می پردازیم GG مدل توسیع جهت پیوسته توزیع

این با است [٩] مشابه فرایند این می گوییم. (UGG) ٨ یکه تعمیم یافته

از مقاله این در پایه، توزیع عنوان به گومپرتز توزیع جای به که تفاوت
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همکاران٨٢ و مروستی کاراندیش آن کاربردهای و یکه تعمیم یافته گومپرتز توزیع

استفاده پایه توزیع عنوان به [۵] در شده معرفی تعمیم یافته گومپرتز توزیع

تعمیم یافته گومپرتز توزیع بیشتر پذیری انعطاف به توجه با کرد. خواهیم

نسبت نیز حاصل یکه توزیع که داریم انتظار گومپرتز، توزیع به نسبت

داشته بیشتری انعطاف پذیری [٩] در شده معرفی یکه گومپرتز توزیع به

خواهد مشاهده قابل وضوح به کاربردی مثال در موضوع این باشد.

یکه گومپرتز توزیع که کرد خواهیم مشاهده ٢. ١ گزاره در همچنین و بود

است. جدید یکه تعمیم یافته گومپرتز توزیع خاص حالت های از یکی

کردن پیدا دارد وجود واقعی داده های تحلیل در که مشکلاتی از یکی

انعطاف پذیری توزیع های معرفی رو این از است. داده ها مناسب توزیع

ویژه ای اهمیت از شوند داده برازش بیشتری داده های مجموعه بتوانند که

به شده محدود دامنه دارای داده های برای موضوع این است. برخوردار

چنین برای شده معرفی توزیع های تعداد زیرا است پررنگ تر (٠, ١) بازه

مطالعه مورد کمتر و بوده محدودتر کلی حالت های به نسبت داده هایی

توزیعی است شده تلاش مقاله این در دلیل همین به است. گرفته قرار

برازش داده هایی چنین از وسیعی نسبتاً دامنه به بتواند که شود معرفی

یابد.

بیشتری انعطاف پذیری از پارامتر سه بودن دارا دلیل به توزیع این

توزیع این شکل است. برخوردار پارامتری دو توزیع های به نسبت

است. مشابه توزیع های از انعطاف پذیرتر بسیار آن خطر تابع و

مدل های از برخی مدل سازی بهتر عملکرد موجب انعطاف پذیری این

خوب انعطاف پذیری دلیل به همچنین می شود. صنعتی و بیولوژیکی

همچنین و متقارن توزیع های مدل سازی قابلیت توزیع این چگالی، تابع

قدرتمندی رقیب می تواند توزیع این این رو، از دارد. را چوله توزیع های

باشد. (٠, ١) بازه در تعریف شده توزیع های سایر و بتا توزیع برای

ویژگی های از برخی و می کنیم تعریف را UGG توزیع ،٢ بخش در

٣ بخش در می دهیم. شرح را خطر و توزیع توابع جمله از UGG توزیع

بخش می کنیم. بررسی را UGG توزیع با مرتبط معیارهای و گشتاورها

برآورد می کند. محاسبه را UGG روش رنی و سالیس تی آنتروپی های ۴

کاربردهای و شبیه سازی مطالعه است. ارائه شده ۵ بخش در پارامترها

است. ارائه شده ٧ و ۶ بخش های در واقعی داده

یکه یافته تعمیم گومپرتز توزیع ٢

چگالی تابع و GG توزیع با نامنفی تصادفی متغیر یک Y کنید فرض

X := e−Y تبدیل گرفتن نظر در با باشد. (١) در شده معرفی توزیع و

زیر صورت به می توان را چگالی تابع می آوریم. بدست را UGG توزیع

نوشت:

f(x) = θλx−(c+١)e−
λ
c
(x−c−١)[١ − e−

λ
c
(x−c−١)]θ−١

,

٠ < x < ١, θ > ٠, λ > ٠, c > ٠. (٢)

مقادیر ازای به UGG توزیع چگالی تابع مختلف منحنی های ،١ شکل

توزیع که می دهد نشان ١ شکل همچنین می دهد. نشان λ و c ،θ مختلف

به چوله و نمایی تک معکوس٩، J-شکل نزولی، غیر می تواند UGG

باشد. چپ
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٨١- ٩٢ ص ،۵٣ پیاپی شماره ،١۴٠١ تابستان و بهار اول، شماره هفتم، و بیست سال آماری، ٨٣اندیشه

شود: ارائه زیر صورت به می تواند متناظر توزیع تابع همچنین

F (x) = ١ −
[
١ − e−

λ
c
(x−c−١)]θ,

٠ < x < ١, θ > ٠, λ > ٠, c > ٠. (٣)

یکه گومپرتز و یافته تعمیم بقای توزیع های که می دهد نشان زیر گزاره

هستند. توزیع این از خاصی حالت های

است: زیر ویژگی های دارای UGG توزیع چگالی تابع .٢. ١ گزارۀ

توزیع به UGG(θ, λ, c) توزیع ،c → ٠ هرگاه (i

می شود. تبدیل ١٠GB(λ, ١, ٠, ١, θ)

١١UG(λ
c
, c) توزیع به UGG(θ, λ, c) توزیع ،θ = ١ هرگاه (ii

می شود. تبدیل [٩] در شده معرفی

x = Q(p) = F−١(p) چندک تابع ،(٣) معادله کردن معکوس با

می آید: دست به زیر صورت به ٠ < p < ١ برای UGG توزیع

Q(p) =
(

١ − c

λ
log(١ − (١ − p)١/θ)

)−١/c
. (۴)

برای که است خطر تابع اطمینان قابلیت در کاربرد پر ویژگی های از یکی

می شود: تعریف زیر رابطه توسط UGG توزیع

h(x) =
f(x)

١ − F (x)
=

f(x)

F̄ (x)
=

θλx(−(c+١))e−
λ
c
(x−c−١)

١ − e−
λ
c
(x−c−١)

. (۵)

که است شده بیان زیر گزاره در تابع این رفتاری ویژگی های

می سازد. منعکس را متفاوت فرم های پوشش و انعطاف پذیری

ویژگی های دارای توزیع این خطر تابع ،(۵) رابطه به توجه با .٢. ٢ گزارۀ

است: زیر

می یابد. نزولی یکنواخت طور به λ به نسبت خطر تابع (i

می یابد. صعودی یکنواخت طور به θ به نسبت خطر تابع (ii

داریم: را زیر رابطه (i اثبات

∂ ln(h(X))

∂λ
=

١
λ
− x−c − ١

c
−

١
c
(x−c − ١)e−

λ
c
(x−c−١)

١ − e−
λ
c
(x−c−١)

. (۶)

فرض با .١ − e−y < y داریم: y > ٠ برای دیگر، سوی از

−e−١دست
λ
c
(x−c−١) < λ

c
(x−c−١) رابطه به ،y ≡ λ

c
(x−c−١) > ٠

می آید: دست به زیر روابط بنابراین می یابیم؛

c

λ
<

x−c − ١
١ − e−

λ
c
(x−c−١)

و
c

λ
< (x−c − ١)(١ +

e−
λ
c
(x−c−١)

١ − e−
λ
c
(x−c−١)

).

طور به λ به نسبت خطر تابع و است منفی عبارتی (۶) نتیجه در

است. نزولی یکنواخت

است.■ بدیهی (۵) به توجه ii)با

λ = ٠٫۵ و θ = ٢ ازای به x = ٠٫٢ در را خطر تابع ٢ شکل

رفتار c به نسبت خطر تابع ،٢ شکل در که است واضح می دهد. نشان

ندارد. یکنواختی
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10Generalized Beta Distribution
11Unit Gompertz Distribution



همکاران٨۴ و مروستی کاراندیش آن کاربردهای و یکه تعمیم یافته گومپرتز توزیع
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θ = ٠٫۵, ١, ٢ ازای به UGG توزیع خطر تابع .٣ شکل

مرتبط معیارهای و گشتاورها ٣

آن rام گشتاور بگیرید. نظر در را UGG توزیع با X تصادفی متغیر

می شود: نوشته زیر صورت به صفر حول

µ′
r = E(Xr)

= θλ

∫ ١

٠
xr−c−١e−

λ
c
(x−c−١)[١ − e−

λ
c
(x−c−١)]θ−١

dx.

که داد نشان می توان جمله ای دو بسط به توجه با

µ′
r =θ(

λ

c
)r/c

∞∑
j=٠

(−١)j
(
θ − ١
j

)
e

λ(j+١)
c

× (j + ١)r/c−١Γ(
λ(j + ١)

c
,
r

c
+ ١)

است. بالایی١٢ ناقص گاما تابع Γ(x, α) =
∫∞
x

tα−١e−tdt آن در که

محاسبه زیر صورت به می توان را واریانس و میانگین بنابراین،

کرد:

µ = E(X)

= θ(
λ

c
)١/c

∞∑
j=٠

(−١)j
(
θ − ١
j

)
e

λ(j+١)
c

× (j + ١(١/c−١Γ(
λ(j + ١)

c
,

١
c
+ ١).

σ٢ = θ(
λ

c
)٢/c

∞∑
j=٠

(−١)j
(
θ − ١
j

)
e

λ(j+١)
c

× (j + ٢(١/c−١Γ(
λ(j + ١)

c
,

٢
c
+ ١).

−
[
θ(

λ

c
)١/c

∞∑
j=٠

(−١)j
(
θ − ١
j

)
e

λ(j+١)
c

× (j + ١(١/c−١Γ(
λ(j + ١)

c
,

١
c
+ ١)

]٢
.

دست به زیر روابط از چولگی و کشیدگی اندازه های این، بر علاوه

می آیند:

Kurtosis(X) =
µ′

۴ − ۴µ′
٣µ+ ۶µ′

٢µ
٢ − ٣µ۴

σ۴ ,

Skewness(X) =
µ′

٣ − ٣µ′
٢ + ٢µ٣

σ٣ .

UGG توزیع چولگی و کشیدگی توابع مختلف منحنی های ،۴ شکل در

کرد مشاهده می توان است. شده رسم c و θ, λ مختلف مقادیر ازای به

پوشش را متقارن حالت هم و منفی و مثبت چولگی هم توزیع این که

دارد. مثبت برجستگی همواره دیگر طرف از و می دهد

12 Upper incomplete gamma function



٨١- ٩٢ ص ،۵٣ پیاپی شماره ،١۴٠١ تابستان و بهار اول، شماره هفتم، و بیست سال آماری، ٨۵اندیشه
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UGG توزیع چولگی و کشیدگی .۴ شکل

رنی و سالیس تی آنتروپی ۴

قطعیت عدم اندازه گیری در مهمی نقش تصادفی متغیر یک آنتروپی

آنتروپی دارد. مهندسی و علوم مطالعات در زیادی کاربردهای و

صورت به و می شود داده نشان IS با که X تصادفی متغیر ١٣ شانون

شانون آنتروپی مهم تعمیم دو می شود. تعریف IS = E(− log(f(X)))

،X پیوسته تصادفی متغیر برای هستند. رنی و سالیس تی آنتروپی های

تعریف زیر صورت به ترتیب به α مرتبه از رنی و سالیس تی آنتروپی های

می شوند:

IT (α) =
١

α− ١

(∫
fα(x)dx− ١

)
, (٧)

IR(α) =
١

α− ١
log

(∫
fα(x)dx

)
. (٨)

اکنون می شوند. تبدیل شانون آنتروپی به (٧) و (٨) آنگاه ،α → ١ اگر

اگر می دهیم. ارائه را رنی و سالیس تی آنتروپی های UGG توزیع برای

تی آنتروپی آنگاه باشد، غیرصحیح حقیقی عدد α(θ − ١) و θ > ١

بیان زیر صورت به UGG توزیع برای (α > ١
c+١ ) α مرتبه از سالیس

می شود:

IT (α) =
١

α− ١

(
(θλ)α

∞∑
j=٠

e−
λ(j+α)

c

λ(j + α)

(
c

λ(j + α)

)α+α−١
c

−١

× Γ(
λ(j + α)

c
, α+

α− ١
c

)− ١
)
.

به (α > ١
c+١ ) α مرتبه از رنی آنتروپی UGG توزیع برای همچنین

می شود: محاسبه زیر صورت

IR(α) =
α

α− ١
log(θλ)

+
١

α− ١
log

( ∞∑
j=٠

e−
λ(j+α)

c

λ(j + α)

( c

λ(j + α)

)α+α−١
c

−١

× Γ(
λ(j + α)

c
, α+

α− ١
c

)

)
.

استنباط و برآورد ۵

این در است. پارامترها برآورد آماری استنباط در مهم مسایل از یکی

روش سه به را UGG توزیع θ, λ, c پارامترهای نقطه ای برآورد بخش،

می دهیم. ارائه نیز مجانبی اطمینان فاصله یک و می کنیم بررسی

درستنمایی ماکسیمم برآوردگر ١ .۵

(ML) درستنمایی ماکسیمم برآوردگر های ابتدا حاضر، بخش زیر در

اطلاعات ماتریس بخش، این از استفاده با سپس و می کنیم بررسی را

که کنید فرض منظور، بدین می کنیم. محاسبه را شده مشاهده فیشر

با UGG توزیع از n اندازه با تصادفی نمونه یک x = (x١, . . . , xn)

توزیع لگاریتم درستنمایی تابع است. η = (θ, λ, c) پارامترهای بردار

می آید: دست به زیر صورت به UGG

l(η) = logL(x | η)

=n log(θλ)− (c+ ١)
n∑

i=١

log(xi)

− λ

c
(

n∑
i=١

x−c
i − n)

+ (θ − ١)
n∑

i=١

log(١ − e−
λ
c
(x−c

i −١)).

معادلات ترتیب به ،c و λ ،θ به نسبت فوق تابع جزئی مشتقات گرفتن با

می آوریم: دست به را زیر

∂l(η)

∂θ
=

n

θ
+

n∑
i=١

log(١ −A),

∂l(η)

∂λ
=

n

λ
−
∑n

i=١ x
−c
i − n

c
+

(θ − ١)
c

n∑
i=١

A(x−c
i − ١)

١ −A
,

∂l(η)

∂c
= −

n∑
i=١

log(xi) +
λ

c٢ (

n∑
i=١

x−c
i − n) +

λ

c

n∑
i=١

x−c
i log(xi)

− λ(θ − ١)
c٢

n∑
i=١

A(x−c
i (١ + c log(xi))− ١)

١ −A
,

13 Shanon entropy
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.A = e−
λ
c
(x−c

i −١) آن در که

این هم زمان حل و ∂l(η)

∂θ
=

∂lη)

∂λ
=

∂l(η)

∂c
= ٠ دادن قرار با

برآوردگر می آید. دست به c و λ ،θ پارامترهای ML برآوردگر معادلات

می شود: محاسبه زیر صورت به θ پارامتر ،ML

θ̂ =
−
∑n

i=١ log(١ − e−
λ̂
ĉ
(x−ĉ

i −١))

n
.

روش به و نداشته بسته فرم c و λ برآوردگرهای که است شایان ذکر

می آیند. دست به عددی

حاصل ضرب ماکسیمم برآوردگرهای ٢ .۵
فاصله ها

از UGG توزیع مجهول بردار پارامتر برآورد برای بخش، زیر این در

[٢] در شده پیشنهاد (MPS) ١۴ فاصله ها حاصل ضرب ماکسیمم روش

در توزیع تابع مقادیر بین تفاوت اساس بر روش این که می کنیم استفاده

نمونه ای x١:n, x٢:n, . . . , xn:n کنید فرض می کند. عمل متوالی نقاط

است. UGG توزیع از n اندازه با شده مرتب

،θ̂MPS نمادهای با ترتیب (به c و λ ،θ برای MPS برآوردگر

هندسی میانگین رساندن حداکثر به با داده شده) نشان ĉMPS و λ̂MPS

داریم: هندسی میانگین از گرفتن لگاریتم با می آید. دست به تفاوت ها

logGM =
١

n+ ١

n+١∑
i=١

log(F (xi:n)− F (xi−١:n))

logGM می خواهیم حال .F (xn+١:n) = ١ و F (x٠:n) = ٠ آن در که

نسبت جزئی مشتقات گرفتن با کنیم. ماکسیمم c و λ ،θ به نسبت را

می آید: دست به زیر معادلات ترتیب به فوق معادله از c و λ ،θ به

∂ logGM

∂θ
=

١
n+ ١

n+١∑
i=١

F
′
θ(xi:n)− F

′
θ(xi−١:n)

F (xi:n)− F (xi−١:n)
= ٠,

∂ logGM

∂λ
=

١
n+ ١

n+١∑
i=١

F
′
λ(xi:n)− F

′
λ(xi−١:n)

F (xi:n)− F (xi−١:n)
= ٠,

∂ logGM

∂c
=

١
n+ ١

n+١∑
i=١

F
′
c (xi:n)− F

′
c (xi−١:n)

F (xi:n)− F (xi−١:n)
= ٠,

آن ها در که

F
′
θ(x) = −

[
١ − e−

λ
c
(x−c−١)]θ log(١ − e−

λ
c
(x−c−١)),

F
′
λ(x) = −θ(x−c − ١)

c
e−

λ
c
(x−c−١)[١ − e−

λ
c
(x−c−١)]θ−١

,

F
′
c (x) =

θλ

c٢ (cx
−c log(x) + x−c − ١)e−

λ
c
(x−c−١)

×
[
١ − e−

λ
c
(x−c−١)]θ−١

.

عبارتند ترتیب به غیرخطی معادلات این هم زمان جواب بنابراین

.ĉMPS λ̂MPSو ،θ̂MPSاز

خودگردان نمونه گیری روش ٣ .۵

پارامتر برآورد در استنباط ١۵(BS) خودگردان نمونه گیری این ایده

نمونه برداری با روش این در است. نمونه داده های روی بر θ جمعیت

امکان ما به که می کنیم ایجاد جدیدی داده نقاط موجود، نمونه از مجدد

است: زیر شرح به روش این مراحل می دهد. استنباط

و c و λ ،θ پارامترهای درستنمایی ماکسیمم برآورد محاسبه (١

.ĉ و λ̂ ،θ̂ در ترتیب به آن ها جایگذاری

λ̂ ،θ̂ پارامترهای از UGG توزیع کمک به تصادفی نمونه تولید (٢

.ĉ و

شده تولید تصادفی نمونه از استفاده با پارامترها برآورد محاسبه (٣

.ĉ(b) و λ̂(b) ،θ̂(b) عنوان به آن ها نامگذاری و ٢ گام در

بار. ١٠, ٠٠٠ تعداد به ٣ و ٢ گام های تکرار (۴

تولید تصادفی نمونه های از استفاده با کلی برآوردگرهای محاسبه (۵

.ˆ̂c و ˆ̂
λ ، ˆ̂θ عنوان به ٣ گام در شده

مجانبی اطمینان فاصله ۴ .۵

پارامترهای مجانبی اطمینان فواصل محاسبه برای بخش، زیر این در

دوم مشتق می کنیم. استفاده ML برآوردگرهای مجانبی رفتار از مدل،

اطلاعات ماتریس و هسین ماتریس محاسبه برای درستنمایی لگاریتم

می آید: دست به زیر روابط از که است ضروری شده مشاهده فیشر
14 Maximum product spacing
15Bootstrap
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∂٢l(η)

∂θ٢ =− n

θ٢ ,

∂٢l(η)

∂λ٢ =− n

λ٢ − (θ − ١)
c٢

n∑
i=١

A(x−c
i − ١)(١ −Ax−c

i )

(١ −A)٢ ,

∂٢l(η)

∂c٢ =
−٢λ
c٣ (

n∑
i=١

x−c
i − n)− ٢λ

c٢ (

n∑
i=١

x−c
i log(xi))

− λ

c
(

n∑
i=١

x−c
i log(xi)

٢)

− (θ − ١)λ
c٢

n∑
i=١

A

١ −A

{−٢
c

(x−c
i − ١)

− ٢x−c
i log(xi)− cx−c

i log(xi)
٢}

− (θ − ١)λ٢

c۴

n∑
i=١

A

١ −A

{
x−c
i − ١ + cx−c

i log(xi)
}٢

− (θ − ١)λ٢

c٢

n∑
i=١

A٢

(١ −A)٢

{x−c
i − ١
c

+ x−c
i log(xi)

}٢
,

∂٢l(η)

∂θ∂λ
=

∂٢l(η)

∂λ∂θ
=

١
c

n∑
i=١

A(x−c
i − ١)

١ −A
,

∂٢l(η)

∂θ∂c
=

∂٢l(η)

∂c∂θ
= − λ

c٢

n∑
i=١

A

١ −A
(x−c

i (١ + c log(xi))− ١),

∂٢l(η)

∂c∂λ
=

∂٢l(η)

∂λ∂c
=

١
c٢ (

n∑
i=١

x−c
i − n) +

١
c

n∑
i=١

x−c
i log(xi)

+
θ − ١
c٢

n∑
i=١

A

١ −A
(x−c

i − ١ + cx−c
i log(xi))

× (−١ +
٢λ(x−c

i − ١)
c(١ −A)

),

به فیشر اطلاعات ماتریس اساس این بر .A = e−
λ
c
(x−c

i −١) آن در که

می شود: حاصل زیر شکل

Ï(η) = −


∂٢l(η)

∂٢θ

∂٢l(η)

∂θ∂λ

∂٢l(η)

∂θ∂c

∂٢l(η)

∂λ∂θ

∂٢l(η)

∂λ٢
∂٢l(η)

∂λ∂c

∂٢l(η)

∂c∂θ

∂٢l(η)

∂c∂λ

∂٢l(η)

∂c٢


شرایط تحت (η̂) پارامتر ML ماکسیمم درستنمایی مجانبی توزیع لذا

می شود: محاسبه زیر شکل به خفیف نظم

√
n(η̂ − η) −→ N(٠, Ï−١(η)).

کرد. محاسبه را پارامترها مجانبی اطمینان فاصله می توان اساس این بر

خودگردان اطمینان فواصل ۵ .۵

روش دو از خودگردان اطمینان فاصله محاسبه برای بخش زیر این در

روش می کنیم.در استفاده (SE) استاندارد خطای و صدکی خودگردان

می کنیم: محاسبه زیر صورت به θ برای ١)١٠٠− γ)٪ صدکی خودگردان
(
θ̂
(b)

((B+١) γ
٢ )
, θ̂

(b)

((B+١)(١− γ
٢ ))

)
.

محاسبه زیر صورت به SE خودگردان روش در اطمینان فاصله همچنین

)می شود:
ˆ̂
θ − z١− γ

٢

√
ŝe(

ˆ̂
θ),

ˆ̂
θ + z١− γ

٢

√
ŝe(

ˆ̂
θ)

)
است: زیر صورت به ŝe(ˆ̂θ) آن در که

ŝe(
ˆ̂
θ) =

√√√√ ١
B − ١

B∑
b=١

(θ̂(b) −
¯̂
θ̂)٢.

مشابه صورت به نیز پارامترها سایر اطمینان فواصل که است بدیهی

می شوند. تعریف

شبیه سازی مطالعه ۶

استفاده با را مختلف پارامترهای برآورد روش های تا می توانیم اکنون

از تصادفی نمونه های ابتدا منظور، بدین کنیم. مقایسه شبیه سازی از

کمک با و (۴) معکوس توزیع تابع روش از استفاده با UGGرا توزیع

می کنیم. تولید استاندارد یکنواخت توزیع از شده تولید تصادفی اعداد

تنظیم λ = ١, ٢, ٣ و c = ٠٫۵, ٢, θ = ٠٫۵, ١, ٣ صورت به پارامترها

و شد گرفته نظر در n = ٢٠, ۵٠, ١٠٠ با برابر نمونه حجم شده اند.

از استفاده با پارامترها سناریو، هر در شد. تکرار بار ١٠٠٠ نمونه هر

برآورد و شبیه سازی برای شده اند. برآورد BS و MPS ،ML روش های

٢ و ١ جداول در نتایج شد. استفاده ۴٫١٫٠ نسخه R نرم افزار از پارامتر

است. شده آورده

برآوردها (MSE) خطا مربعات میانگین و اریبی ١ جدول در

ML روش در است. شده ارائه BS و MPS،ML روش های برای

MPS روش می یابد. افزایش نمونه حجم افزایش با برآوردها دقت

حجم افزایش با که می دهد θ کوچک مقادیر برای بزرگ MSE یک

BS و MPS روش دو هر به نسبت ML روش می یابد. کاهش نمونه

دارد. کوچک تری اریبی
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مختلف روش های در UGG پارامترهای برآورد برای (MSE) و ١.اریبی جدول
θ = ٣ θ = ١ θ = ٠٫۵

c λ θ c λ θ c λ θ روش c λ n

٠٫٠٩۴۶(٠٫٠٨۵٩) ٠٫٠١٣٠(٠٫٠٢۵٠) ٠٫١٠٣٣(٠٫٢۴٣۴) ٠٫١٢۴٠(٠٫١٠٢۵) ٠٫٠٠۴٢(٠٫٠٢۶٢) ٠٫٠٣۵٢(٠٫٠٢۴٢) ٠٫١٢٢٣(٠٫١١۶٣) ٠٫٠١٣۴(٠٫٠٢٨۴) ٠٫٠١٢۴(٠٫٠٠۵٧) ML ٢ ١ ٢٠

٠٫٢٠۶٢(٢٫٧٩۵١) ٠٫۵۶(٣٫٨٢٧١)١٩ ٣٫۴٢۶۵(١٩۴٫٩۴) ٠٫٢۴(٢٫٧٧٨٨)٣٨ ٠٫٢١٢١(١٫۵٠٨٣) (٠٫٩٢٣٨)٠٫٠٩٣٧ ٠٫٢٣۶۵(١۶٫۴۶۴) ۴٫۴(١١٢٩٫٨٠)١١٣ ٠٫٠٢۴(٠٫١١٧٢)٠ MPS

٠٫٨٧۵(٠٫٠٣٨٨)٠ ٢٫٠١٢٢(٠٫٠٠۶١) ٠٫١۴۵(٠٫٠٧٧٧)١ ١٫١۵٠۵(٠٫٠۴٣٩) ٠٫٠١١۵(٠٫٠٠۶٩) ٠٫٠٣٩۴(٠٫٠٠٨۶) ١٫۶۶٠۶(٠٫٠۴۵٨) ٠٫۵٢١۵(٠٫٠٠٧١) ٠٫٠١۴۴(٠٫٠٠٢٠) BS

٠٫٠٣۵٢(٠٫٠٠٨۶) ٠٫٠٢٢٣(٠٫٠٧١۴) ٠٫١٢٩٢(٠٫٢۴٩٠) ٠٫٠٣۵(٠٫٠٠٩٠)١ ٠٫٠۴٣۵(٠٫٠٩٨۴) (٠٫٠٢٣٠)٠٫٠٢٧٣ ٠٫٠۴٢۴(٠٫٠٠٩٢) ٠٫٠۵(٠٫١١٢٨)٣٢ ٠٫٠١۵۶(٠٫٠٠۵٧) ML ٠٫۵ ٢

(١٫١١٩١)٠٫٠٩٠٧ ٠٫٣۵٩٣(۴٫١٠٩١) ١٫٧٣۶(٨٩٫٣٧٢)٠ ٠٫٠٩٨۵(٣٫٢٠١١) ٠٫٧۶۶۴(١۴٩٫١١) ٠٫٠۴۴٩(٠٫۶٠٢٠) ٠٫۶۶٠۵(٣١٫۵١۶) ٩٫٠۴۶٢(٢۵٩۴٫۶٧) ٠٫٣٧١٣(٣۴٫۵۴٧) MPS

٢٫۴۶۴(٠٫٠٠٢١)٠ (٠٫٠٣٢٨)٠٫٩٧٠٣ ٠٫١٣٣۵(٠٫٠۶۶٠) ٠٫۴۶٠۶(٠٫٠٠٢٢) ١٫٠۴٩٩(٠٫٠٣٢۶) ٠٫٠٣٠٢(٠٫٠٠٧۴) ٠٫٠۴۵٠(٠٫٠٠٢۵) ١٫۵۵(٠٫٠٢٧٨)٩٩ ٠٫٠١۵(٠٫٠٠١٩)٠ BS

٠٫١١٢٧(٠٫١١۵١) ٠٫٠٢۴۶(٠٫١٧۶٧) ٠٫١١٨١(٠٫٢۵١٢) (٠٫١٣١١)٠٫١٣٣٢ ٠٫٠۴٧٧(٠٫٢٢۴٣) ٠٫٠٢۶٩(٠٫٠٢۴۶) ٠٫١۵۵٠(٠٫١٣٧۶) ٠٫٠٣۵٩(٠٫٢۴٨٧) ٠٫٠١١۶(٠٫٠٠۵۴) ML ٢ ٣

٠٫٣۵٩۴(۶٫١۴۵٠) ٠٫۶٢۵۶(١٢٫٢٨٩) ١٫۶٨٨۴(٧۶٫٣٩۵) (٧٫٣٢٢٢)٠٫٣٢١١ ٠٫٢٨٣۶(٧٫١٣۴٧) ٠٫٠٣٩٩(٠٫۵٣۶٣) ٠٫٢۴١۵(۵٢٫٩٠۵) ۶٫٣٣٠۵(٢۵۵٩٫٣٢) ٠٫٠١٢۵(٠٫٠٨٧۵) MPS

٠٫٨۶٧٧(٠٫٠٣٨۵) ٠٫٠٠٣٢(٠٫٠۶٩٨) ٠٫١۴۵٣(٠٫٠٧٧۵) ١٫١۵۴٨(٠٫٠۴٠٣) ٢٫٠۶۵٨(٠٫٠٧۴٢) (٠٫٠٠٨٢)٠٫٠٣١٣ ١٫۶۶٩۴(٠٫٠۴١٩) ٢٫۵٧۶٩(٠٫٠۶٢٣) ٠٫٠١۴(٠٫٠٠١٨)٠ BS

٠٫٠۶٨٠(٠٫٠۶٩٢) ٠٫٠١١٩(٠٫٠٢۵۴) ٠٫٠٧۴(٠٫٢٠٣٩)١ ٠٫٠۵٩١(٠٫٠٨۶٣) ٠٫٠٠۶٧(٠٫٠٢۵١) ٠٫٠٢۵(٠٫٠١٩٢)٨ (٠٫٠٩٠٧)٠٫٠٩٣٧ ٠٫٠٠۴٢(٠٫٠٢٧۴) ٠٫٠٠۶٧(٠٫٠٠۴١) ML ٢ ١ ۵٠

٠٫٠٢۴۴(٠٫٩١۶١) ٠٫٢١۴۶(٠٫٨۵٧۴) ٠٫۶٩٩۴(١١٫٢٨۴) ٠٫٠١۴۵(٠٫٨٢٩٧) ٠٫٠٧۶٠(٠٫٣٣۶۶) ٠٫٠١٢۴(٠٫١١٨٩) ٠٫٠١٨٧(١٫۶٢١٩) ٠٫٣٣۴۴(٨۵٫۶٨٧) ٠٫٠٠٩۵(٠٫٠٢٢٠) MPS

٠٫٩٠۵۵(٠٫٠٣١٣) ٢٫٠١٧٣(٠٫٠٠۴۴) (٠٫٠٧١٢)٠٫١٠١٠ ١٫٠٩٩٣(٠٫٠٣۴٢) ٠٫٠٠١٢(٠٫٠٠۵٠) ٠٫٠٢٨۵(٠٫٠٠٨۵) ١٫۶(٠٫٠٣٧٢)٢٢١ ٠٫۵١١۶(٠٫٠٠۶۴) (٠٫٠٠٢١)٠٫٠١٠٢ BS

٠٫٠٢٠۵(٠٫٠٠٨٢) ٠٫٠١٣١(٠٫٠۵٢٢) ٠٫٠٨٨٠(٠٫٢٠١۶) ٠٫٠٢٧٨(٠٫٠٠٨۵) ٠٫٠٢۵(٠٫٠٧٠٧)٩ (٠٫٠١٨٣)٠٫٠١٧٩ (٠٫٠٠٨٧)٠٫٠٣٠٨ ٠٫٠٣٣٩(٠٫٠٨٩۶) ٠٫٠١٠۵(٠٫٠٠۴٢) ML ٠٫۵ ٢

٠٫٠٠١٨(٠٫٢٨۵۵) (٠٫٨٩٩٣)٠٫٠٩٢٧ ٠٫١٩٩۴(٣٫٠١۶١) ٠٫٠٠۵٣(٠٫٣٩٨۴) ٠٫٠٠٨٩(٠٫۶۴۶١) ٠٫٠٢٣٢(٠٫٠٧۴۴) ٠٫٠٠۶(١٫٠٠٢٣)١ ٠٫١٣٩٢(٢٠٫٠۴۵) ٠٫٠٠٨۵(٠٫٠٢٨۴) MPS

٢٫۴٧٣۶(٠٫٠٠١۶) ٠٫٩٨١٢(٠٫٠٢٣۶) ٠٫١٠۴(٠٫٠٧٢٨)٠ ٠٫۴۶٩۶(٠٫٠٠١۶) ١٫٠٣٩٨(٠٫٠٢٩۶) (٠٫٠٠٨١)٠٫٠٢٣٢ ٠٫٠٣۴(٠٫٠٠١٨)١ ١٫۵۴٣۵(٠٫٠٣٢۶) (٠٫٠٠٢١)٠٫٠١١٧ BS

٠٫٠٨٠۵(٠٫١٠۵٨) ٠٫٠١٣٠(٠٫١۵۵٠) ٠٫٠۵۴(٠٫٢١٣٧)٩ ٠٫٠٨۴٢(٠٫١١۶۵) ٠٫٠٣۶۴(٠٫١٨۴٢) ٠٫٠٢٢۶(٠٫٠١٨١) (٠٫١٢٩١)٠٫٠٩٨١ ٠٫٠۴٩۵(٠٫٢٠٠۵) ٠٫٠٠٩٣(٠٫٠٠۴٢) ML ٢ ٣

٠٫٠٧۵۴(١٫٧٧٨٢) ٠٫١٩٢۴(٣٫١۵۵۵) ٠٫٢۶٩١(۵٫۴٣٨۵) ٠٫٠٢۵٧(٢٫٠۴۶١) ٠٫٠٠٠۴(١٫٩۴١٣) ٠٫٠٣١٠(٠٫٠٨٣۵) (٢٫٩١٢٣)٠٫٠٠٠٨ ٠٫٠٩۴٨(۵٫۶٠۵٩) ٠٫٠٠٩۵(٠٫٠١۴١) MPS

(٠٫٠٣٠٣)٠٫٨٩٩٨ ٠٫٠٠٠٣(٠٫٠۴٠۶) ٠٫٠٩٠۶(٠٫٠۶٩٨) ١٫١١۶(٠٫٠٣١٣)٩ ٢٫٠۴٢٩(٠٫٠۶٢١) ٠٫٠٢۶(٠٫٠٠٨١)٩ ١٫۶٣١۴(٠٫٠٣٣٨) ٢٫۵۶٢٩(٠٫٠۶٧٣) (٠٫٠٠٢١)٠٫٠١١٠ BS

٠٫٠۴۴۶(٠٫٠۵۶٢) ٠٫٠٠۶٣(٠٫٠٢۵٢) ٠٫٠۵۴۶(٠٫١٨١۵) ٠٫٠۴٧٨(٠٫٠۶٨٩) ٠٫٠٠٢٠(٠٫٠٢۴٨) (٠٫٠١٣٩)٠٫٠١٠٠ ٠٫٠۶۶(٠٫٠٧٩٨)٣ ٠٫٠٠١٧(٠٫٠٢۴١) ٠٫٠٠۵(٠٫٠٠٣٠)٠ ML ٢ ١ ١٠٠

٠٫٠٠٣۴(٠٫۴٠۵۴) (٠٫٣٠٨٩)٠٫٠٩٣٣ ٠٫٢٣۵٧(٢٫٣١٢۴) (٠٫٣٣٠٧)٠٫٠٠٠١ ٠٫٠٢١٧(٠٫١۴۴٧) ٠٫٠١٣۶(٠٫٠۴٣١) ٠٫٠٢٨۶(٠٫٣٨۵۶) ٠٫٠٢٧٩(٠٫١۵۵۶) ٠٫٠٠۵(٠٫٠٠٨٠)٠ MPS

٠٫٩٣١٢(٠٫٠٢٣۴) ٢٫٠١۵٣(٠٫٠٠٣۴) ٠٫٠۶۶۶(٠٫٠۵۵۶) ١٫٠٧٢۴(٠٫٠٢۶٢) ٠٫٠٠٣۵(٠٫٠٠۴۵) ٠٫٠١۶٣(٠٫٠٠۶٩) ١٫۵(٠٫٠٣٠٣)٩١٢ ٠٫۵٠٣٢(٠٫٠٠۵٢) (٠٫٠٠١٨)٠٫٠٠٨٢ BS

٠٫٠١٣۶(٠٫٠٠٨٠) ٠٫٠١۵۴(٠٫٠۴١۶) ٠٫٠۶۵٨(٠٫١۵٩٢) ٠٫٠١۴(٠٫٠٠٨١)٣ ٠٫٠٢٩۵(٠٫٠۵۵٣) ٠٫٠١٧۶(٠٫٠١٣٧) ٠٫٠١٨۵(٠٫٠٠٨۵) ٠٫٠٢٩٠(٠٫٠٧١۵) (٠٫٠٠٢٩)٠٫٠٠٧٣ ML ٠٫۵ ٢

٠٫٠١۴۶(٠٫١٢۴۵) ٠٫٠۴٧٠(٠٫٣٧۴١) ٠٫٠۵(٠٫٩٧٧٨)٢١ ٠٫٠٢٧٧(٠٫١۶٨۵) ٠٫٠٢٢٣(٠٫٢٧۶١) ٠٫٠٠٩٧(٠٫٠٣٣۴) ٠٫٠۵٣٢(٠٫٢۵٠٢) (٠٫٣٣٧١)٠٫٠٢٨٨ ٠٫٠٠۴٨(٠٫٠٠۶۴) MPS

٢٫۴(٠٫٠٠١٣)٧٩٩ (٠٫٠١٧٢)٠٫٩٨٢٣ ٠٫٠٨٢۶(٠٫٠٧٢٧) ٠٫۴٧۶(٠٫٠٠١٢)٧ ١٫٠٣٣۴(٠٫٠٢٧٧) (٠٫٠٠٨٠)٠٫٠٢١١ ٠٫٠٢۶۴(٠٫٠٠١٣) ١٫۵٣۶۶(٠٫٠٣٣۴) (٠٫٠٠١٨)٠٫٠٠٩١ BS

٠٫٠۴٧١(٠٫٠٩۴۵) ٠٫٠٠۶۵(٠٫١۵۵٣) ٠٫٠۴(٠٫١٨٣٣)٩٠ ٠٫٠۵۴(٠٫١٠٢٣)٧ ٠٫٠١۴۶(٠٫١۶٢٢) ٠٫٠١٠٩(٠٫٠١٣۵) ٠٫٠٧٠٧(٠٫١١۶١) ٠٫٠٢٠٩(٠٫١۶۶١) ٠٫٠٠۶(٠٫٠٠٢٩)٨ ML ٢ ٣

٠٫٠٢٠٢(٠٫۶٧۴١) ٠٫١١٠۴(١٫٢۵١٨) ٠٫٠٨٢٨(١٫٣٣٩۵) ٠٫٠٧٧٠(٠٫٨۴٧۵) ٠٫٠٢١۶(٠٫٩٣۴٠) ٠٫٠٣١۴(٠٫٠٣٩٢) ٠٫٠۴٩٢(١٫١٣۶۵) (٠٫٨٨٩٣)٠٫٠١١٢ ٠٫٠٠٧۴(٠٫٠٠۵٨) MPS

٠٫٩٢٨٧(٠٫٠٢۵٩) (٠٫٠٣١٢)٠٫٠٠٠٧ ٠٫٠۶۵٨(٠٫٠۶۶١) ١٫٠٨٣۵(٠٫٠٢۵١) ٢٫٠٢٣٠(٠٫٠۵۴٨) (٠٫٠٠٧٣)٠٫٠١٧٢ ١٫۵٩٩٩(٠٫٠٢٧۶) ٢٫۵٣۶۶(٠٫٠۶١٩) (٠٫٠٠١٨)٠٫٠٠٩٢ BS

در را اطمینان فاصله پوشش درصد و طول میانگین ٢ جدول

محاسبه در SE و صدک ،BS روش دو از ما می دهد. نشان سناریوها

روش ها همه مقایسه، در کرده ایم. استفاده خودگردان اطمینان فاصله

کلی، طور به هستند. کوتاه متوسط فاصله و بالا پوشش احتمال دارای

دقیق تری برآوردهای ML روش برآورد، مختلف روش های مقایسه با

دارد. MPS و BS روش های به نسبت

کاربردها ٧

برای معمولا کوماراسوامی و بتا یکه، گومپرتز توزیع های که می دانیم

دادن نشان برای می شوند. استفاده محدود داده مجموعه های مدل سازی

مقایسه توزیع ها این با را UGG توزیع برازش های ،UGG مدل پتانسیل

می کنیم.

بعدی سه فرم های شامل کردیم استفاده ما که واقعی داده مجموعه
١۶(DLA) دیفرانسیل خط الگوریتم بر مبتنی روش از استفاده با که است

شده گزارش [٨] (٢٠٢١) گامباردلا کروز و کورمک مک توسط و ایجاد

x− y صفحه بر قایم تصاویر یا پرسپکتیو تصاویر روش این در است.

از داده ها مجموعه این می شوند. تبدیل بعدی سه چاپ قابل تصاویر به

است: زیر اینترنتی نشانی DLA تحدب ستون

https://figshare.com/articles/dataset/DLA_Form

_Generation_dataset/١٣۶۶٣۴٠٠=file٢۶٢٢٣٧٠١؟
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٨١- ٩٢ ص ،۵٣ پیاپی شماره ،١۴٠١ تابستان و بهار اول، شماره هفتم، و بیست سال آماری، ٨٩اندیشه

مختلف روش های در UGG برآورد پوشش) (درصد و عرض میانگین .٢ جدول
θ = ٣ θ = ١ θ = ٠٫۵

ĉ λ θ c λ θ c λ θ روش c λ n

٠٫۴۴۵(٠٫٣٩)٠ () (٠٫٩٩٩٩)٣٫١٣٠٣ (٠٫٩٩٩٩)٣٫٩٣٢٧ ٢٫۴٣٩۵(٠٫٩٩٩٩) ١٫٠٨٠٧(٠٫٩۶١٧) (٠٫٩٩٩٩)٢٫٧٨١٠ ٠٫٩٧٢۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۴٨۶(٠٫٩٩٩٩)٧ ML ٢ ١ ٢٠

(٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٧٧٨ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫٢ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ ٠٫۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۴(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ ٠٫۴(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ Perc

٠٫٩٢٨٠(٠٫٩۴٣) ٠٫۵٣٠۵(٠٫٩٩٩٩) ١٫۶۶(٠٫٩٩٩٩)٠٩ ٠٫٩٩٣۶(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۵۵٩۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۵٢۵(٠٫٩٩٩٩)٣ ١٫٠۵۴۶(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۵(٠٫٩٩٩٩)٨٨٢ ٠٫٢۵(٠٫٩٩٩٩)٩٣ SE

٢٫۴۶١۵(٠٫٩٩٩٩) ٢٫۶١٣۴(٠٫٩٩٩٩) ٣٫١۶١١(٠٫٩٨۵٨) ۴٫١٧٢۵(٠٫٩٩٩٩) ۵(٠٫٩٩٩٩)٫٠٩٢٨ ١٫۶٢۴٩(٠٫٩٧٩۵) ٣٫٣١۴(٠٫٩٩٩٩)٣ ١٠٫۶(٠٫٩٩٩٩)٢٨ ٠٫۴(٠٫٩٨١٨)٧٠٧ ML ٠٫۵ ٢

(٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫٢ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٢ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ ٠٫۴(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ Perc

(٠٫٩٩٩٩)٠٫٣١٣٩ ٠٫٨٩٠۶(٠٫٩٨٢) ١٫۶٨۶۶(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٢١٧ ١٫٠۵١۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۵٣۴(٠٫٩٩٩٩)٨ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣١٨٨ ١٫١۵٧۵(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٢۶(٠٫٩٩٩٩)١٣ SE

٠٫٣۶٧٧(٠٫٠۶٣۴) () (٠٫٩٩٨)٢٫٩١٨٠ ٩٫۵۴(٠٫٩٩٩٩)٢٣ ٩٫۶(٠٫٩٩٩٩)٩٨٩ ١٫٧٩٨۶(٠٫٩٧٨۴) ۶(٠٫٩٩٩٩)٫٢١٨٧ ۴٫٠٩۴(٠٫٩٩٩٩)١ ٠٫۵(٠٫٩٩٩٩)١٧٩ ML ٢ ٣

(٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫٢ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫٢ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٧١٢ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫٢ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ Perc

١٫١١٠۵(٠٫٩٩٩٩) ١٫۴٠١۴(٠٫٩٩٩٩) ١٫۶۵۵(٠٫٩٩٩٩)٧ ١٫١۶(٠٫٩٩٩٩)٧٧ ١٫۵٨٨۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۵(٠٫٩٩٩٩)٢٧٣ ١٫٢٠٠۵(٠٫٩٩٩٩) ١٫٧۴(٠٫٩٩٩٩)٨٠ ٠٫٢۶٣۴(٠٫٩٩٩٩) SE

٠٫٢٨٣١(٠٫٣١۵) () ١٫٩۵(٠٫٩٩٩٩)١١ ٢٫۶٢۶۴(٠٫٩٩٩٩) ١٫۶(٠٫٩٩٩٩)٨٧٠ (٠٫٨٢٩٨)٠٫٧٩٣٧ ١٫۶(٠٫٩٩٩٩)١٨٩ ٠٫۶١١۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٣٠٣۴(٠٫٩٩٩٩) ML ٢ ١ ۵٠

(٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ ٠٫۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٣٨۵(٠٫٩٩٩٩)٨ ٠٫٧۴۶(٠٫٩٩٩٩)٠ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١١٩٨ Perc

٠٫٨۶۵(٠٫٩٩٩٩)٠ ٠٫۵(٠٫٩٩٩٩)٣٧٢ ١٫۵٢۵۶(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٩۴٢۶(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۵۴۵(٠٫٩٩٩٩)١ ٠٫۴۵٣۴(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)٠٫٩٩٧٩ ٠٫۵۵۴(٠٫٩٩٩٩)٧ ٠٫٢١۶۴(٠٫٩٩٩٩) SE

١٫٣۵٢۵(٠٫٩٩٩٩) ١٫۴٢۵(٠٫٩٩٩٩)٢ ١٫٩٠٣٧(٠٫٩٢٨۶) (٠٫٩٩٩٩)٢٫٣٣٧٧ ٣٫٠۶(٠٫٩٩٩٩)٠٨ ٠٫٩٩٩١(٠٫٩٩٣۴) ١٫۶٠۵٩(٠٫٩٩٧۶) ٧٫٨۶(٠٫٩٩٩٩)٢٨ ٠٫٢٨١٣(٠٫٩٢۵۶) ML ٠٫۵ ٢

(٠٫٩٩٩٩)٠٫٢ ٠٫٧۴(٠٫٩٩٩٩)٠٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ ٠٫۵٩۵۴(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ Perc

٠٫٣١۵۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٧٨۵(٠٫٩٩٩٩)٣ ١٫۵٠٩۶(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٣٢۶(٠٫٩٩٩٩)٣ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٩٢١١ ٠٫۴۵(٠٫٩٩٩٩)٣١ ٠٫٣٢٨۶(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)١٫٠٠٨١ ٠٫٢١۴(٠٫٩٩٩٩)٣ SE

٠٫٢٠۶۴(٠٫٠٠٨۵) () ١٫٧٨٧۵(٠٫٩٩۵) ۵٫٣٩۶۶(٠٫٩٩٩٩) ۵٫٧۶(٠٫٩٩٩٩)٢٨ ١٫١۴٩۴(٠٫٩٩٨۶) ٣٫۴٨۶۴(٠٫٩٩٩٩) ٢٫٧٠٢۴(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٢٧٧ ML ٢ ٣

(٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫٢ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫١٩٩٩ ٠٫٢٩٧۶(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ ١٫١۶(٠٫٩٩٩٩)٢٨ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٨٢ Perc

(٠٫٩٩٩٩)١٫٠٩٣٣ ١٫٣۵۶(٠٫٩٩٩٩)٩ ١٫۵٣۴۵(٠٫٩٩٩٩) ١٫١۵(٠٫٩٩٩٩)٠٧ ١٫۴۴٩۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۴۵۴۵(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)١٫١٨٧٧ ١٫۵۵٨۵(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٢١۴(٠٫٩٩٩٩)٨ SE

٠٫١٩٩٩(٠٫٢۴) () ١٫٣۶۶۵(٠٫٨٨۵) (٠٫٩٩٩٩)٢٫٠٢٨٩ ١٫٣٢۵(٠٫٩٩٩٩)٣ ٠٫۶٧٧۵(٠٫٨٢٧٨) (٠٫٩٩٩٩)١٫١١٧٣ ٠٫۴٣٠١(٠٫٧۵۵) ٠٫٢١٣۵(٠٫٩۴۵) ML ٢ ١ ١٠٠

٠٫۵٠٩۶(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٣٢١۵(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٨۴(٠٫٩٩٩٩)٢٣ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٩٩٩ ٠٫٧٢۶(٠٫٩٩٩٩)٢ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٩٩٩ ٠٫١۶۶۵(٠٫٩٩٩٩) Perc

(٠٫٩٩٩٩)٠٫٨١٩٢ ٠٫۵۵٣۵(٠٫٩٩٩٩) ١٫۴۵(٠٫٩٩٩٩)٨٧ ٠٫٨٩۴(٠٫٩٩٩٩)٧ ٠٫۵٣٧۵(٠٫٩٩٩٩) ٠٫۴٠۵(٠٫٩٩٩٩)١ ٠٫٩۴(٠٫٩٩٩٩)٨٧ ٠٫۵(٠٫٩٩٩٩)٣٧٠ ٠٫١٨۴(٠٫٩٩٢)٢ SE

٠٫٩۵(٠٫٩٩٩٩)٠٨ (٠٫٨٩٢٢)٠٫٩٩٢٢ ١٫٣٠٧٠(٠٫٨۴۶۵) ١٫۵٩۴۵(٠٫٩٩٩٩) ٢٫١۶۶(٠٫٩٩٩٩)٢ (٠٫٩٩٨٩)٠٫٧٠٨٧ ٠٫٩٩۵۴(٠٫٩٩٢٩) ١١٫۵(٠٫٩٩٩٩)٧٠ ٠٫١٨٧٢(٠٫٨۵١١) ML ٠٫۵ ٢

(٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٠٣٢ (٠٫٩٩٩٩)١٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٩٩٩ ٠٫۶(٠٫٩٩٩٩)٠٢٨ ٠٫٠٩٧٣(٠٫٠٠٠۵) Perc

٠٫٣١۴۶(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٧١۶(٠٫٩٩٩٩)١ ١٫٣۵(٠٫٩٩٩٩)٨٩ ٠٫٣٢۶(٠٫٩٩٩٩)٨ (٠٫٨٩٣)٠٫٨٠٨٠ ٠٫٣٨۶(٠٫٩٩٩٩)٣ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٣٣١٣ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٨٨٧٨ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٨١٧ SE

٠٫١٣۶٧(٠٫٠٠٠۵) () ١٫٢۵۶٨(٠٫٨۵٢) ۴٫٠١۵(٠٫٩٩٩٩)٠ ۴٫٣۶٣۴(٠٫٩٩٩٩) ٠٫٨٧٢۶(٠٫٩٩۵٣) ٢٫٣٧١۴(٠٫٩٩٩٩) ١٫٨٨٢۶(٠٫٩١۶) ٠٫٢٣٠٢(٠٫٩۵٩) ML ٢ ٣

(٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٩١٠٩ ٠٫٩۴۵(٠٫٩٩٩٩)٣ (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫١٩٩٩ ٠٫٣٣١۵(٠٫٩٩٩٩) (٠٫٩٩٩٩)٠٫٧٩٩٩ (٠٫٩٩٩٩)١٫١٩٩٩ ٠٫١١۶۵(٠٫٩٩٩٩) Perc

١٫٠۵(٠٫٩٩٩٩)٧٧ (٠٫٩٩٩٩)١٫٣٣٠٣ ١٫۴١۵(٠٫٩٩٩٩)٠ ١٫١٢۵(٠٫٩٩٩٩)٩ ١٫٣۵(٠٫٩٩٩٩)٣٩ ٠٫٣٩۶(٠٫٩٩٩)٧ ١٫١۶۵۶(٠٫٩٩٩٩) ١٫۴(٠٫٩٩٩٩)٢٩٩ (٠٫٩٩٩٩)٠٫١٨٣٧ SE

با پارامترها و شد داده برازش داده مجموعه این به فوق توزیع چهار

شدند. برآورد ML روش از استفاده

است. استفاده شده ۴٫١٫٠ نسخه R نرم افزار از محاسبات تمامی برای

در را آن ها به مربوط استاندارد خطاهای و ML برآوردهای ،٣ جدول

می دهد. نشان برازش توزیع های برای پرانتز داخل

استاندارد) (خطاهای و درستنمایی ماکسیمم برآورد .٣ جدول
ĉ λ̂ θ̂

١١٫١۶٨(۶٫٠۴۵) ۴٨٫۴(٢٠٫٨٩٠)٠٢ ١٣٧٫۶٨٨(۴٠٢٫٠۵٣) UGG

− ٧١٫٣۴٩(٧٫٨٠۴) (٠٫٠٠١)٠٫٠٠٣ یکه گومپرتز
− ۴۴٫۵٢٩(٣٫٩۶٧) ۵٩١٫٢۶١(۵٢٫٩۵٨) بتا
− ١١٩٣٫٩٣٣(٣٨١٫٨٣۴) ١٠۴٫٩٩۶(۴٫٩۶١) کوماراسوامی 

بر مبتنی آماره ،(BIC) بیزی اطلاعات معیار مدل ها، مقایسه برای

نیکویی آزمون های همچنین و (AIC) آکائیکه اطلاعات معیار احتمال

اندرسون- ،(KS) کولموگروف-اسمیرنوف آماره های مانند برازش

شد. گرفته نظر در (CνM) میزس کرامر-فون و (AD) دارلینگ

گزارش شده اند. ۴ جدول در معیارها

احتمال بر مبتنی آماره و برازش نیکویی معیارهای .۴ جدول
BIC AIC AD CνM KS

−١۵٨٠٫٠٧٨ −١۵٩٠٫۶۴٢ ٠٫۵٣١ ٠٫١٠۵ ٠٫٠۵٣ UGG

−١۴۵١٫٠٢۴ −١۴۵٨٫٠۶٧ ١١٫٧۶٨ ١٫٩٣۶ ٠٫١۴۴ یکه گومپرتز
−١۵٧٩٫۴٢٧ −١۵٨۶٫۴٧٠ ٠٫٩٢٩ ٠٫١٧۵ ٠٫٠۵٩ بتا
−١۵٨٠٫٠۶٣ −١۵٨٧٫١٠۶ ١٫٠۶٧ ٠٫١٩۴ ٠٫٠٧٣ کوماراسوامی 

،(p − p) احتمال-احتمال نمودارهای ٧ –۵ شکل های پایان، در

را شده برازش مدل های همه هیستوگرام و یافته برازش چگالی توابع

سایر به نسبت UGG توزیع داده ها، مجموعه مقایسه با می دهند. نشان

نیکویی آزمون های نتیجه و AIC و BIC معیارهای نظر از توزیع ها

توسط موضوع این دارد. بهتری عملکرد KS و AD ،CvM برازش

شده داده برازش داده های چگالی همچنین و نرمال احتمال نمودارهای

می شود. تایید هم
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نتیجه گیری و بحث ٨

بازنگری برای می تواند که شد پیشنهاد جدیدی توزیع مقاله، این در

این پارامترهای برآورد باشد. مفید (٠, ١) بازه در داده های مدل سازی

دادیم نشان آوردیم. دست به BS و MPS ،ML روش های با توزیع

خطر و چگالی توزیع، توابع برای بسته فرم دارای UGG توزیع که

سایر به نسبت باشد می پارامتر سه دارای که این به توجه با و است

نشان برای است. برخوردار بیشتری انعطاف پذیری از مشابه توزیع های

و بتا یکه، گومپرتز توزیع های با مقایسه در جدید مدل پتانسیل دادن

که دادیم نشان و ارائه واقعی داده های مجموعه از مثالی کوماراسوامی،

می دهد. دست به را بهتری برازش دیگر توزیع های به نسبت توزیع این
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Unit generalized Gompertz distribution and its application

Azam Karandish Marvasti1 Ehsan Ormoz2 and Maryam Basirat3

Abstract:

In this paper, the concept of unit generalized Gompertz (UGG) distribution will be introduced as a new transformed model

of the Gompertz distribution.We calculate explicit expressions for the moments, moment generating, quantile, and hazard

functions, and Tsallis and Rényi entropy. To estimate the unknown parameters of the model, the maximum likelihood, max-

imum product spacings, and bootstrap sampling have been discussed, and also approximate confidence interval is presented.

Finally, a simulation study and an application to a real data set are given.

Keywords: Generalized Gompertz distribution, Moments, Maximum likelihood, Maximum product spacing.
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