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آن ها راه حل های و رگرسیون متداول مش΋لات بر مروری

٢ فرد� ͳمردان ͳحیدرعل ،١ ͳمورکان جعفریان زهرا

١۴٠١/٠٧/٢٠ دریافت: تاریخ
١۴٠١/١٢/٠٢ پذیرش: تاریخ

چ΋یده:
هنگام در بااین حال .β̂ = (X ′X)−١X ′Y از: است عبارت β پارامتر برآورد و است Y = Xβ + ε به صورت ͳمعمول ͳخط رگرسیون مدل

کاهش بالا، ابعاد با مدل ،ͳهم خط متغیر، انتخاب مش΋ل مانند ͳخاص مش΋لات است مم΋ن ،ͳعمل به صورت برآوردگر این از استفاده

عدم ͳاصل مسئله مش΋لات، این اغلب در مͳ سازد. مش΋ل را β̂ برآوردگر از استفاده که آید وجود به اندازه گیری خطای وجود و بعد

مش΋لات، این بر مروری ضمن مقاله این در است. شده ارائه متعددی راه حل های آن ها رف΄ برای است. X ′X ماتریس معکوس پذیری

توانایی بااین حال ͳول است همΎان اقبال مورد کمتر (که پیشرفته و خاص روش چند همچنین و متداول و معمول راه حل های از مجموعه ای

مͳ کنیم. ͳبررس را دارند) مش΋لات این هوشمند رف΄ در بالقوه ای

شده قطعه قطعه معکوس رگرسیون شبه برآورد، ،ͳستیغ رگرسیون اندازه گیری، خطای بعد، کاهش ،ͳهم خط کلیدی: واژه های

مقدمه ١

تحلیل در آماری روش های پرکاربردترین و متداول ترین از ͳ΋ی

متغیر چند یا Έی اثر آن، معمول حالت در که است رگرسیون داده ها

سنجیده ͳخط عموماً رابطه Έی به صورت دیΎر متغیر Έی روی

و Y وابسته متغیر بین رابطه ،ͳخط رگرسیون مدل در مͳ شود.

گرفته نظر در زیر به صورت X٠, X١, · · · , Xp مستقل متغیرهای

مͳ شود:

y = X′β + ε, (١)

X = ،ͳرگرسیون ضرایب بردار β بردار آن در که

و بوده X٠ ≡ ١ با مستقل متغیرهای بردار (X٠, X١, · · · , Xp)
′

تایی n نمونه Έی روی را متغیرها ͳوقت است. مدل خطای ε

مͳ شود: نوشته زیر ͳماتریس به صورت مدل باشیم کرده اندازه گیری

y = Xβ + ε, (٢)

y بردار و است مستقل متغیرهای داده های ماتریس X آن در که

ͳتصادف خطاهای بردار هم ε بردار و (΁پاس) وابسته متغیر مقادیر

در (که مربعات کمترین روش با β برآورد به طورمعمول است.

حداکثر برآورد با معادل خطاها بودن مستقل و نرمال صورت

از: است عبارت است) درستنمایی

β̂ = (X ′X)−١X ′y, (٣)

ͳبرخ به است لازم فوق برآورد از استفاده در بااین حال،

همبسته داده های از استفاده هنگام کرد. دقت مهم پیش فرض های

ناپذیری معکوس با ͳخط رگرسیون در بالا ابعاد با داده های یا

یا و غیرمم΋ن را β̂ محاسبه که مͳ شویم مواجه X ′X ماتریس

در ͳجزئ تغییر اندک با که به گونه ای مͳ کند ناپایدار بسیار را آن

اخیراً، مͳ کند. تغییر قابل ملاحظه ای به طور برآوردگر مقدار داده  ها

با کننده ها ͳپیش بین به خطاهایی که کردند پیشنهاد [٨] یین و ͳل

«شبه را حاصل برآورد و شود افزوده شده شناخته کوواریانس ساختار

ͳحالت در که دادند نشان [١٢] هم΋اران و واگر نامیدند. برآورد»

معروف برآوردگر با ͳتنگاتنگ ارتباط خطا، دارای داده های خاص،

شبه فاصله اساس بر متغیر انتخاب جدید روش Έی دارد. ͳستیغ

p” مش΋ل و همبسته کننده های ͳپیش بین برای که مͳ باشد اطمینان

برآورد شبه روش مقاله، این در مͳ شود. پیشنهاد “Έکوچ n بزرگ،
یاسوج دانشΎاه ،ͳریاض گروه آمار، رشته ارشد ͳکارشناس ١دانشجوی
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فرد٣۴ ͳمردان ͳحیدرعل و ͳمورکان جعفریان زهرا رگرسیون در متغیر انتخاب و برآورد شبه

مͳ گیرد. قرار مطالعه مورد آن هم اساس بر متغیر انتخاب و پیشنهادی

رگرسیون مفید مفاهیم و ابزارها ٢

مالو Cp آماره و تعیین ضریب ٢. ١

که است ΁پاس متغیر تغییرات کل از کسری (R٢) تعیین ضریب

همواره ضریب این مقدار مͳ شود. تبیین مستقل متغیرهای توسط

برازش نشان دهنده ی باشد، Έنزدی Έی به اگر و است ١ و ٠ بین

رگرسیون خط باشد، نزدیΈ تر صفر به اگر و است رگرسیون خط بهتر

تعیین ضریب معادله است. نشده داده برازش داده ها به به خوبی

است: زیر به صورت

R٢ =
SSR

SST
= ١ − SSE

SST

تعیین ضریب از نباشد برابر پارامترها تعداد مدل ها مقایسه در اگر

تعدیل شده متغیرها تعداد اثر آن در که مͳ شود استفاده تعدیل شده

است:

R٢
adj = ١ − n− ١

n− p
× SSE

SST
= ١ − n− ١

n− p

(
١ −R٢)

[٩] مالو توسط بار اولین برای مالو٣ Cp آماره این ها، بر علاوه

شد: تعریف زیر به صورت

Cp =
MSEp

MSE
− (n− ٢p)

متغیر k = p− ١ با مدل Έی از SSEp و MSE = SSE
n−p

آن در که

متغیرهای تعداد نشان دهنده p و k اینجا در است. آمده وجود به

آماره این ͳریاض امید مͳ باشد. مدل در پارامترها تعداد و مستقل

متغیری آماره این از استفاده در و E(Cp) = p از: است عبارت

.[٢] دارد کمتری Cp که است مناسب تر مدل به ورود برای

آکائی΋ه اطلاع معیار ٢. ٢

(AIC (به اختصار کائی΋ه۴ آ اطلاع معیار مانند اطلاع معیارهای

تابع بهینه مقدار روی از (BIC (به اختصار بیزی۵ اطلاع معیار و

خطای توزیع با ͳرگرسیون مدل های در که مͳ شود تعریف درستنمایی

محاسبه خطا مربعات مجموع روی از زیر به صورت مͳ توان نرمال

کرد[۵]:

AIC =
١
n
(SSE + ٢dσ̂٢)

BIC =
١
n
(SEE + d ln(n)σ̂٢)

مدل مناسبت باشد کمتر آماره ها این مقدار چه هر که است ͳطبیع

است. بیشتر

تاوانیده رگرسیون ٢. ٣

از بیشتر متغیرها تعداد هنگامͳ که ͳمعمول مربعات حداقل روش

یا تاوانیده رگرسیون دارد. ناامیدکننده ای عمل΋رد باشد نمونه

جریمه ͳرگرسیون مدل که است صورت این به ،ͳانقباض روش های

Έنزدی ضریبی تا مͳ دهد اجازه متغیرها به تاوان این اعمال و مͳ شود

به نیاز انقباض که کنید توجه باشند. داشته صفر مساوی یا صفر به

تعیین کننده ی که دارد (λ (مثلا̈ تنظیم کننده۶ پارامتر Έی انتخاب

مͳ شود[۴]. تعیین متقابل ͳاعتبار سنج روش با و است انقباض میزان

روی از پارامترها برآورد Pλ(β) تاوان تابع با تاوانیده رگرسیون در

مͳ آید: دست به زیر تابع بهینه سازی

Qλ(β) := SSE(β) + Pλ(β),

.SSE(β) =
∑

i(yi − β٠ −
∑

j βjxij)
٢ آن در که

ͳستیغ رگرسیون ٢. ٣. ١

با برخورد در بهتر ͳپیش بین به رسیدن برای ٧ͳستیغ رگرسیون

مقدار روش این در شد. پیشنهاد کنارد[۴]، و هورل توسط ،ͳهم خط

با ͳستیغ برآورد نتیجه در و است Pλ(β) =
∑

β٢
j به صورت تاوان

مͳ آید: دست به زیر عبارت کردن مینیمم

SSE(β) + λ

p∑
j=١

β٢
j .

کردن مینیمم با است معادل موضوع این بهینه سازی، مسائل در

΀سط نمودار ١ ش΋ل چپ سمت در .∑β٢
j = c قید با SSE(β)

است. شده رسم فوق بهینه سازی قید ناحیه و مقط΄
3Mallows’ Cp

4Akaike information criterion
5Bayesian information criterion
6Tuning parameter
7Ridge regression
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مͳ دهد: دست به را زیر برآورد بهینه سازی، این نتیجه

β̂
(R)

= (X ′X + λI)−١X ′y.

لاسو رگرسیون ٢. ٣. ٢

شد پیشنهاد [١١] ͳتیبشیران توسط بار اولین برای لاسو٨ رگرسیون

انجام آن، توسط هم زمان به طور پارامتر برآورد و متغیر انتخاب که

مطلق قدر مجموع به صورت تاوان تابع روش این در مͳ گیرد.

برآورد برای زیر عبارت باید نتیجه در و مͳ شود تعریف ضرایب

شود: مینیمم ضرایب

SSE(β) + λ

p∑
j=١

|βj |.

با معادل فوق سازی مینیمم هم اینجا در ،ͳستیغ رگرسیون مشابه

΀سط نمودار است. ∑ |βj | = c قید با SSE(β) تابع کردن مینیمم

سمت در بهینه سازی این قید ناحیه همچنین و هدف تابع مقط΄

است. شده رسم ١ ش΋ل راست

لاسو و ͳستیغ رگرسیون مقایسه ٢. ٣. ٣

́ ها مقط ΀سط برخورد اولین محل لاسو، و ͳستیغ روش دو هر در

ناحیه و مͳ باشد تاوانیده رگرسیون جواب محدودیت، ناحیه با

روی نقاط و ش΋ل دایره ای ͳستیغ رگرسیون به مربوط محدودیت

ͳبیض برخورد احتمال بنابراین، ندارند؛ ͳارجحیت هم به نسبت دایره

محورها) روی نقاط (مانند مشخص نقطه Έی در دایره روی ناحیه و

رگرسیون ضرایب برآورد است مم΋ن که هرچند و است صفر

در نمͳ شود. صفر دقیقاً ͳول باشند Έنزدی ͳخیل صفر به ͳستیغ

گوشه و تیزی دارای لاسو به مربوط محدودیت ناحیه مقابل، طرف

در مثبت احتمال با ́ ها مقط ΀سط و ͳشرط ناحیه بنابراین مͳ باشد،

بالاتر، ابعاد در است مم΋ن و داشته برخورد گوشه نقاط و محورها

شوند. صفر ضرایب از بیشتری تعداد

ͳاصل مؤلفه های رگرسیون ۴ .٢

توسط ١٩٠١ سال در بار اولین براي ͳاصل مؤلفه هاي تحلیل روش

مقادیر تجزیه شامل که شد بیان ͳانگلیس دانشمند پیرسون٩ کارل

حجم با داده ها برای روش این .[٣] است کواریانس ماتریس ویژه

ͳاصل مؤلفه جهت اولین مͳ گیرد. قرار مورداستفاده زیاد نمونه

آن در مشاهدات تغییرات بیشترین که است ͳجهت همان داده ها

داده ها به ام΋ان حد تا که مͳ شود ͳخط تعریف باعث و دارند وجود

در که بΎیرید نظر در را (١) ͳرگرسیون مدل مͳ باشد. Έنزدی

واریانس‐ ماتریس و µ ͳریاض امید دارای X ͳتصادف بردار آن

از بتوان X بردار بجای که است این هدف است. Σ کواریانس

بردار

X∗ =
(
X∗

١ , . . . , X
∗
q

)′
X به نسبت X∗ درحالͳ که باشد q ≪ p به طوری که کرد استفاده

راه های ∗Xی چنین یافتن برای ندهد. دست از زیادی اطلاعات

ماتریس ͳطیف تجزیه روش ها این از ͳ΋ی که دارد وجود زیادی

عمل صورت این به ͳطیف تجزیه است. واریانس‐کوواریانس

مقادیر اگر شود. داده نمایش PΛP ′ به صورت Σ باید که مͳ کند

ترتیب به ∗Xها
j عملا̈ شوند، مرتب Έکوچ به بزرگ از λjها

مͳ توان به این ترتیب مͳ شوند. مرتب واریانس کمترین تا بیشترین

بزرگ ترین تا q با متناسب ویژه بردار تا q ͳیعن ابتدایی، X∗
j تا q از

کرد. استفاده ویژه مقادیر

شده قطعه قطعه معکوس رگرسيون ۵ .٢

دامنه ی قطعه بندی از استفاده با واریانس‐کواریانس ماتریس برآورد

روش، این شد. مطرح [٧] ١٠ͳل توسط بار اولین برای ،΁پاس متغیر

بعد کاهش برای و است رگرسیون در بعد کاهش روش مشهورترین

پارامتری مدل برازش فرآیند هیچ گونه انجام بدون X مستقل متغیر

تک ΁پاس متغیر رگرسیون عوض در که مͳ شود ارائه ناپارامتری یا

رگرسیون هدف مͳ گردد. اجرا متغیره چند X برابر در y متغیره

از تصویر Έی کشف ،(SIR شده١١(به اختصار قطعه قطعه معکوس

است بعدی k ͳخط زیرفضای Έی روی ،X p‐بعدی ͳ΋کم متغیر

پارامتر هر است. y ΁پاس خصوص در اطلاعات اکثر حاوی که

«جهت» به عنوان باشد، داشته وجود بعدی k زیرفضای در که β

e.d.r. کوچΈ ترین و بیان (e.d.r. (به اختصار مؤثر١٢ بعد کاهش

بیشترین و بعد کمترین دارای که مͳ شود نامیده مرکزی زیرفضای

مͳ کند، تغییر y هنگامͳ که کرد تشریح [۶] ͳل است. واریانس
8LASSO
9Karl Pearson
10Li
11Sliced Inverse Regression
12effective dimension reduction



فرد٣۶ ͳمردان ͳحیدرعل و ͳمورکان جعفریان زهرا رگرسیون در متغیر انتخاب و برآورد شبه

(راست) لاسو و (چپ) ͳستیغ رگرسیون ́ های مقط ΀سط نمودار مقایسه :١ ش΋ل

ͳمنحن ،Rp در که مͳ شود ͳمنحن Έی ترسیم موجب E(X|y) رابطه

X ͳ΋کم متغیرهای درصورتͳ که مͳ گیرد. نام معکوس رگرسیون

ماتریس و صفر بردار آن میانگین که باشند استانداردشده طوری

با زیرفضا این آنگاه باشد، ͳهمان ماتریس آن واریانس‐کواریانس

تغییرات ͳاصل جهت های شناسایی سبب و منطبق e.d.r. فضای

ͳل به وسیله ی شده قطعه قطعه معکوس رگرسیون الΎوریتم مͳ شود.

شد: مطرح زیر به صورت [۶]

مͳ شود: استاندارد زیر به صورت X ابتدا .١

x̃i = Σ̂
١
٢
x (xi − x̄), i = ١, . . . , n,

واریانس‐کوواریانس ماتریس ترتیب به x̄ و Σ̂x آن در که

هستند. X نمونه میانگین و نمونه

صعودی به صورت I١, ..., IH ͳیعن قطعه، H به ،y محدوده .٢

مͳ گیرد قرار hام قطعه در که yiها از ͳنسبت و مͳ گردد تقسیم

که مͳ باشد P̂h = n−١ ∑ δh(yi), ͳیعن مͳ شود؛ نامیده P̂h

قطعه در yi آیا اینکه به بسته را ١ یا ٠ مقادیر δh(yi) آن در

مͳ گیرد. خود به نه، یا است گرفته قرار h

مͳ شود داده نشان m̂h با که x̃iها نمونه میانگین قطعه، هر در .٣

مͳ شود: محاسبه

m̂h =
١
n
P̂h

∑
x̃i =

١
nh

∑
x̃i,

واق΄، در مͳ باشد. قطعه هر در مشاهدات تعداد nh آن در که

هستند. قطعه هر در E(Z|y) از برآوردی m̂h

تش΋یل شده V̂ = ΣH
h=١P̂hm̂hm̂

′
h ͳوزن کوواریانس ماتریس .۴

در مͳ شود. محاسبه V̂ ویژه بردارهای و ویژه مقادیر سپس و

مͳ باشد. cov(Ê(Z|y)) از برآوردی V̂ واق΄

مͳ دهیم: قرار .۵

β̂k = η̂kΣ̂
١
٢
x , k = ١, . . . , K

بزرگ ویژه مقدار K با متناظر ویژه بردارهای η̂kها آن در که

هستند. V̂ ماتریس

برآورد شبه ۶ .٢

ͳرگرسیون مدل های برای [٨] یین و ͳل توسط برآورد شبه ایده

از کمتر نمونه اندازه هنگامͳ که شد. ارائه اندازه گیری خطای با

ماتریس نبودن معکوس پذیر علت به است، پیش بین متغیرهای تعداد

این در و نمͳ کند عمل درست ͳمعمول رگرسیون روش ،(X ′X)

.[١٠] است برآورد شبه از استفاده مناسب روش های از ͳ΋ی حالت،

مͳ شود فرض اندازه گیری خطای با ͳرگرسیون معمول مدل های در

X ͳواقع پیش بین های با W کننده ͳپیش بین بˇعدی q × ١ بردار که

است: مرتبط زیر مانند ͳخط معادله Έی طریق از

W = γ + ΓX+ δ, (۴)

ماتریس و بˇعدی q×١ ͳتصادف غیر بردار ترتیب، به Γ و γ آن در که

با ͳتصادف خطای بردار Έی δ و بوده بˇعدی p × q ͳتصادف غیر

برآورد شبه مͳ باشد. Y و X از مستقل متغیره چند نرمال توزیع

اندازه گیری خطای دارای مستقل، متغیر که مͳ شود مطرح ͳهنگام

که مͳ گیرد نام برآورد» «شبه به عنوان به دست آمده برآوردگر و باشد
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ͳیعن است؛ Γ = Ip و p = q مقادیر با (۴) معادله حالت ساده ترین

.W = X+ δ

مورد در ͳاطلاعات که دارد وجود ͳ΋کم نمونه Έی معمولا˦،

جایΎزین کننده ͳپیش بین و X ͳاصل کننده ͳپیش بین بین رابطه

این از استفاده با مͳ کند. ارائه Σwx = cov(W,X) مانند W

استفاده W جایΎزین کننده ͳپیش بین از مͳ توان کوواریانس، برآورد

شود. هماهنگ X ͳواقع کننده ͳپیش بین با ام΋ان حد تا که کرد

متغیرهای به مͳ باشد ناچار مواق΄ ͳبعض در روش این ترتیب، بدین

اندازه گیری، خطای با متغیرهای از ͳمثال بیفزاید. خطایی پیش بین

و نیستند ͳواقع داده ها، خود معمولا˦ که است فشارخون داده های

هستند. تقریبی

متغیر انتخاب و برآورد شبه ١ .۶ .٢

است: زیر صورت دو به برآورد شبه روش در پارامترها برآورد

β̂
pseudo

= (X ′X + nΣδ)
−١X ′y (۵)

β̃
pseudo

= (W ′W )−١W ′y (۶)

مͳ شود، استفاده (۵) رابطه از هنگامͳ که برآورد، شبه روش در

n < p و n > p حالت دو هر برای زیرا نمͳ آید وجود به ͳنگران

n < p که ͳزمان ،(۶) ͳیعن دوم رابطه اما مͳ کند عمل درست

ͳوقت معادله این از استفاده برای و ندارد مطلوبی جواب است،

جایΎزین نمونه Έی باشد، مشاهده شده نمونه های کل Z = (X, y)

تکرار y∗ که مͳ آید دست به Z∗ = (W ∗, y∗) به صورت ترکیبی

از استفاده با بار m ،W ∗ ماتریس و مͳ باشد بار m به اندازه y بردار

پیدا طوری هم m ͳیعن تکرارها تعداد مͳ شود. تولید (۴) معادله

تعداد مساوی یا بزرگ تر (m × n) جدید نمونه اندازه که مͳ شود

دقیق تر: به طور باشد. متغیرها

y∗ = (y′, . . . ,y′)′,

W ∗ = (W ′
١, . . . ,W

′
m)′,

Wi = X + δi.

مشاهدات شبه از استفاده با به دست آمده برآورد که نمود ثابت مͳ توان

m → ͳوقت) شود زیاد ͳخیل تکرارها تعداد ͳوقت (β̃pseudo ͳیعن)

مͳ کند. میل β̂
pseudo برآورد به (∞

اطمینان شبه فاصله ٢. ٧

مͳ توان کرد، ایجاد نمونه شبه چندین Σδ Έی برای مͳ توان ازآنجاکه

برآورد شبه از نمونه برداری توزیع و آورد دست به برآورد شبه چندین

برای جدید متغیر انتخاب روش Έی به منجر و زده تقریب مستقیماً

انجام بار N مشاهدات شبه تولید کنید فرض مͳ شود. برآوردها شبه

دهید: قرار = ١, ٢, . . . , p هر برای و شود

β̄j = N−١
N∑

k=١

β̂kj ,

S.E.(β̄j) =

∑N
k=١(β̂kj − β̄j)

٢

N − ١
,

فاصله βj برای مͳ توان استرپ١٣، بوت تئوری مشابه حال

ساخت: زیر به صورت ͳاطمینان

βj ∈
(
β̄j ± Zα

٢
× S.E.(β̄j)

)
اطمینان١۴ شبه فاصله Έی اصطلاحاً را اطمینان فاصله این

دست به مشاهدات شبه از استفاده با زیرا مͳ نامیم (PCI (به اختصار

عدد شامل آن ها اطمینان فاصله که βjهایی از هرکدام حال مͳ آید.

گرفته نظر در صفر بنابراین نیستند، تأثیرگذار مدل در مͳ شود صفر

دارد. نام S-Pseudo اصطلاحاً متغیر انتخاب روش این مͳ شوند.
پراکنده شده١۵ برآورد شبه Έی مͳ توان روش این با ،PCI اساس بر

آورد. دست به

́ ها مقط ΀سط ٢. ٧. ١

شͳء توسط سه بعدی شͳء Έی بریدن با که ͳل΋ش به هندسه در

و مͳ شود گفته مقط΄ ΀سط اصطلاحاً مͳ آید، وجود به دوبعدی

ارتباط زیرا است تابع دانستن با معادل تابع ́ های مقط ΀سط دانستن

درجه فرم Έی ما، تابع اگر مͳ باشد. برقرار آن ها بین Έبه ی Έی

را خود خاص ́ های مقط ΀سط Σ هر باشد، Σ مانند ͳماتریس با دوم

و مثبت معین Σ ماتریس اگر دوم درجه فرم های در واق΄ در دارد.

مم΋ن اما هستند ͳبیض فرم به x′Σx ́ های مقط ΀سط باشد، متقارن

و کجا بیضͳ ها اینکه دانستن که باشند قائم یا ͳافق مورب، است

است. Σماتریس دانستن با معادل هستند ش΋ل چه به

x′Σx ́ های مقط ΀سط که بیضͳ هایی ͳفرع و ͳاصل جهت های

هم ͳبیض قطرهای اندازه و بوده Σ ویژه بردارهای همان هستند،
13Bootstrap
14Pseudo Confidence Interval
15Sparsed pseudo-estimation



فرد٣٨ ͳمردان ͳحیدرعل و ͳمورکان جعفریان زهرا رگرسیون در متغیر انتخاب و برآورد شبه

که است خاطر این به و مͳ باشند ویژه مقادیر همان یا λi با متناسب

مͳ شود. گرفته ب΋ار Σ شناخت برای ویژه بردارهای و ویژه مقادیر

هسین ͳاصل جهت های ٢. ٨
هسین١۶ ماتریس ͳاصل جهت های یافتن اساس بر روش این

شده بیان [٧] ͳل توسط بار نخستین که است (phd (به اختصار

کنید فرض مͳ شود. داده نمایش H(x) با هسین ماتریس است.

Έکم به باشد. تعریف شده A = H̄(x)Σx به صورت A ماتریس

درمͳ آید: زیر به صورت ماتریس این ͳطیف تجزیه روش

A =
∑

λjeie
′
i = PΛP ′

قطر روی A ویژه ی مقادیر از متش΋ل قطری ͳماتریس Λ آن در که

ویژه ی بردارهای از متش΋ل P ماتریس ستون های و بوده آن ͳاصل

است: A

Λ = diag (λ١, λ٢, . . . , λp) ,

P =

(
e١ e٢ · · · ep

)
.

مرتب ها λi که است صورت این به ͳطیف تجزیه در بعد کاهش

از Λ بجای به بیان دیΎر، مͳ گردند. حذف بعد به جایی از و مͳ شوند

Λ∗ = diag (λ١, . . . , λq, ٠, . . . , ٠)

درواق΄، شده اند. صفر ویژه مقادیر از ͳبعض که مͳ شود استفاده

ویژه بردار و مقادیر رابطه که کنید دقت مͳ آید. وجود PΛ∗Pبه ′

در بردار هر ازآنجاکه اما Aeiاست = λiei Aبه صورت ماتریس برای

باید مͳ باشد، Aei = λiei خاصیت دارای ͳبیض قطرهای راستای

به صورت آن هسین ماتریس که شود اعمال b′Σb = ١ محدودیت

است. H̄(x) = E(H(x))

رگرسیون در معمول مش΋لات ٣

متغیر انتخاب ٣. ١

ͳپیش بین مجموعه بهترین یافتن رگرسیون، در متغیر انتخاب از هدف

مدل Έی در گنجاندن برای متغیرها از بسیاری میان از کننده ها

تبیین ضریب معیارهای از بهره گیری با گام به گام رگرسیون است.

این برای بیزی و کائی΋ه آ اطلاع معیار مالو، Cp آماره تعدیل شده،

و برآورد شبه روش های از همچنین شود. استفاده مͳ تواند کار

مهم متغیرهای انتخاب برای مͳ توان هم لاسو تاوانیده رگرسیون

نمود. استفاده

ͳهم خط ٣. ٢

ͳخط رگرسیون مدل در پیش بین متغیرهاي بین ͳخط ارتباط وجود به

باعث ͳهم خط مش΋ل مͳ شود. گفته ͳهم خط اصطلاحاً چندگانه

β̂j استاندارد خطای و شده رگرسیون ضرایب برآورد دقت کاهش

هم مهم واقعاً متغیرهای ضرایب عمده به نحوی که مͳ کند زیاد را

روش های از مͳ توان ͳهم خط با مواجهه برای نمͳ شوند. معنادار

ͳستیغ تاوانیده ی رگرسیون و ͳاصل مؤلفه های رگرسیون برآورد، شبه

همبسته، پیش بین متغیرهای ترکیب با یا روش ها، این نمود. استفاده

انقباض با اساساً یا و مͳ سازند ناهمبسته پیش بین متغیر کمتری تعداد

آن ها استاندارد خطای زیادشدن و ناپایداری جلوی مدل پارامترهای

مͳ گیرند. را

بالا ابعاد با مدل ٣. ٣

متغیرهاي تعداد آن در که داده هایی از استفاده ١٩٩٠ سال در اخیراً،

توسط مͳ باشد، (n) مشاهدات تعداد از بیشتر بسیار (p) پیش بین

مش΋ل Έی داده ها ابعاد زیاد افزایش شد. آغاز ،[٣] ͳهست و افرون
بالا١٧ ابعاد با مدل اصطلاح هست. هم داده کاوي مبحث در ͳاساس

پارامترهای تعداد نمونه، Έی در که مͳ رود کار به ͳزمان مشخصاً

ایده بار نخستین .(n ≪ p) باشد نمونه اندازه از بیشتر نامعلوم،

ارائه [١٠] دنگ و شاو توسط آستانه١٨ ͳستیغ کننده برآورد روش

،ͳستیغ رگرسیون برآورد گر که مͳ گردد پیشنهاد روش، این در شد.

آستانه گذاری است، Έکوچ مقادیر دارای ضرایب بردار که ͳزمان

مواق΄، از ͳبرخ در بΎیرید. نظر در را y = Xβ+ε ͳخط مدل شود.

متغیر برآورد یا ͳپیش بین هدف و نیست β بردار خود برآورد به نیازی

که مͳ شود گرفته نظر در R(X) روی β تصویر بنابراین، است؛ ΁پاس

که کنید توجه مͳ باشد. θ = X ′(X ′X)−Xβ = QQ′β به صورت

β ∈ R(X) اگر فقط و اگر است θ = β و بوده θ ∈ R(X) همواره

مͳ توان را اول مدل و Xθ = Xβ داریم: همواره این بر علاوه باشد،

برای θ برآورد حالت این در که نوشت هم y = Xθ + ε به صورت
16Principal Hessian Directions
17High-dimesional model
18Treshhold ridge method
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است. ͳکاف y ͳپیش بین و Xθ = Xβ پارامترهای مورد در استنباط

θ باشد، صفر مؤلفه زیادی تعداد حاوی است مم΋ن β درحالͳ که

اجزای از بسیاری اگرچه باشد، نداشته صفری مؤلفه هیچ مͳ تواند

ͳستیغ رگرسیون برآوردگر باشند. صفر به Έنزدی است مم΋ن θ

Έی هر مطلق قدر اگر که مͳ شود تاوانیده صورت این به آستانه ای

برابر ضریب آن آنگاه شود کمتر آستانه حد Έی از θ̂ مؤلفه های از

θ̃ به ضریب آن مقدار صورت این غیر در و مͳ شود داده قرار صفر

مͳ شود: منتقل

θ̃j = θ̂jI|θ̂j |>an
, j = ١, . . . , p.

مͳ شود: انجام زیر به صورت آستانه مقدار تعیین

an = Cn−α, ٠ < α ≤ ١
٢
, C > ٠,

مͳ توان آستانه این از ندارند. ͳبستگ n به C و α دلخواه مقادیر و

شبه روش هاي نمود. استفاده متغیر هم انتخاب روش Έی به عنوان

رگرسیون ،PHD و SIR جمله از ابعاد کاهش روش های برآورد،

ͳاصل مؤلفه های رگرسیون لاسو، و ͳستیغ رگرسیون جمله از تاوانیده

دقت شوند. استفاده بالا ابعاد با مدل های در مͳ توانند (PCA)

زیرمجموعه بهترین رگرسیون جمله از Έکلاسی روش های که کنید

AIC و مالو Cp خطا، دوم توان هاي مجموع معیارهای از استفاده با

پارامترها برآورد زیرا ندارند کارایی مدل ها این گونه در و... BICو

این در که است X ′X ماتریس معکوس به وابسته روش ها این در

نیست. معکوس پذیر مدل ها

بعد کاهش ۴ .٣

فضای یا X ستون بردارهای جهت برآورد بعد، کاهش از هدف

ͳپیش بین از مجموعه ای ابعاد کاهش فضای که است X ͳستون

مͳ دهد. دست به X ͳخط ترکیبات تمام میان از مهم کننده های

p فضای Έی تش΋یل X که باشد y = g(X, ε) کنید فرض

طریق از بˇعدی k فضای زیر ساختن هدف اکنون، مͳ دهد. بˇعدی

همان تقریباً y = g(β′
١X, . . . β′

kX, ε) که است X ͳخط ترکیبات

کنید فرض بعد کاهش برای اکنون، کند. تولید را ͳقبل فضای

.E(y|X) = f(X) = h(β′
١X, . . . , β′

kX) = h(W١, . . . ,Wk)

داشته را مم΋ن خطای کمترین به طوری که است βjها یافتن هدف

کرد: استفاده مͳ توان بعد کاهش برای زیر روش های از باشیم.

.(PCR) ͳاصل مؤلفه رگرسیون •

.(SIR) شده قطعه قطعه معکوس رگرسیون •

.(PHD) هسین ͳاصل جهت های •

اندازه گیری خطاي وجود ۵ .٣

خطای با ͳرگرسیون مدل های ادکاک[١]، بار نخستین برای

یا پیش بین متغیر آن در که ͳمدل کرد. مطرح را اندازه گیری

ͳرگرسیون مدل را شوند اندازه گیري خطا با دو هر یا ΁پاس متغیر

خطاي Xدارای پیش بین متغیر اگر و مͳ گویند اندازه گیري خطاي با

wi = ͳتصادف متغیر xi مشاهده به جای عمل در باشد، اندازه گیري

wi نشده، مشاهده متغیر xi آن در که مͳ شود مشاهده xi + δi

خطاي بیان کننده که است ͳتصادف متغیري δi و مشاهده شده متغیر

رابطه به توجه با اندازه گیري خطاي با مدل در است. اندازه گیري

پیش بین متغیر واریانس ،var(W ) = var(X)+var(δ) > var(X)

بزرگ تر X نشده مشاهده پیش بین متغیر واریانس از W قابل مشاهده

روش های از مͳ توان اندازه گیری خطای با مدل با مواجهه در است.

کرد. استفاده تاوانیده رگرسیون های و برآورد شبه

نتیجه گیری و بحث ۴

در متعددی های چالش با است مم΋ن ͳخط رگرسیون های مدل

،ͳهمبستگ متغیر، انتخاب جمله از شوند، روبرو ͳعمل کاربردهای

از استفاده مͳ توانند مسائل این گیری. اندازه خطای و بالا بعد

مجموعه Έی مقاله، این در ب΋شانند. چالش به را ͳسنت برآوردگر

ارائه مش΋لات این حل برای پیشرفته و متداول روش های از جام΄

چالش ها این رف΄ در مͳ تواند روش ها این از استفاده است. شده

باشد. موثر



فرد۴٠ ͳمردان ͳحیدرعل و ͳمورکان جعفریان زهرا رگرسیون در متغیر انتخاب و برآورد شبه
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On common linear regression problems and their solutions
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Abstract:

The traditional linear regression model is represented as Y = Xβ + ε, with the estimated parameter β calculated as β̂ =

(X ′X)−1X ′Y . However, when implementing this estimator in practical applications, several issues may arise, such as vari-

able selection, collinearity, high dimensionality, dimension reduction, and measurement error, which can make it challenging

to use the above estimator. The primary problem in most of these cases is the singularity of the matrix X ′X. A variety of

solutions have been proposed to address these problems. In this article, we review these issues and present a comprehensive

set of common solutions, as well as some advanced and less commonly used methods, that have the potential to address these

problems in an intelligent manner.
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