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طیف سنجی داده  های تحلیل برای پشتیبان بردار رگرسیون مقابل در تابعی اصلی مؤلفۀ رگرسیون

روزبه٣ مهدی ،٢ جهادی فاطمه روحی١، آرتا

١۴٠١/٠٢/٠٢ دریافت: تاریخ

١۴٠١/١٢/٠٢ پذیرش: تاریخ

چکیده:
پشتیبان بردار رگرسیون است. نیز بعد کاهش برای مهم ابزاری که است تابعی اصلی مؤلفه های رویکرد تابعی داده های تحلیل تکنیک مشهورترین

تاوان های اساس بر تابعی اصلی مؤلفۀ رگرسیون از استفاده با مقاله این در است. داده تحلیل برای قدرتمندی ابزار و ماشین یادگیری از شاخه ای

طیف سنجی داده های در شعاعی) و سیگمویید چندجمله ای، (خطی، هستۀ چهار با پشتیبان بردار رگرسیون به توجه با و لاسو و ستیغی دوم، مشتق

پیشنهادی، برازش نیکویی معیارهای طبق به دست آمده نتایج اساس بر است. شده پرداخته پیش بین متغیرهای روی وابسته متغیر مدل سازی به

است. داشته داده ها به را برازش مناسب ترین ٠٫٢ بهینه شده خطای و خطی هستۀ با پشتیبان بردار رگرسیون مدل

ماشین. یادگیری اصلی، مؤلفۀ رگرسیون تابعی، رگرسیون پشتیبان، بردار رگرسیون تابعی، داده های تحلیل کلیدی: واژه های

مقدمه ١

دارای که می گیرد قرار مورداستفاده داده هایی در تابعی داده های تحلیل

امکان باشند، تابعی مشاهدات وقتی هستند. پیوسته و تابعی ماهیت

امکان پذیر کلاسیک روش های از استفاده با رگرسیونی ضرایب برآورد

داده ها این بررسی به متغیره چند داده های قالب در بخواهیم اگر و نیست

خاطر همین به و می رود بین از تحلیل مزایای از بسیاری بپردازیم،

اصلی ماهیت گرفتن نظر در با تابعی داده های بررسی و تحلیل ضرورت

شاهد تابعی، مدل بودن پر  کاربرد دلیل به می شود. احساس بسیار آن ها

ارائه شده مختلفی روش های و هستیم رویکرد این از زیاد بسیار استفاده

کننده ها پیش بینی از بعد هایی کاهش روش ها، این اصلی هستۀ که  است

برای که است ناهموار تاوان یک قالب در ضریب تابع منظم تنظیم یا

اوبانک و هزینگ ،[١١] کوکوزکا و هوروث به می توان بیشتر اطلاعات

همکاران و فبروباند ،[٧] ریمهر و کوکوزکا به اخیر سال های در و [١٢]

شاخۀ ماشین یادگیری مراجعه کرد. [١٩] همکاران و ریس و [٨]

توسط گسترده ای محاسباتی قدرت از که است آماری تحلیل از جدیدی

نیاز اساس، این بر می کند. استفاده بزرگ داده های تجزیه برای رایانه ها

تشخیص و آموزش طریق از یادگیری توانایی که است سیستم هایی به

داشته مناسبی عملکرد داده ها کردن دسته بندی در تا دارند را الگو ها

افزایش برای ماشین یادگیری الگوریتم های از محققان از برخی باشند.

مطالعات اساس بر .[٢٣ ،١۴] کرده اند استفاده پیش بینی عملکرد

و نایاک ،[۶] همکاران و چودهاری و [١۵] همکاران و ماناهوف

معیار هایی [۵] همکاران و راجو و [١٧] همکاران و پتال ،[١۶] همکاران

ریشه از عبارت اند می گیرند قرار موردبررسی مدل  ارزیابی برای که

مطلق خطای درصد میانگین و (RMSE) خطا دوم توان های میانگین

فرمول های که ،(MAPE) مطلق خطای درصد انحراف میانگین یا و

است: زیر به صورت آن ها محاسباتی

RMSE =

√√√√ ١
T
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برازش مقدار d̂i و داده ها واقعی مقدار di بالا فرمول در به طوری که

معیار با فوق روش که است بدیهی می باشد. آزمون نمونه های T و شده

روش های مختصر تعریف با مقاله این در است. مناسب تر کمتر انتخابی

نهایت در و پشتیبان بردار و تابعی لاسو، ستیغی، اصلی، مؤلفۀ رگرسیون

پرداخته طیف سنجی داده های بررسی به معرفی شده روش های مقایسه با

می شود.
ایران. سمنان، سمنان، دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی ١دانش آموخته

ایران. سمنان، سمنان، دانشگاه آمار، ارشد کارشناسی ٢دانش آموخته

.(mahdi.roozbeh@semnan.ac.ir:مسئول (نویسنده ایران سمنان، سمنان، دانشگاه آمار، گروه هیئت علمی ٣

.۶٢J٠۵; ۶٢H٢۵ :(٢٠١٠) ریاضی موضوع بندی ٣كد



همکاران۶٠ و روحی آرتا رگرسیونی تحلیل روش های

اصلی مؤلفه های روش ١. ١

و ابعاد کاهش ایده ی با کاربردی روش های از اصلی، مؤلفه های روش

محققان است. توضیحی متغیرهای از ممکن اطلاعات بیشترین حفظ

واریانس- ماتریس ویژه بردارهای و مقادیر از استفاده با روش این در

متغیرهای از خطی ترکیب  به دنبال همبستگی، ماتریس یا کوواریانس

از .[١٣] می باشند کند، توجیه را واریانس بیش ترین که توضیحی

را داده ها که است متعامدی خطی تبدیل روش این هندسی، دیدگاه

به نحوی که می برد جدید مختصات دستگاه به مختصات دستگاه یک از

دومین اول، مختصات محور روی بر داده ها واریانس بزرگ ترین

به و می گیرد قرار دوم مختصات محور روی بر واریانس بزرگ ترین

کاهش با متغیرها کار این با نتیجه در ادامه می یابد. ترتیب  همین

گفته اصلی مؤلفه های آن ها به که می شوند تبدیل مؤلفه هایی به بعد

سازمان دهی نحوی به ناهمبستگی ضمن اصلی مؤلفه های می شود.

تغییرات از قابل توجهی درصد بتوانند مؤلفه ها از کمی تعداد که می شوند

مؤلفه ها مناسب تعداد انتخاب  توجیه کنند. را اولیه توضیحی متغیرهای

این مناسب تعداد تعیین برای مختلفی روش های و است موردتوجه

از یکی می شود. اشاره آن ها از برخی به زیر در که پیشنهادشده مؤلفه ها

مؤلفه هاست از شماری انتخاب اصلی مؤلفه های تعداد تعیین روش های

توجیه کنند. را کل) (تغییرات واریانس از قابل توجهی درصد بتوانند که

بزرگ تر آن ها واریانس که است مؤلفه هایی تعداد برگزیدن دیگر، روش

برای نیز شهودی روش های از است. کل واریانس متوسط مساوی یا

مؤلفه هر ویژه مقادیر نمودار این در است. بازو نمودار کار، این انجام

که نمودار از ناحیه ای کردن عمود با می شود. رسم i برابر در (λi)

می گردد. تعیین مؤلفه ها تعداد می شود، کم ناگهانی به طور آن شیب

روش های از هرکدام است ممکن که است ضروری نکته این به  توجه

کاربرد بر بنا می تواند محقق که دهند ارائه متفاوتی پاسخ های مطرح شده

به نوبت متغیرها تعداد انتخاب از بعد کند. استفاده موردنظر روش از

مدل روش، این در می شود. اصلی مؤلفه های رگرسیون مدل برازش

روش از می توان و نیست روبرو هم خطی مشکل با دیگر رگرسیونی

از استفاده کرد. آن ضرایب برآورد برای معمولی دوم توان های کمترین

همبسته متغیرهای تبدیل به می توان اصلی مؤلفه های روش کاربردهای

بزرگ نسبی واریانس با خطی ترکیبات یافتن ناهمبسته، متغیرهای به

برد. نام داده ها حجم در کاهش و کوچک یا

لاسو رگرسیون ١. ٢

او .[٢١] بیان کرد گروتی نام با برایمن لئو را لاسو رگرسیون اولیه ایده

به صورت و نهاد نام گروتی را خود نامنفی بهینه سازی مسئله بار نخستین

مطرح کرد: زیر
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i=١
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cj β̂jXij

)٢

cj ≥ ٠,
∑
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cj ≤ s (١)

انتخاب دوم توان های کمترین روش با β̂j اولیه برآوردگر آن در که

محدود گروتی آن کاهش با که است تاوان پارامتر s پارامتر می شود.

است. معروف نیز مرگ تاوان نام به محققان بین در روش این می شود.

می شود. منقبض آن ها بقیه و حذف شده متغیرها از برخی روش این در

روش این از استفاده در باید دارد، غیرصفر کوچک ضرایب هنگامی که

ارائه هدفی تابع لاسو مسئله، این به توجه با انجام شود. لازم احتیاط

نمی کند استفاده دوم توان های کمترین برآوردگرهای از آن در که می دهد

می شود: نوشته زیر به صورت و

min
β∈Rp

{
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,

i = ١, . . . , n, j = ١, . . . , p (٢)

رگرسیون ضرایب βj و توضیحی متغیر Xij پاسخ، متغیر Yi آن در كه

برآوردگرهای که است این روش این شده اثبات  مزایای از می باشد.

از برخی روش این همچنین .[٢١] می کند تولید پیوسته و اریب پایدار،

می توان لاسو روش معایب از می کند. صفر را بقیه و منقبض را ضرایب

اشاره کرد همبسته توضیحی متغیرهای حضور در آن ضعیف عملکرد به

گروهی به صورت که متغیرهایی به ویژه همبسته متغیرهای بین که زیرا

لزومی انتخاب شده متغیر و می کند انتخاب را آن ها از یکی همبسته اند

با خطی رگرسیونی مدل یک برای لاسو باشد. متغیر بهترین که ندارد

می کند، انتخاب را متغیر n حداکثر مشاهده، n و توضیحی متغیر p

معنی دار مدل در (n از (بیشتر بیشتری متغیرهای هنگامی که بنابراین

ندارند. انتخاب برای شانسی روش این در باشند،

ستیغی رگرسیون ١. ٣

پیش بین متغیرهای بین هم خطی با اوقات گاهی رگرسیونی مسائل در

اتفاق بالا پارامتر تعداد با مدل هایی در معمولا که می شویم روبرو

توپولوژی، در او مهم تحقیقات که تیخونوف نیکولایویچ آندری می افتد.

منظم است، شده  شناخته  ریاضیات فیزیک، عملکردی، تجزیه وتحلیل
3 Principal Component Analysis
3Lasso
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مسائل این گونه با رویارویی برای راه حلی به عنوان را تیخونوف سازی

وارون پذیر X⊤X ماتریس چون بالا بعد با داده های در نمود. معرفی

باشد، مفید نمی تواند خطی رگرسیون دوم توان های کمترین روش نیست،

زمانی خطی رگرسیون مدل در معمولی دوم توان های کمترین برآورد زیرا

شرایط این در نمی شود. تعریف باشد، داده ها از بیشتر متغیرها تعداد که

دست آورد، به را ماتریس وارون می توان ستیغی روش از استفاده با

ماتریس این X⊤X ماتریس به k مثبت مقدار افزودن با که بدین صورت

ستیغی برآوردگر رگرسیون مدل در .[١٠ ،٣ ،١] شد خواهد  وارون پذیر

مقدار و می باشد کمتری واریانس دارای می تواند اما نیست نااریب دیگر

تأثیری برآوردگر بر داده ها، در جزئی تغییرات یعنی است؛ پایا برآوردگر

است: زیر به صورت روش این در β برآورد داشت. نخواهد

β̂ =
(
X⊤X + kI

)−١
X⊤Y , k ≥ ٠ (٣)

بهینه مقدار یافتن و می شود گفته ستیغی پارامتر k به اخیر معادله در که

شود عمل به گونه ای باید k انتخاب برای است. مهم بسیار پارامتر این

باشد، اریبی مربع افزایش از بیش اریب برآوردگر واریانس در کاهش  که

بود. خواهد نا اریب برآوردگر واریانس از کمتر آن MSE نتیجه در

در هموارسازی روش از استفاده ٢

تابعی داده های تحلیل

نیاز داده ها روی برازش برای ساده خط یا منحنی یک برآورد به ابتدا در

گسسته داده های باید می باشند، گسسته به صورت داده ها چون و است

هموارسازی و درون یابی روش های از کرد. تبدیل پیوسته داده های به را

برای کرد. استفاده می توان داده نوع به توجه با منحنی یک ایجاد برای

تبدیل پیوسته به را گسسته داده های باید ابتدا در تابعی داده های تحلیل

فوریه نظیر پایه هایی و هموارسازی روش های از منظور این برای کرد.

می توان داده ها سایر برای اسپلاین تناوب، دوره دارای داده های برای

کرد. استفاده

آن به باشند خطی ترکیب به صورت اگر داده ها، قرارگیری فرم به طورکلی

است: قابل نمایش زیر به صورت و می شود گفته اساسی) (تابع پایه توابع

Yi =

k∑
j=١

cjϕj(ti) + ϵi = f(ti) + ϵi (۴)

متغیرهای Yi ،ϕj پایه تابع ،cj ضرایب از خطی ترکیب f تابع آن در که

فضای در بردار هر که همان طور است. مستقل متغیرهای ti و پاسخ

نشان پایه بردارهای از خطی ترکیب یک به عنوان می توان را برداری

خطی ترکیبی به صورت می توان را تابعی فضای در پیوسته تابع هر داد،

نظر در را زیر حالت های ϕj پایه توابع برای اکنون نوشت. پایه توابع از

می گیریم:

پایه های از استفاده با پایه توابع تقریب ٢. ١
فوریه

دوره دارای و بوده نوسانی که دارد کاربرد داده هایی برای فوریه پایه  تابع
در و سرد معمولا زمستان در که آب وهوا داده های همانند باشند،  تناوب

می شود: تعریف زیر به صورت فوریه پایه های هستند. گرم تابستان

{١, sin(ωt), cos(ωt), sin(٢ωt), cos(٢ωt), . . . , sin(mωt), cos(mωt)}

به طوری که است ω = ٢π
p

با برابر و نامیده نوسان دوره  را ω آن در كه

داده های برای تکرارشونده دوره  مثال برای تکرار شونده است. دوره  p

است. روز ٣۶۵ با برابر آب وهوا

پایه های از استفاده با پایه توابع تقریب ٢. ٢
اسپلاین

می کند. برآورد تابع یک با را مجاور نقطۀ دو هر اسپلاین پایه های

داده های ابتدا که هستند چندجمله ای تابع های همانند اسپلاین ها اساساً

دنبال به سپس و تقسیم می کنند مساوی قسمت چند به را گسسته

صفر آن درجه  اگر که می باشد قسمت هر به برازش برای منحنی بهترین

باشد یک آن درجه اگر و می پردازد برآورد به افقی خط یک با باشد

می کند. برآورد منحنی به صورت را بالاتر درجه های و خطی به صورت

را هستند هم به پیوستن محل در که منحنی از قسمت هایی ضمن در

گره ها، انتخاب برای می شود. نامیده گره نقاط این کرد، هموار می توان

زیاد بسیار واریانس و کم بسیار اریبی باشد زیاد خیلی آن ها تعداد اگر

گرفت نظر در باید که نکته  ای می شود. نمودار ناهمواری باعث و می شود

برخی داشته باشد. وجود داده یک حداقل گره هر در باید که است این

اشاره و... نمایی توانی، ثابت، پایه توابع به می توان پایه توابع از دیگر

کرد.
3Ridge
3Fourier
3Spline



همکاران۶٢ و روحی آرتا رگرسیونی تحلیل روش های

تابعی رگرسیون مدل ٢. ٣

به صورت رگرسیونی تابع

Yi = f(ti) + ϵi, i = ١, . . . , n

با نرمال توزیع دارای و مستقل خطاها آن در که می گیریم نظر در را

توابع اساس بر f(ti) برآورد برای است. σ٢ واریانس و صفر میانگین

نوشت: می توان پایه

f̂(ti) =

p∑
j=١

cjϕj(ti) (۵)

برای می باشند. ضرایب cjها و پایه تابع ϕj(t) ،۵ معادلۀ در به طوری که

کرد: حداقل را زیر عبارت باید تابعی ضرایب برآورد

H(c) =

n∑
i=١

(Yi − f(ti))
٢ =

n∑
i=١

(Yi −
p∑

j=١

cjϕj(ti))
٢ (۶)

نوشت: زیر ماتریس به صورت را فوق معادله ی می توان همچنین

H(c) = (Y − Φc)⊤(Y − Φc) (٧)

ماتریس Φ و ضرایب ماتریس c پاسخ، متغیر ماتریس Y بالا، معادله در

٧ معادله دادن قرار صفر برابر و مشتق گیری با كه می باشد پایه توابع

داریم:

ĉ = (Φ⊤Φ)−١Φ⊤Y (٨)

و است f̂(t) = ĉ⊤Φ برابر f̂(t) مقدار بالا برآورد به توجه با حال

به صورت Ŷ همچنین

Ŷ = Φ(Φ⊤Φ)−١Φ︸ ︷︷ ︸
S

Y = SY

بالا عبارت در می گویند. هموار ساز ماتریس S به که می آید دست به

توسط داده ها هموار کردن با یعنی است، Y مقدار از ضریبی Ŷ مقدار

اهمیت بسیار پایه توابع تعداد انتخاب می آید. دست به Ŷ مقدار S

واریانس و زیاد اریبی نشان دهنده باشد کم توابع این تعداد اگر دارد،

زیاد واریانس و کم اریبی نشان دهنده توابع تعداد زیاد بودن و است کم

می شود. برازش بیش به منجر که است

طول کردن کمینه تاوان روش به برآورد ۴ .٢
دوم مشتق

زیر فرمول به توجه با را منحنی قوس طول X(t) تابعی متغیر داشتن با

آورد: دست به می توان

J٢(X(t)) =

∫ (
D٢X(t)

)٢
dt

نوسان های به که است معنی بدین باشد، کم منحنی قوس طول اگر

باید پس باشد، زیاد منحنی قوس طول اگر و شده  توجه کمتر داده ها

را تابعی ضرایب دوم مشتق باید دیگر بیانی به یابد. افزایش تاوان

مربع گرفتن نظر در با شود. هموار ضرایب این منحنی تا کرد هموار

داریم: زیر به صورت تاوانیده خطای

PENSSEλ(X(t)) = (Y −X(t)) (Y −X(t))⊤+λJ٢(X(t))

و شده برازش مقادیر بین کنترل  که می شود گفته هموارساز پارامتر λ به

هموارکننده یابد، افزایش λ مقدار اگر می باشد. داده ها بر منحنی همواری

هم تاوان یابد، کاهش λ اگر و می شود خط به تبدیل X(t) و تاوانیده

مربع باید شود. برازش داده ها روی X(t) می دهد اجازه و کاهش یافته

زمانی اسپلاین بی پایه های در امر این و کرد حداقل را تاوانیده خطای

دوم مشتق دارای زیرا باشد، ۴ برابر آن درجه مقدار که می افتد اتفاق

مناسب تری هموار منحنی های و کرد هموار را دوم مشتق می توان و بوده

X(t) اینکه به توجه با و X(t) = Φ⊤c تعریف با اکنون کرد. ایجاد

داریم: است خطی ترکیب ∫یک
[DmX(t)]٢ dt = c⊤

∫
DmΦDmΦ⊤dt︸ ︷︷ ︸

R

c = c⊤Rc

می شناسیم. تاوان ماتریس به عنوان را R فوق معادله ی در به طوری که

c برآورد مقدار دوم، مشتق طول اندازه و خطاها مربع کردن حداقل با

Y برآورد مقدار و بود خواهد ĉ =
[
Φ⊤Φ+ λR

]−١
Φ⊤Y به صورت

با: است برابر

Ŷ = Φ
[
Φ⊤Φ+ λR

]−١
Φ⊤︸ ︷︷ ︸

S

Y = SY

استفاده زیر متداول روش های از می توان هموار ساز پارامتر انتخاب برای

کرد:

معمولی۴: متقابل سنجی اعتبار (١

OCV (λ) =
١
n

n∑
i=١

(Yi −X(ti))
٢

(١ − Sii)٢ (٩)

4Ordinary cross validation
5Generalized cross validation
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تعمیم یافته۵: متقابل سنجی اعتبار (٢

GCV (λ) =
١
n

n∑
i=١

(Yi − X(ti))
٢

[n−١trace(١ − S)]٢
=

(
n

n − df(λ)

)(
SSE

n − df(λ)

)
(١٠)

.[٢٠ ،١٨ ،۴] است OCV از هموار تر GCV که داشت توجه باید

پشتیبان بردار ماشین های ٣

داشته چشمگیری رشد داده تحلیل در ماشین یادگیری اخیر سال های در

روش ها میان در شده اند. متوسل شیوه این به زیادی پژوهشگران و است

ماشین های است، ماشین یادگیری حوزه در که گوناگونی الگوریتم های و

ابزاری که است آن ها پرکاربردترین و مهم ترین از یکی و پشتیبان بردار

در وپنیک توسط مذکور روش می باشد، داده ها طبقه بندی برای قدرتمند

این پشتیبان بردار رگرسیون مدل .[٢٢] آمده است وجود به ١٩٩۵ سال

مقدار با برآورد تفاوت از حاصل خطای تا می دهد ما به را انعطاف پذیری

کنترل کرد. ایجاد مناسب برآورد با مدلی بتوان و داد تغییر را واقعی

مصنوعی، اعضای طراحی کامپیوتر، کیفیت آنالیز خلبان، بدون هواپیما

.[٢] است مدل این کاربردهای از ... و مسیریابی سیستم های

ماشین های یادگیری در بهینه سازی  مسئله  ٣. ١
پشتیبان بردار

که می گیریم نظر در به گونه ای را xn مانند نقطه ای منظور بدین

از را متفاوت داده نوع دو که صفحه ای ابرصفحه، به نقطه نزدیک ترین

|W⊤xn +w٠| = ٠ ابرصفحه گرفتن نظر در با است. می کند، جدا هم

شکل به حاشیه ای خطوط معادلات ،W = [w١, . . . , wN ] بردار برای

حاشیه خطوط فاصله که است این هدف می باشد. |W⊤xn+w٠| = ١

کمترین به xn نقطه ی تا حاشیه خط فاصله ی که شود زیاد حدی تا هم از

پاسخ متغیر که گسسته ای مقادیر به توجه با را شرط لذا برسد. مقدار

نوشت: متفاوت به صورت می توان می گیرد،

min
W

١
٢
∥W ∥٢, s.t. yn(W

⊤xn + w٠) ≥ ١

دشوار آن حل که می باشد دوم درجه برنامه نویسی مسئله  یک فوق مسئله

نظر در با متغیره چند لاگرانژ تابع تعریف از استفاده با در نتیجه و است

λi مختلف مقادیر می باشد. αi شامل که α بردار و αi ≥ ٠ گرفتن

مسئله  به توجه با که می آید، دست به لاگرانژ تابع از مختلفی حالت های

می توان و است p∗ = minx maxαi≥٠,λ ℓ(x, α, λ) تعریف و دوگان

نوشت:

max
x

min
y

h(x, y) ≤ min
y

max
x

h(x, y),

p∗ = min
x

max
αi≥٠,λi

ℓ(x, α, λ), d∗ = max
αi≥٠,λi

min
x

ℓ(x, α, λ),

d∗ ≤ p∗ (١١)

داشت: خواهیم گیرد، قرار minW
١
٢∥W ∥٢ ،p∗ به جای اگر حال

min
W ,w٠

max
αn≥٠

{١
٢
∥W ∥٢ +

n=N∑
n=١

αn(١ − yn(W
⊤xn + w٠))}

(١٢)

max
αn≥٠

min
W ,w٠

{١
٢
∥W ∥٢ +

n=N∑
n=١

αn(١ − yn(W
⊤xn + w٠))} (١٣)

بزرگ تر (١٢) معادله دوگان مسئله  و بالا معادلات به توجه با اكنون

معادله داخلی قسمت کردن کمینه برای است، (١٣) معادله  مساوی یا

گرفتن مشتق با داد. قرار صفر برابر و گرفت مشتق آن از باید (١٣)

نوشت: می توان w٠ و W به نسبت

▽W ℓ(W ,w٠,α) = W −
∑

αnynxn = ٠ ⇒ W =
∑

αnynxn

∂ℓ(W , w٠, α)

∂w٠
= ٠ ⇒ −

∑
αnyn = ٠

خواهیم داشت: و

min
W ,w٠

ℓ(W , w٠, α) =

N∑
n=١

αn − ١
٢

N∑
n=١

N∑
m=١

αnαmynymxnxm,

N∑
n=١

αnyn = ٠, αn ≥ ٠ (١۴)

می باشد دوم درجه  α چون و کنیم بیشینه را بالا تابع باید اکنون

شروط به توجه با است، مطرح دوم درجه برنامه نویسی مسئله دوباره

درجه برنامه نویسی معادله در مقادیر جایگذاری با y⊤α = ٠, α > ٠

جایگذاری با و می کنند بیشینه را (١۴) تابع که هایی α یافتن و دوم

دست به برای دست می آید. به W مقدار ،W =
∑

αnynxn در

تابع  های برای کاروش-کان-تاکر شرایط از استفاده با w٠ مقدار آوردن

نمود: عمل زیر شكل به می توان محدب،

▽ℓ(x, α)|x∗,α∗ = ٠, s.t.α∗
i ≥ ٠, gi(x∗) ≤ ٠, α∗

i gi(x
∗) = ٠,

i = ١, . . . ,m

بردار ماشین های بهینه سازی مسئله شرایط بودن مشابه به توجه با
جدید شرایط گرفتن نظر در با و کاروش-کان-تاکر شرایط با پشتیبان

5Support vector machine
5Support vector regression
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گرفت: مشتق لاگرانژ تابع از می بایست

▽W ℓ(W , wo, α)|W∗,w∗
٠ ,α∗ = ٠ ⇒

∂ℓ(W , w٠, α)

∂W ٠
|W∗,w∗

٠ ,α∗ = ٠, α∗
n > ٠

شروط به توجه با كه

yn(W
∗T

y + w
∗
٠ ) ≥ ١, n = ١ . . . , N, α

∗
i (١ − yn(W

∗⊤
y + w

∗
٠ ))︸ ︷︷ ︸

gi(x
∗)

= ٠

می افتد، اتفاق زمان دو در α∗
i (١ − yn(W

∗⊤y + w∗
٠ ))︸ ︷︷ ︸

gi(x∗)

= ٠ برابری

شرایط به توجه با صورت این در كه باشد صفر برابر α∗
i که زمانی

اگر لذا و می گیرد، قرار حاشیه طرف دو در داده ها ،gi(x∗) ≤ ٠

لذا و گرفته قرار حاشیه روی داده ها آنگاه ،αi > ٠ و gi(x
∗) = ٠

که شود شامل را αiهایی فقط که نوشت صورتی به را W می توان

دسته بندی یعنی می شود، صفر قسمت ها بقیه در زیرا هستند، مثبت

شده است: انجام به درستی

W =
∑
αn>٠

αnynxn

بردار ماشین های است، صفر از بزرگ تر آن ها αi مقدار که نقاطی به

صفر از بزرگ تر آن ها αi که داده هایی اکنون می گوییم. (SVM) پشتیبان

مقدار می شود. محاسبه W =
∑

αnynxn مقدار و کرده جدا را هستند

طبقه بندی ها مرز انتخاب برای همچنین و است w٠ = yn −W⊤xn

داریم:

ŷ = sign(w٠ +W⊤x) = sign(yi −
∑
αn≥٠

αnynx
⊤
n x+

∑
αn≥٠

αnynx
⊤
n xn)

خارج در داده ها که است زمانی به مربوط شد، گفته که مطالبی تمام

می توان مدل در انعطاف پذیری با بگیرند. قرار آن روی یا و حاشیه

باشد. مناسب تر دسته بندی تا داد قرار حاشیه درون را داده ها از تعدادی

نوشت: می توان بگیرند، قرار حاشیه درون داده ها هنگامی که

yn(W
⊤xn + w٠) ≥ ١ − ξn, ξn > ٠ (١۵)

داده ها اگر پس است، حاشیه خط تا داده هر فاصله  ξn آن در به طوری که

دیگر حالت یک اکنون است. ξn = ٠ آنگاه شوند دسته بندی درست

حالت این در گیرند. قرار حاشیه داخل داده ها كه آید پیش است ممكن

رساند. حداقل به هم را ξnها مجموع می توان گفته شده، مراحل بر علاوه

داریم: بهینه سازی انجام برای پس

min
١
٢
∥W ∥+ c

n=N∑
n=١

ξn, s.t. yn(W
Txn + w٠) ≥ ١ − ξn,

n = ١, . . . , N, ξn ≥ ٠

داریم: لاگرانژ تابع به توجه با

ℓ(W , w٠, ξ, α, β) =
١
٢
∥W ∥٢ + C

N∑
n=١

ξn+

N∑
n=١

αn(١ − ξn − yn(W
Txn + w٠))−

N∑
n=١

βnξn (١۶)

ضرایب و کمینه را W , w٠, ξ مقادیر باید گفته شد آنچه به توجه با

کرد. بیشینه را لاگرانژ

پشتیبان بردار رگرسیون ۴

در اما هستند قوی بسیار طبقه بندی در پشتیبان بردار ماشین های

حالت یک پشتیبان بردار رگرسیون نیستند. شده شناخته  رگرسیون

گسسته مقادیر گرفتن جای به که است پشتیبان بردار ماشین های از

ماشین های در می گیرد. پیوسته مقادیر پاسخ، متغیرهای در ١ و −١

خط گیرد، قرار حاشیه درون کمتری داده تعداد چه هر پشتیبان بردار

نظر در با پشتیبان بردار رگرسیون در اما است، مناسب تر جداکننده

بگیرد، قرار حاشیه درون بیشتری داده تعداد هرچه حاشیه ها، گرفتن

داده های روی مدل ساخت هدف بخش این در می باشد. مناسب تر مدل

پاسخ متغیر که است پشتیبان بردار رگرسیون از استفاده با {xk, yk}Nk=١

است. پیوسته آن

یک کردن اضافه با الاستیک شبکه ی و لاسو و ستیغی رگرسیون های

کاهش یا و پیچیدگی رساندن حداقل به باهدف اضافی تاوان پارامتر

انجام را مدل سازی نهایی، مدل در مورداستفاده ویژگی های تعداد

کمینه نیست قرار خطا پشتیبان بردار رگرسیون روش در اما می دهند،

داد تغییر را خطا بتوان که دارد وجود انعطاف پذیری این بلکه شود

اعتبارسنجی توسط بهینه خطای انتخاب شود. کاراتر نهایی مدل تا

زیر به صورت پشتیبان بردار رگرسیون مدل می آید. دست به متقابل

می شود: تعریف

f(x,W ) = W⊤x+ b (١٧)

در تا می شود تعریف ϵ آستانه خطای یک مدل نهایی، به دستیابی برای

برسد: مقدار کمترین به زیر معادله ی

|y − f(x,W )|ϵ =


٠, |y − f(x,W )| ≤ ϵ

|y − f(x,W )| − ϵ, o.w

(١٨)
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داریم: ∥W ∥ به توجه با و R تعریف با اکنون

R =
١
٢
∥W ∥٢ + c

(
N∑
i=١

|yi − f(xi,W )|ϵ

)

(١٩) با معادله به تبدیل بالا معادله ی ξ∗ و ξ متغیر تعریف با حال

می شود: زیر شروط

(W⊤xi + b)− yi ≤ ϵ+ ξi, yi − (W⊤xi + b) ≤ ϵ+ ξ∗i ,

ξi, ξ
∗
i ≥ ٠,

بنابراین

R =
١
٢
∥W ∥٢ + c

N∑
i=١

(ξi + ξ∗i ) (١٩)

رگرسیون مدل در خطی مرز وجود عدم ١ .۴
آن حل و پشتیبان بردار

فضایی به را داده ها باید نداشته باشد، وجود داده ها بین خطی مرز اگر

همه ی  در کرد. پیدا خطی مرز داده ها برای فضا آن در و برده جدید

وارد همه دا ده ها چون اما کرد، تبدیل Φ(x) به را x باید فوق مسائل

بسیار Φ(x)Φ(x)⊤ داخلی ضرب محاسبه ی لذا می شوند، جدید فضای

اینکه بدون را داده ها تا می شود معرفی راهی بنابراین است، طولانی

از یکی کرد. حساب بتوان را داخلی ضرب داد، تغییر جدید فضای به

خواهیم آن معرفی به ادامه در كه است هسته ترفند  از استفاده راه ها این

پرداخت.

ماشین یادگیری در معروف هسته های ١. ١ .۴

از: عبارت اند پشتیبان یادگیری ماشین های معروف هسته چهار

داخلی حاصل ضرب که است هسته تابع ساده ترین خطی، هسته •

می باشد. c اختیاری ثابت مقدار یک به علاوه < x, y >

k(x, y) = x⊤y + c

این از استفاده  کرد، جدا هم از خط یک با بتوان را داده ها اگر

می باشد. سودمند روش

آموزش داده های کلیه که زمانی هسته این چندجمله ای، هسته •

به صورت آن تابعی شكل می کند. عمل مناسب تر شده اند، نرمال

می باشد: زیر

k(x, y) = (αx⊤y + c)d

انتخاب قابل d چندجمله ای درجه ی و α و c پارامترهای آن در که

است. تنظیم و

هسته تابع شكل که است شعاعی تابع از نمونه ای گوسی، هسته •

است: زیر به صورت آن

k(x, y) = exp

(
∥x− y∥٢

٢σ٢

)
دارد، هسته تابع در عمده ای نقش σ تنظیم قابل پارامتر آن در که

خطی تقریباً رفتاری تعیین شود، بزرگ بیش ازحد اگر به طوری که

رفتار دادن دست از به شروع آن اساس بر پیش بینی و داده نشان

گردد، تعیین کوچک بیش ازحد اگر کرد. خواهد خود غیرخطی

داده های در اختلال مورد در تصمیم گیری مرز و تنظیم فاقد تابع

بود. خواهد حساس بسیار آموزش

شناخته پرسپترون چندلایه هسته به عنوان سیگمویید، هسته •

و می آید عصبی شبکه ی قسمت از سیگمویید هسته می شود.

تابعی به عنوان اغلب است، دوقطبی سیگموئید تابع که جایی

آن هسته می شود. استفاده مصنوعی نورون های فعال سازی از

می باشد: زیر به صورت

k(x, y) = tanh(αx⊤y + c)

که دارد وجود سیگمویید هسته در تنظیم قابل پارامتر دو

گفته آنچه بر بنا .c مبدأ از عرض و α شیب از عبارت اند

توابع به مدل ساخت برای پشتیبان بردار رگرسیون تکنیک شد،

توجه با هسته کدام اینکه انتخاب طرفی از است. متکی هسته

است دشوار دارد، بهتری عملکرد و بوده مناسب  تر داده کدام به

دارد. بهینه سازی مسائل حل به نیاز و

کاسبرگ عرض و طول متغیرهای شامل ۶ زنبق گل داده های .١ .۴ مثال

آن در که است نمونه ای ۵٠ کلاس سه شامل است که زنبق گل گلبرگ و

توسط زنبق گل داده های دارد. اشاره زنبق گیاه نوع یک به کلاس هر

این مدل سازی و تحلیل نتایج شد. معرفی ١٩٣۶ سال در فیشر رانلد

را متفاوت هسته های با پشتیبان بردار رگرسیون تكنیك توسط داده ها

کرد. مشاهده ١ شکل در می توان

6Iris Flower Data Set



همکاران۶۶ و روحی آرتا رگرسیونی تحلیل روش های

داده های طبقه بندی نمودار چپ، سمت بالا نمودار پشتیبان، بردار رگرسیون هسته چهار با زنبق گل داده های طبقه بندی :١ شکل

پایین نمودار و سیگمویید هسته با چپ سمت پایین نمودار خطی، هسته با راست، سمت بالا نمودار چندجمله ای، هسته با مذکور

می باشد. شعاعی هسته با راست سمت

طیف سنجی داده های مدل سازی ۵

لاسو، تاوان  های با اصلی مؤلفه های رگرسیون بررسی به بخش این در

چهار با پشتیبان بردار رگرسیون با آن مقایسه و دوم مشتق و ستیغی

نرم افزار در تحلیل ها کلیه قسمت این در می شود. پرداخته متفاوت هسته

نرم افزار در fda.usc بسته از طیف سنجی داده های است. شده انجام R

است نزدیک مادون قرمز جذب طیف ١٠٠ شامل است. شده اقتباس R

گوشت تیکه های برای پروتئین و چربی رطوبت، مقدار پیش بینی برای که

خوراک و غذا آنالیز اساس بر داده ها این می شود. استفاده شده خرد

نانومتر طول موج١٠۵٠−٨۵٠ محدوده در که می باشد، Tecator Infratec

اطلاعات (برای است. چربی محتوای پیش بینی هدف می کند. کار

برای تابعی مدل .([٩] کرد مراجعه همکاران و فراتی به می توان بیشتر

می شود: نوشته زیر به صورت مذکور داده های

Fat = β٠(t) +

١٠٠∑
i=١

βi(t)Xi(t) (٢٠)

و خالص گوشت قسمت هر در موجود چربی میزان Fat فوق مدل در

-٨۵٠ طول موج با مادون قرمز امواج توسط ثبت شده اطلاعات Xi(t)

از استفاده با می باشد. کانال طیف ١٠٠ برابر t و می باشد ١٠۵٠ 

آزمون و آموزش گروه دو به داده ها تاخورده، ۵ متقابل اعتبارسنجی

از که را تابعی اصلی مؤلفۀ رگرسیون مدل می توان اکنون تقسیم شده اند.

نوشت: زیر به صورت به دست آمده، متقابل سنجی اعتبار

Fat =
∑
j

αj(t)PCj(t) (٢١)

توضیحی متغیر های تابعی اصلی مؤلفه PCj(t) فوق مدل در به طوری که

نرم افزار fda.usc بسته در fregre.pc دستور از استفاده با كه می باشد

از استفاده با هستند. مربوطه ضرایب αj(t)ها و است قابل محاسبه R

مدل سازی می توان مدل، در بیشتر تأثیر به توجه با اول اصلی مؤلفۀ سه

داد. انجام را
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ستیغی، تاوان با اصلی مؤلفۀ رگرسیون مدل دوم: ردیف نمودار ، تاوان بدون اصلی مؤلفۀ رگرسیون مدل اول: ردیف نمودار :٢ شکل

مقابل در واقعی مقادیر پراکنش چپ: سمت نمودار که می باشد دوم مشتق تاوان با اصلی مؤلفۀ رگرسیون مدل سوم: ردیف نمودار

در باقیمانده ها قدرمطلق ریشه راست: سمت نمودار و شده برازش مقادیر مقابل در باقیمانده ها وسط: نمودار شده، برازش مقادیر

شده. برازش مقادیر مقابل

سه برای شده برازش مقادیر با استاندارد باقیمانده و باقیمانده

٢ شکل در می توان را ستیغی) و دوم مشتق تاوان ، تاوان (بدون مدل

مناسب ستیغی تاوان با مدل در همبستگی مجذور عدد کرد، مشاهده

که است ده مثبت تا ده منفی بین داده ها باقیمانده تغییرات بازه و بوده

است. مناسب تر دیگر مدل دو به نسبت

می شود. پرداخته فوق مدل های در تابعی ضرایب برآورد بررسی به اکنون

بدون مدل تابعی ضرایب برآورد چپ سمت بالا نمودار ٣ شکل به توجه با

آن منحنی طول و نیست هموار بقیه به نسبت آن نمودار که است تاوان

نمودار راست، سمت بالا نمودار ٣ شکل در و است بیشتر بقیه به نسبت

است اصلی مؤلفۀ سه اساس بر ستیغی تاوان با تابعی ضرایب برآورد

چپ سمت پایین نمودار می باشد. تاوان بدون از هموارتر آن منحنی که

ستیغی تاوان همانند دوم، مشتق تاوان با تابعی ضرایب برآورد ٣ شکل

نمودار و دارد مناسب تری عملکرد بازه انتهای و ابتدا در فقط می باشد

رگرسیون مدل برای تابعی ضرایب برآورد ٣ شکل راست سمت پایین

آن منحنی طول و هموارتر منحنی که است لاسو تاوان با اصلی مؤلفه

آزمون داده های حال است. مناسب تر آن نتایج و می باشد کمتر بقیه از

مدل یعنی مدل چهار از یکی انتخاب به سپس و بررسی مدل ها در را

لاسو و ستیغی تاوان با مدل و دوم مشتق تاوان با مدل ، تاوان بدون

برازش مقادیر شده رسم نمودارهای ۴ شکل در می توان می شود. پرداخته

نتایج کرد. مشاهده را آزمون داده های برای واقعی مقادیر مقابل در شده



همکاران۶٨ و روحی آرتا رگرسیونی تحلیل روش های

متفاوت تاوان های با تابعی ضرایب برآورد نمودار :٣ شکل

مدل کم خیلی اختلاف با که است آن گویای ١ جدول در به دست آمده

همبستگی مجذور عدد به توجه با لاسو تاوان با اصلی مؤلفۀ رگرسیون

میانگین و ۴٫۵٧٩١۵٧ خطا دوم توان میانگین و بالاتر که ٠٫٩۴۴٣٠٩۶

به نسبت پایین تر عددی که ٠٫٢٧٩۴٢٨٨ مطلق خطای درصد انحراف

ستیغی تاوان ، تاوان بدون اصلی مؤلفۀ تابعی رگرسیون مدل سه نتایج

لاسو تاوان با تابعی اصلی مؤلفۀ رگرسیون مدل می باشد دوم مشتق و

اکنون است. کرده عمل مدل  این در تاوان ها سایر به نسبت مناسب تر

برآورد به متفاوت هسته چهار با پشتیبان بردار رگرسیون از استفاده با

داده برای پشتیبان بردار رگرسیون مدل می شود. پرداخته چربی داده های

نوشت: می توان زیر به صورت طیف سنجی

Fat = WX + ϵ (٢٢)

داده ١٠٠ تعداد X ماتریس می باشد، چربی داده Fat بالا مدل در

رگرسیون مدل ضرایب W و می باشد مادون قرمز جذب طیف ٢١۵ در

بردار رگرسیون از استفاده با به دست آمده نتایج می باشد. پشتیبان بردار

٩٣ تعداد و ϵ = ٠٫١ و γ = ٠٫١ پارامترهای با خطی هسته پشتیبان،

داده  نشان خود از آزمون داده های برای مناسب برآوردی پشتیبان بردار

شده برازش مقادیر مقابل در واقعی مقادیر رسم بیانگر ۵ شکل است.

داده ها پراکندگی دیگر هسته  های با مقایسه در خطی هسته می باشد.

است. بیشتر آبی رنگ خط چین  حوالی

سنجی اعتبار توسط بهینه خطای آوردن دست به و خطا میزان تغییر با

برای به دست آمده عدد است . شده داده نمایش ۶ شکل در که متقابل

کرد. تغییر ٠٫٩٧٨١٠٠۴ عدد به همبستگی مقدار آزمون می باشد. ٠٫٢ خطا

بیانگر که کرد مشاهده ٧ شکل در می توان را انتخاب شده مدل نتایج

با آزمون، داده های برای واقعی مقادیر مقابل در شده برازش مقادیر

که پشتیبان بردار متغیر های شدن مشخص با و ٠٫٢ خطای و خطی هسته

پشتیبان بردار رگرسیون مدل های بین مقایسه می باشد. ۴۴ آن ها تعداد

نتایج است، مشخص ١ جدول در که همان طور متفاوت، هسته های با

می باشد. هسته ها بقیه به نسبت مناسب تر تعمیم یافته خطی هسته با
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بالا نمودار ، تاوان بدون چپ سمت بالا نمودار که آزمون داده های برای واقعی مقادیر مقابل در شده برازش مقادیر نمودار :۴ شکل

می باشد. لاسو تاوان با راست سمت پایین نمودار و دوم مشتق تاوان با چپ سمت پایین نمودار ستیغی، تاوان با راست سمت

پشتیبان بردار رگرسیون چپ سمت بالا نمودار که آزمون داده های برای واقعی مقادیر مقابل در شده برازش مقادیر نمودار :۵ شکل

سمت پایین نمودار و سیگموئید هسته با چپ سمت پایین نمودار شعاعی، هسته با راست سمت بالا نمودار چندجمله ای، هسته با

می باشد. خطی هسته با راست



همکاران٧٠ و روحی آرتا رگرسیونی تحلیل روش های

است. بهینه خطای مقدار نشان دهنده مشخص شده کمینه مقدار :۶ شکل

دایره های ،٠٫٢ خطای و خطی هسته با پشتیبان بردار رگرسیون مدل برای شده برازش مقادیر مقابل در واقعی مقادیر رسم :٧ شکل

است. پشتیبان بردار متغیرهای نشان دهنده سبزرنگ
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پشتیبان بردار رگرسیون و تابعی اصلی مؤلفه رگرسیون مدل های بین مقایسه جدول :١ جدول

مطلق خطای درصد انحراف میانگین خطا دوم توان میانگین همبستگی مجذور معیار

٠٫۴٣٠٩ ٩٫۵٨٠ ٠٫۶٨١ تاوان بدون تابعی اصلی مؤلفۀ رگرسیون

٠٫٧٨۵ ۴٫٧٣٢ ٠٫٩٣٢ دوم مشتق تاوان با تابعی اصلی مؤلفۀ رگرسیون

٠٫٧٧٨ ۴٫٧٣٢ ٠٫٩٣٢ ستیغی تاوان با تابعی اصلی مؤلفۀ رگرسیون

٠٫٢٧٩ ۴٫۵٧٩ ٠٫٩۴۴ لاسو تاوان با تابعی اصلی مؤلفۀ رگرسیون

٠٫١۵٢ ٢٫٨٠٧ ٠٫٩٧٨ خطی هسته با پشتیبان بردار رگرسیون

٠٫۶۶٢ ١٢٫۶۵٨ ٠٫٣٣٠ چندجمله ای هسته با پشتیبان بردار رگرسیون

٠٫٩٧٨ ٧۶٫٢٨١ ٠٫٠١٣ سیگمویید هسته با پشتیبان بردار رگرسیون

٠٫۴١٩ ٩٫٩٧۶ ٠٫۶٣٧ گوسی هسته با پشتیبان بردار رگرسیون

نتیجه گیری و بحث ۶

و تابعی اصلی مؤلفه رگرسیون مدل دو تعریف با ابتدا در مقاله، این در

طیف سنجی داده  های تحلیل و بررسی به سپس پشتیبان بردار رگرسیون

از استفاده با است، مشخص ١ جدول در که همان طور پرداخته شد.

انحراف میانگین و خطا دوم توان میانگین همبستگی، مجذور معیارهای

در که شد؛ پرداخته موجود مدل های بین مقایسه به مطلق خطای درصد

تاوان های با و تاوان بدون تابعی اصلی مؤلفۀ رگرسیون مدل های بین

خطی، هسته های با پشتیبان بردار رگرسیون و لاسو و ستیغی دوم، مشتق

هسته با پشتیبان بردار رگرسیون مدل گوسی، و سیگمویید چندجمله ای،

بقیه بین مقدار بالاترین که ٠٫٩٧٨ همبستگی مجذور مقدار با که خطی

مطلق خطای درصد میانگین و خطا دوم توان میانگین است. مدل ها

مابقی بین مقدار کمترین که ٠٫١۵٢ و ٢٫٨٠٧ با برابر ترتیب به مدل این در

مذکور مدل های با مقایسه در را عملکرد بهترین نتیجه در است. مدل ها

است. داده نشان خود از

تشکر و تقدیر

داوران، ارزنده پیشنهاد های از را تشکر و قدردانی کمال مقاله نویسندگان

کیفی سطح افزایش و بهتر ارائه باعث که مجله محترم ویراستار و سردبیر

دارند. است، شده مقاله
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Functional principal component regression versus support vector regression for the analysis of spectroscopic data

Arta Rouhi1, Fatemeh Jahadi2 and Mahdi Roozbeh3

Abstract:

The most popular technique for functional data analysis is the functional principal component approach, which is also an

important tool for dimension reduction. Support vector regression is branch of machine learning and strong tool for data

analysis. In this paper by using the method of functional principal component regression based on the second derivative

penalty, ridge and lasso and support vector regression with four kernels (linear, polynomial, sigmoid and radial) in spectro-

scopic data, the dependent variable on the predictor variables was modeled. According to the obtained results, based on the

proposed criteria for evaluating the goodness of fit, support vector regression with linear kernel and error equal to 0.2 has

had the most appropriate fit to the data set.

Keywords: Functional data analysis, Functional regression, Machine learning, Principal component regression, Support

vector regression.
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