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یده: چ
فضایی همبستگ مدل ها این در م شود. استفاده فضایی تعمیم یافته خط آمیخته مدل های گسسته، فضایی پاس های مدل بندی برای

نرمال توزیع دارای پنهان متغیرهای که م شود فرض سادگ برای معمولا م شود. مدل وارد فضایی پنهان متغیرهای به صورت داده ها

گاوس چوله تصادف میدان با پنهان متغیرهای مقاله این در است. تأثیرگذار نتایج دقت روی بر فرض این بودن نادرست که هستند

برآورد آوردن دست به برای جدید وریتم ال ی م باشد. گاوس تصادف میدان از انعطاف پذیرتر و بزرگ تر که م شوند مدل بندی بسته

وریتم ال نوع و امیدریاض بیشینه سازی وریتم ال مبنای بر معرف شده ویتم ال اساس م شود. معرف پارامترها درستنمایی ماکسیمم

م شود. بررس شبیه سازی مثال ی در معرف شده وریتم ال سرعت و کارایی است. همیلتون مونت کارلویی

بسته. گاوس چوله تصادف میدان ، همیلتون مونت کارلوی وریتم ال فضایی، تعمیم یافته خط آمیخته مدل های کلیدی: واژه های

مقدمه ١

پنهان متغیرهای معمولا فضایی تعمیم یافته خط آمیخته مدل های در

پاس متغیرهای و گاوس تصادف میدان با را مدل در موجود فضایی

توزیع های خانواده با م شوند فرض ناگاوس و رسته ای که فضایی

پذیره های از پنهان متغیرهای بودن نرمال م نمایند. مدل بندی نمایی

کارهای به م توان به عنوان مثال که است مدل ها این روی بر معمول

نمود. اشاره [٣۵] ،[٣١] ،[٣۶] ،[٨] ،[٧]

پنهان متغیرهای وجود و پاس متغیرهای بودن ناگاوس دلیل به

به مدل ها این در درستنمایی ماکسیمم برآورد آوردن دست  به مدل، در

ان پذیر ام به راحت درستنمایی تابع برای بسته ل ش وجود عدم دلیل

در زیادی تحقیقات کارهای تاکنون دلیل همین به و نم باشد

ارائه شده اند. رهیافت هایی ل مش این حل برای و انجام زمینه این

و امیدریاض بیشینه سازی وریتم ال اساس بر وریتم ال ی [٣۶]

مبنای بر [۶] و [۵] نمود. معرف مونت کارلویی نمونه های تولید

دست به برای جدید رهیافت ی داده ها همسانه سازی وریتم ال

[١٧] و [١۶] کردند. پیشنهاد درستنمایی ماکسیمم برآورد آوردن

دوبه دویی درستنمایی ، امیدریاض بیشینه سازی وریتم ال ترکیب با

پیرامون استنباط برای وریتم هایی ال همسای های از استفاده و

کارهای از نمودند. ارائه فضایی تعمیم یافته خط آمیخته مدل های

به صورت پنهان متغیرهای گرفتن نظر در با که ر دی تحقیقات

و [٣٣] ،[٣٢] به م توان پرداختند مدل ها این تحلیل به نرمال

خط آمیخته مدل های لات مش از ر دی ی نمود. اشاره [١٠]

است مدل در فضایی پنهان متغیرهای وجود فضایی تعمیم یافته

تصادف میدان از گاوس توزیع خوب خواص و سادگ برای که

بررس عمل در م شود. استفاده متغیرها این مدل بندی برای گاوس

در و نیست ان پذیر ام پنهان متغیرهای بودن نرمال فرض برقراری

دقت از ویی ها پیش و برآوردها بودن نرمال برقراری عدم صورت

و است انعطاف پذیر که توزیع هایی از ی نیست. برخوردار کاف

توزیع بار اولین است. نرمال چوله توزیع خانواده نرمال، توزیع شامل

مفصل تر به طور [٣] و [۴] همچنین نمود. معرف [٢] را نرمال چوله

آن خواص و متغیره چند نرمال چوله توزیع خانواده مطالعه ی به

توزیع خواص برخ برقراری عدم و لات مش به توجه با پرداختند.

را بسته نرمال چوله نام به بزرگ تر توزیع خانواده ی [٩] گاوس

م باشد نرمال و نرمال چوله توزیع خانواده شامل که نمودند معرف

،[١٢] ،[٩] ،[١٣] ،[١١] ) است، خوبی بسیار خواص دارای و

چوله تصادف میدان [٢٠] بار اولین فضایی مطالعات در .([٢۶]

فضایی مدل های برای [٢٩] و [٢٢] ،[٢١] نمود. معرف را گاوس

همچنین کردند. معرف را بسته گاوس چوله تصادف میدان چوله

که دادند پیشنهاد [٣۴] و [١] غیرخط رگرسیون مدل های در

شود. مدل بندی نرمال چوله توزیع با مدل ها این در تصادف خطاهای

چوله توزیع به صورت را خطاها فضایی رگرسیون مدل های در [٢٣]

مدل های در [١٩] و [١٨] ،[١۵] ،[١۴] گرفتند. نظر در بسته نرمال

بسته نرمال چوله توزیع از استفاده فضایی تعمیم یافته خط آمیخته
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کریم٣٨ امید و حسین فاطمه چوله فضایی تعمیم یافته خط آمیخته مدل های درستنمایی برآورد

منابع اکثر در کردند. پیشنهاد را فضایی پنهان متغیرهای برای

متروپلیس مثل وریتم هایی ال از نمونه تولید برای بالا در اشاره شده

مدل های در درستنمایی تابع چون است. استفاده شده هاستینگس

وریتم  هایی است،ال پیچیده بسیار فضایی تعمیم یافته خط آمیخته

را هم به سخت زنجیر گاه و زمان بر هاستینگس متروپلیس مثل

پیچیده مدل های در که کردند پیشنهاد [٢٨] و [٢٧] م شود.

وریتم های ال از استفاده به جای است بهتر بالا بعد با داده  و

بر که همیلتون مونت کارلوی ویتم ال از هاستینگس متروپلیس

کاهش راستای در شود. استفاده است، همیلتون معادلات اساس

روش های از استفاده [٣٨] و [٣٧] بزرگ داده های در محاسبات زمان

این ارائه از هدف دادند. قرار موردبررس را همیلتون مونت کارلوی

محاسبات، زمان کاهش و برآوردها دقت افزایش راستای در مقاله

متغیرهای مدل بندی برای بسته گاوس چوله تصادف میدان از

دست به برای مدل معرف از پس و م شود استفاده فضایی پنهان

جدید وریتم ال دو پارامترها درستنمایی ماکسیمم برآورد آوردن

و همیلتون مونت کارلویی امیدریاض بیشینه سازی وریتم ال نام به

و م شوند معرف مونت کارلویی امیدریاض بیشینه سازی وریتم ال

به مقاله ساختار م گیرند. قرار مقایسه مورد شبیه سازی مثال ی در

تعمیم یافته خط آمیخته مدل های دوم بخش در که است صورت این

چوله تصادف میدان و بسته نرمال چوله پنهان متغیرهای با فضایی

در م شوند. معرف است، استفاده شده مقاله این در که بسته گاوس

مونت کارلویی امیدریاض بیشینه سازی وریتم ال دو چهارم بخش

ارائه مونت کارلویی امیدریاض بیشینه سازی وریتم ال و همیلتون

موردمطالعه پنجم بخش در شبیه سازی مثال ی نهایت در م گردد.

است. قرارگرفته

تعمیم یافته خط آمیخته مدل های ٢

چوله فضایی

تصادف میدان سپس و بسته نرمال چوله توزیع ابتدا بخش این در

در م گردد. ارائه آن خواص برخ و بیان [٢٩] بسته گاوس چوله

پنهان متغیرهای با فضایی تعمیم یافته خط آمیخته مدل های نهایت

م شوند. معرف بسته نرمال چوله

بسته گاوس نرمال چوله توزیع ٢. ١

متغیره چند بسته نرمال چوله توزیع دارای x بعدی n تصادف بردار

به صورت آن ال چ تابع اگر است ∆ و ν ،Γ ،Σ ،µ پارامترهای با

fn,q(x|µ,Σ,Γ,ν, ,∆) = kϕn(x;µ,Σ)

× Φq(Γ(x− µ);ν,∆), (١)

پارامتر بردار µ ،k = [Φq(٠;ν,∆ + ΓΣΓ⊤)]−١ آن در که باشد،

عناصر مقیاس، ماتریس Σ مثبت معین n × n ماتریس ان، م

Φq(Γ(x − µ);ν,∆) هستند. چول پارامترهای Γq×n ماتریس

ماتریس و ν میانگین بردار با نرمال متغیره q تجمع توزیع تابع

به صورت توزیع این خلاصه به طور است. ∆ کوواریانس واریانس

،q = ١ برای م شود. داده نمایش CSNn,q(µ,Σ,Γ,ν,∆),

همان بسته نرمال چوله ال چ تابع Γ = γ⊤Σ− ١
٢ و ∆ = ١ ،ν = ٠

صفر ماتریس Γ وقت شد. خواهد نرمال چوله توزیع ال چ تابع

مرتبه ی گشتاور م شود. حاصل نرمال ال چ تابع شود، تعریف

به صورت بسته نرمال چوله توزیع اول

E(X) = µ+ΣΓ⊤Ψ, (٢)

برای است. Ψ =
Φ∗

q (٠;ν,∆+ΓΣΓ⊤
)

Φq(٠;ν,∆+ΓΣΓ⊤
)

آن در که م آید دست به

،Ω مثبت معین ماتریس

Φ∗
q(s;ν,Ω) = [∇sΦq(s;ν,Ω)]⊤,

چوله توزیع واریانس م باشد. ∇s = ( ∂
∂s١

, · · · , ∂
∂sq

)⊤ آن در که

به صورت بسته نرمال

Var(X) = E(XX⊤)− (E(X))(E(X))⊤,

= Σ+ΣΓ⊤ΛΓΣ−ΣΓ⊤ΨΨ⊤ΓΣ (٣)

Φ∗∗
q (s;ν,Ω) = و Λ =

Φ∗∗
q (٠;ν,∆+ΓΣΓ⊤

)

Φq(٠;ν,∆+ΓΣΓ⊤
)

آن در که است،

م شوند. تعریف ∇s∇⊤
s Φq(s;ν,Ω)

بسته گاوس چوله تصادف میدان ٢. ٢

کرد: تعریف زیر به صورت را بسته گاوس چوله تصادف میدان [٢٩]

U(s) = {(U١(s), U٢(s))
⊤, s ∈ کنید فرض .٢. ١ تعریف

U ٢ = و باشد متغیره دو گاوس تصادف میدان D ⊆ Rd}

میدان آنگاه است. متناه و ثابت q آن در که [U٢(s
′
١), · · · , U٢(s

′
q)]

{X(s) = [U١(s)|U ٢ ≤ ٠}, به صورت بسته گاوس چوله تصادف

X = ،(s١, · · · , sn) متناه مجموعه هر برای اگر م شود، تعریف

باشد. بسته نرمال چوله توزیع دارای (X(s١), · · · , X(sn))
⊤

به اندازه ی (s′
١, · · · , s′

q) موقعیت های وقت که دادند نشان [٢٩]

باشند (s′
١, · · · , s′

n) = (s١, · · · , sn) و n = q ، دور مرزها از کاف

به صورت X برای بسته نرمال چوله توزیع ل ش گرفتن نظر در با و

CSNn,n(µ, σ
٢C,

γ

σ
In, ν١n, (١− γ٢)In), (۴)

پارامتر | γ |< ١ مقیاس، پارامتر σ٢ ان، م پارامتر µ آن در که

١n ∈ Rn و واحد ماتریس In ایستا، همبستگ ماتریس C ، چول

است. ایستا تقریباً X(s) آنگاه است، ی عناصر با برداری
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مدل ٢. ٣

تصادف میدان از تحقق ی x = (x١, · · · , xn)
⊤ کنید فرض

و D ⊆ Rn دامنه با {s١, · · · , sn} موقعیت n در بسته چوله گاوس

µ = Hβ ان م پارامتر با (۴) به صورت نرمال چوله توزیع دارای

متغیرهای شامل n × (p + ١) بعد با ماتریس H آن در که باشد،

C ماتریس برای است. رگرسیون پارامترهای بردار β و کم

همسانگرد نمایی فضایی ساختار

C(i, j) = exp(− ∥ si − sj ∥ /φ) (۵)

و si بین اقلیدس فاصله ی ∥ si − sj ∥ آن در که م شود، فرض

x ال چ تابع (١) رابطه ی از است. فضایی دامنه پارامتر φ ،sj
به صورت

f(x|η) = ϕn(x;Hβ, σ٢C)

×
∏n

i=١ Φ(
γ
σ
(xi − µi); ν, ١− γ٢)

ϕn(٠; ν١n, (١− γ٢)In + γ٢C)
, (۶)

i ،h⊤
i = (١, hi١, · · · , hip) ،µi = h⊤

i β آن در که م آید، دست به

η = (β⊤, σ, φ, ν, γ)⊤ و H کم متغیرهای ماتریس سطر امین

بردار y⊤ = (y١, · · · , yk) کنید فرض است. مدل پارامترهای بردار

k ≤ n ،{s١, · · · , sk} موقعیت های در فضایی پاس متغیرهای

پاس متغیرهای و پنهان متغیرهای پیش گویی هدف عمل در باشد.

متغیرهای است. {sk+١, · · · , sn} مشاهده بدون موقعیت های در

xobs = Ax با را پاس متغیر اندازه ی دارای موقعیت های در پنهان

،A ماتریس .A = [Ik×k | ٠k×(n−k)] آن در که م دهند، نشان

xpred م کند. تجزیه x = (xobs⊤,xpred⊤)⊤ بردار دو به را x بردار

پاس مشاهده ی فاقد موقعیت (n − k) در پنهان متغیرهای بردار

و f(y|x) ال چ تابع دارای پاس متغیرهای کنید فرض است.

نمایی توزیع خانواده ی ی از مستقل شرط به طور [٢۵] مطابق

نوشت م توان i = ١, . . . , k ،si موقعیت در بنابراین باشد.

f(yi|xi) = exp{yixi − b(xi) + c(yi)},

تعمیم یافته خط مدل های مطابق و کومولانت تابع b(xi) آن در که

است. معلوم پیوند تابع ی g(·) آن در که E(yi|xi) = g−١(xi)

درستنمایی تابع پس

L(η|y) =
∫
{

k∏
i=١

f(yi|xi)}f(x|β,θ)dx (٧)

به صورت م توان را درستنمایی تابع (۶) رابطه ی از اکنون م شود.

L(η | y) =
∫

exp{
k∑

i=١

(yixi − b(xi) + c(yi))

− ١
٢σ٢ (x−Hβ)⊤C−١(x−Hβ)}

×
∏n

i=١ Φ(
γ
σ
(xi − µ); ν, ١− γ٢)

ϕn(٠; ν١n, (١− γ٢)In + γ٢C)
dx, (٨)

برآوردهای آوردن دست به برای و ندارد بسته ای ل ش که نوشت،

و کرد استفاده معمول روش های از نم توان درستنمایی ماکسیمم

است. تکرارشونده وریتم های ال از استفاده به نیاز

پارامترها برآورد ٣

ماکسیمم برآورد آوردن دست به برای وریتم ال دو بخش این در

در معرف شده وریتم ال ابتدا م شوند. معرف پارامترها درستنمایی

هاستینگس متروپلیس مونت کارلویی نمونه های مبنای بر که [٣۶]

مدل برآورد برای را است امیدریاض بیشینه سازی وریتم ال و

جدید ویتم ال ی سپس و داده تعمیم مقاله این در معرف شده

م شود. معرف بیشتر رایی هم سرعت با

MCEMG-CSN وریتم ال

گرفته نظر در η(٠), به صورت پارامترها برای اولیه مقدار ‐١ گام

.m = ٠ شود داده قرار و L(η(٠)|y) > ٠ به طوری که شود،

نمونه: تولید مرحله ی ‐٢ گام

به با fx|y(x|y,η(m)) از x(١), . . . ,x(N) مونت کارلویی نمونه های

استخراج زیر به صورت هاستینگس متروپلیس وریتم ال بردن کار

شود.

شود. گرفته نظر در x(٠) شروع مقدار •

t = ١ : N برای •

x′
t ∼ q(· | x(t−١)) شود تولید نامزد ی

u ∼ U
[

٠, ١
]

شود تولید

r(x(t),x′
t) =

q(x(t)|x′
t)f(x′

t|η(m),y)f(y|x′
t)

q(x′
t|x(t))f(x(t)|η(m),y)f(y|x(t))

شود محاسبه

سپس u < min(r(x(t),x′
t), ١)) اگر

x(t) = x′
t

صورت این غیر در

x(t) = x(t−١)

پایان

پایان •

: امیدریاض مرحله ی ‐٣ گام

،x(١), . . . ,x(N) مونت کارلویی نمونه های بردن کار به با

شود: محاسبه E{ ∂ ln f(x|η)

∂η |y}, و E{ ∂
٢ ln f(x|η)

∂η∂η′ |y}

E
{∂٢ ln f(x|η)

∂η∂η′ |y
}
=

١
N

N∑
t=١

(∂٢ ln f(x(t)|η(m))

∂η∂η′

)
,

E
{∂ ln f(x|η)

∂η
|y
}
=

١
N

N∑
t=١

(∂ ln f(x(t)|η(m))

∂η

)
.(٩)

بیشینه سازی: مرحله ی ‐۴ گام

η(m+١) (٩) رابطه ی و رافسون نیوتن‐ وریتم ال بردن کار به با
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شود: محاسبه زیر به صورت

η(m+١) = η(m) −
[ ١
N

N∑
t=١

(∂٢ ln f(x(t)|η(m))

∂η∂η′

)]−١

[ ١
N

N∑
t=١

(∂ ln f(x(t)|η(m))

∂η

)]
,

تا و برگرد (٢) مرحله ی به .m = m + ١ شود داده قرار ‐۵ گام

شود. حاصل رایی هم

همیلتون مونت کارلوی وریتم ال ٣. ١

زنجیر مونت کارلوی روش ی همیلتون مونت کارلوی وریتم ال

تولید برای موردنظر ال چ تابع مشتق های از که است مارکوف

دینامی تقریب ی از روش این م کند. استفاده کارا نمونه های

به وسیله که م کند استفاده عددی انتگرال های اساس بر همیلتون

θ پارامتر کنید فرض م شود. اصلاح متروپولیس پذیرش مرحله

p(θ|y) پسین توزیع از نمونه تولید هدف و هستند y مشاهدات و

به وسیله r کم متغیر از همیلتون مونت کارلوی وریتم ال است.

توأم توزیع

p(r,θ) = p(r|θ)p(θ|y)

چند نرمال توزیع از اغلب که م دهد، انجام را پسین از نمونه گیری

وابسته θ پارامتر به که م شود استفاده کم ال چ به عنوان متغیره

آن در که م گیرند، نظر در r ∼ N(0,M) به صورت را آن و نیست

نمونه های کوواریانس اساس بر و است مثبت معین ماتریس ی M

توأم توزیع از استفاده با م شود. تعیین داغیدن مرحله در تولیدشده

به صورت همیلتون دینامی معادله p(r,θ)

H(r,θ) = −log p(r,θ)

= −log p(r|θ)− log p(θ|y).

= K(r|θ) + U(θ),

آن در که م شود گرفته نظر در

K(r|θ) = −log p(r|θ)

ال چ اریتم ل منف و م گویند ٢ جنبش انرژی آن به و

U(θ) = −log p(θ|y)

با جدید مرحله به وضعیت تغییر ی م نامند. نهفته٣ انرژی را

مرحله از قبل زیر مرحله دو توسط θ پارامتر کنون مقادیر از شروع

توزیع از r برای مقادیری ابتدا م گیرد. صورت متروپلیس پذیرش

اساس بر (θ, r) توأم توزیع سپس م شود. تولید r ∼ N(0,M)

معادلات و م شود ساخته r تولیدشده مقدار و θ پارامتر کنون مقدار

م یابد: تکامل زیر همیلتون

dθ

dt
= +

∂H

∂r
= +

∂K

∂r

dr

dt
= −∂H

∂θ
= −∂K

∂θ
− ∂U

∂θ
.

هدف ال چ و کم ال چ بین استقلال گرفتن نظر در با

به صورت معادلات و م شود صفر ∂K/∂θ ،p(r|θ) = p(r) یعن

م شوند: ساده زیر

dθ

dt
= +

∂K

∂r

dr

dt
= −∂U

∂θ
.

انتگرال گیری نام به همیلتون مونت کارلوی وریتم ال بعدی مرحله

عددی روش های از استفاده با مرحله این در که است ۴ جهش

مشابه م شود. فراهم همیلتون سیستم معادلات انتگرال گیری،

جهش وریتم ال این برای عددی انتگرال گیری روش های از خیل

این م شود. گرفته نظر در δ میزان به کوچ زمان فاصله های

r قبل مقدار و θ از مستقل به طور را r و θ مقادیر جهش وریتم ال

به صورت

r ← r − δ

٢
∂U

∂θ

θ ← θ + δM−١ r

r ← r − δ

٢
∂U

∂θ
(١٠)

(r∗, θ∗) مقادیر فوق معادله سه تکرار L با م کند. به روزرسان

متروپلیس پذیرش مرحله در (θ∗, r∗) مقادیر م شوند. حاصل

به صورت

min(١, exp(H(r, θ)−H(r∗, θ∗))) .

همیلتون مونت کارلوی وریتم ال اساس بر م شود. رد یا پذیرفته

ماکسیمم برآورد آوردن دست به برای جدید وریتم ال ی که

معادلات وریتم ال این در م شود. معرف پارامترها درستنمایی

استفاده متروپلیس وریتم ال در جدید نامزد تولید برای همیلتون

رایی هم به سریع تر رسیدن و سرعت افزایش باعث امر این و م شود

م شود. هاستینگس متروپلیس و گیبز نمونه گیری وریتم ال به نسبت

بیشتر توضیحات برای پسین توزیع از نمونه تولید هدف کنید فرض

شود. مراجعه [٢۴] و [٢٨] ،[٣٠] ،[٢٧] به

جنبش انرژی تابع همیلتون مونت کارلویی وریتم ال در [٢٨] مطابق
2Kinetic energy function
3Potential energy function
4 Leapfrog integrator
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تابع ،[٣٧] مطابق و م گیریم نظر در K(r) = ١
٢r

⊤r, به صورت

در هدف احتمال ال چ تابع اریتم ل منهای به صورت نهفته انرژی

ال چ تابع از نمونه گیری هدف مقاله این در م شد. گرفته نظر

است. پارامترها و پاس متغیرهای به شرط پنهان متغیرهای شرط

به صورت U(x) بنابراین

U(x) = −log f(x | y,η)

=

k∑
i=١

−log f(yi | xi,η)− log f(x | η), (١١)

م شود. تعریف

HMCEMG-CSN وریتم ال

نظر در L(η(٠)|y) > ٠ شرط با η(٠), به صورت اولیه مقدار ‐١ گام

شود. داده قرار m = ١ و گرفته

نمونه: تولید مرحله ی ‐٢ گام

به با fx|y(x|y,η(m)) از x(١), . . . ,x(N) مونت کارلوی نمونه های

شود: تولید زیر همیلتون مونت کارلوی وریتم ال بردن کار

شود. تنظیم δ گام اندازه ی (١)x؛ اولیه مقدار •

t = ١ : N برای •

(x٠, r٠) = دهید قرار r(t) ∼ N(0, I), شود تولید

(x(t), r(t))

شود: انجام گسسته سازی همیلتون پویای معادلات از

ℓ = ١ : L برای

rℓ−١ ← rℓ−١ − δ
٢∇U(xℓ−١)

xℓ ← xℓ−١ + δrℓ−١

rℓ ← rℓ−١ − δ
٢∇U(xℓ)

پایان

(x∗, r∗) = (xL, rL)

شود: انجام هاستینگس متروپلیس تصحیح

α ∼ U
[

٠, ١
]

کنید استخراج

r = exp[H(x(t), r(t))−H(x∗, r∗)] دهید قرار

سپس α < min{١, r} اگر

(x(t+١), r(t+١)) = (x∗, r∗)

صورت این غیر در

(x(t+١), r(t+١)) = (x(t), r(t))

پایان •

: امیدریاض مرحله ی ‐٣ گام

به صورت ،E{ ∂ ln f(x|η)

∂η |y} و E{ ∂
٢ ln f(x|η)

∂η∂η′ |y} امیدریاض های

شوند: برآورد زیر

E{∂
٢ ln f(x|η)
∂η∂η′ |y} = ١

N

N∑
t=١

(
∂٢ ln f(x(t)|η(m))

∂η∂η′ ),

E{∂ ln f(x|η)
∂η

|y} = ١
N

N∑
t=١

(
∂ ln f(x(t)|η(m))

∂η
).(١٢)

بیشینه سازی: مرحله ی ‐۴ گام

زیر به صورت را η(m+١) (١٢) رابطه ی و رافسون نیوتن وریتم ال از

آورید: دست به

η(m+١) = η(m) −
[ ١
N

N∑
t=١

(
∂٢ ln f(x(t)|η(m))

∂η∂η′ )
]−١

[ ١
N

N∑
t=١

(
∂ ln f(x(t)|η(m))

∂η
)
]

به برگرد رایی هم به رسیدن تا .m = m + ١ دهید قرار ‐۵ گام

شود. تکرار وریتم ال و ٢ مرحله ی

فضایی پیش گویی ۴

فضایی تعمیم یافته خط آمیخته مدل های در مهم اهداف از ی

{sk+١, · · · sn} موقعیت های در xpred پنهان، متغیرهای پیش گویی

پاس مشاهده ی فاقد موقعیت n − k در پنهان متغیرهای است.

A١ = آن در که م شود گرفته نظر در xpred = A١x به صورت

.[٠(n−k)×(n−k) | I(n−k)×k]

چوله توزیع دارای x = (xobs⊤,xpred⊤)⊤ کنید فرض .١ .۴ قضیۀ

به صورت بسته نرمال

CSNn,n(Hβ, σ٢Cθ,
γ

σ
In, ν١n, (١− γ٢)In), (١٣)

پیش گوی آنگاه باشد، نمایی توزیع خانواده ی به متعلق y | x و

n − k در xpred برای خطا دوم توان میانگین حداقل با فضایی

رابطه  ی از {sk+١, · · · sn} موقعیت

E(xpred | y,η) = µp +Cp٠C٠٠
−١

(
E(xobs | y,η)− µ٠

)
+
γ

σ
ΣpΓ١Ψp, (١۴)

آن در که م آید، دست به

Σp = σ٢(Cpp −Cp٠C٠٠
−١C٠p),

Ψp = Ψ(٠,Σp,
γ

σ
Γ١,νp, (١− γ٢)In)

νp = νIn −
γ

σ
(Γ١ + Γ٢Cp٠C٠٠

−١)(xobs − µ٠)(١۵)

Hβ افراز از Γ٢ و Γ١ C٠p, Cpp, C٠٠, µ٠, µp, ماتریس های و

م آیند: دست به زیر به صورت

Hβ =

[
µ٠

µp

]
,Cθ =

[
C٠٠ C٠p

Cp٠ Cpp

]
,
γ

σ
In =

γ

σ
(Γ١, Γ٢)

توزیع دارای x = (xobs
k×١

⊤
,xpred

(n−k)×١
⊤
)⊤ این که فرض با اثبات.

توزیع بودن بسته خاصیت طبق آنگاه باشد، (١٣) رابطه ی به صورت
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توزیع دارای xpred | xobs,η شرط سازی تحت بسته نرمال چوله

به صورت CSN

CSN ∼ (µp +Cp٠C٠٠
−١(xobs − µ٠),Σp,

γ

σ
Γ١,νp, (١− γ٢)In), (١۶)

تعریف شده اند. (١۴) رابطه ی در آن پارامترهای که است،

xpred خطا دوم توان میانگین حداقل با پیش گو آوردن دست به برای

(xpred | xobs,η) شرط امیدریاض باید (xpred | y,η) به صورت

:(٢) رابطه ی از شود. آورده دست به

E(xpred | xobs,η) = µp +Cp٠C٠٠
−١(xobs − µ٠)

+
γ

σ
ΣpΓ١

⊤Ψp.

(n−k) در xpred برای خطا دوم توان میانگین حداقل پیش گوی پس

به صورت جدید موقعیت

E(xpred | y,η) = E
(
E(xpred | xobs) | y,η

)
= E

(
µp +Cp٠C٠٠

−١(xobs − µ٠)

+
γ

σ
ΣpΓ١

⊤Ψp | y,η
)

= µp +Cp٠C٠٠
−١

(
E(xobs | y,η)− µ٠

)
+
γ

σ
ΣpΓ١

⊤Ψp, (١٧)

م آید. دست به

مقایسه ی به منظور شبیه سازی مطالعه ی ی بعد قسمت در

مدل دو در MCEMG وریتم ال و HMCEMG وریتم ال دو کارایی

بسته نرمال چوله پنهان متغیرهای با فضایی تعمیم یافته خط آمیخته

م شود. ارائه نرمال و

شبیه سازی ۵

نامنظم ه ی مشب ی به صورت و ایران کشور نقشه ی روی بر

ساختار Cφ ماتریس برای است. تولیدشده موقعیت n = ٢٠٠

گرفته شده نظر در φ همبستگ دامنه پارامتر با نمایی همسانگرد

مدل پارامترهای برای زیر مقادیر گرفتن نظر در با است.

β٠ = −٢٫۵, β١ = ٠٫٨, σ٢ = ١, φ = ۴, γ = ٠٫٩۵,

به صورت بسته نرمال چوله توزیع از پنهان متغیرهای

(x|η) ∼ CSNn,n(β٠ + β١h, σ
٢Cφ,

γ

σ
, ν١n, (١− σ٢)In),

عرض استانداردشده مقادیر بردار h آن در که شد، استخراج

پارامتر م شود. مدل وارد کم متغیر به عنوان که است جغرافیایی

شد. فرض صفر و معلوم ν

پواسن yj , j = ١, · · · , ٢٠٠ پنهان، متغیرهای به شرط پاس متغیر

به صورت

yj ∼ Poiss(pj), pj = exp(xj)

ی م شود. تکرار بار ١٠٠٠ شبیه سازی فرآیند این م شود. تولید

است. شده رسم ١ ل ش در تولیدشده داده های و موقعیت ها از نمونه

است. انجام شده متلب نرم افزار در برنامه نویس 

پایین) راست‐ جغرافیایی، عرض مقابل در y پراکنش نمودار بالا) راست‐ شبیه سازی شده: فضایی پواسن مدل از تحقق ی ل١. ش

چندک ‐ چندک بالا) چپ‐ تولیدشده پواسن پاس داده های وسط) ایران نقشه روی پیش گویی برای انتخاب شده موقعیت های

پنهان. متغیرهای هیستوگرام پایین) چپ‐ تولیدشده پنهان متغیرهای
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گاوس چوله مدل برای تولیدشده داده ی مجموعه ١٠٠٠ برای

و HMCEMG وریتم ال دو گاوس مدل و تعریف شده بسته

ارائه شده ١ جدول در خلاصه به طور نتایج م شوند. اجرا MCEMG

میانگین متوسط پارامترها همه برای که م دهد نشان نتایج است.

کوچ تر بسته گاوس چوله مدل برای پارامترها همه ی برآورد خطا

معیار انحراف برآورد، مقایسه با همچنین است. گاوس مدل از

وریتم ال نتایج دقت م رسد نظر به محاسبه شده MSE مقادیر و

وریتم ال این اجرای زمان و است بیشتر MCEMG از HMCEMG

بود. MCEMG وریتم ال از کمتر درصد ٣٢ متوسط به طور

وریتم ال دو و نرمال و چوله مدل دو پیش گویی دقت مقایسه برای

کم ترین متقابل اعتبارسنج معیارهای از MCEMG و HMCEMG

اعتبارسنج جذر و (CV-MSPE)۵پیش گویی خطای دوم توان های

CV-)۶نسبی پیش گویی خطای دوم توان های کم ترین متقابل

به صورت که شد استفاده (RRMSPE

CV-MSPE = n−١
∑

(yi − ŷ(i))
٢,

CV-RRMSPE =
√

n−١
∑
{(yi − ŷ(i))ŷ

−١
(i)}٢.

بر و م شود حذف نمونه iامین منظور این برای م شوند. تعریف

{s١, · · · , si−١, si+١, · · · , sموقعیت{٢٠٠ ١٩٩ در داده ها سایر اساس

پس م آید. دست به ŷ(i) به صورت موقعیت درiامین پیش گویی

CV-RRMSPE و CV-MSPE مقادیر موقعیت ٢٠٠ برای تکرار از

MCEMG و HMCEMG وریتم ال دو و چوله و نرمال مدل دو برای

است. ارائه شده ٢ جدول در نتایج خلاصه ی و محاسبه

خط آمیخته مدل پیش گویی دقت م شود ملاحظه که همان طور

گرفته نظر در گاوس چوله به صورت پنهان متغیرهای که تعمیم یافته

پارامترها برآورد دقت همچنین و است گاوس مدل از بیشتر شد

مونت کارلویی همیلتون وریتم ال اساس بر پیش گویی نتیجه در و

وریتم ال اجرای زمان و هاستینگس متروپلیس وریتم ال از بیشتر

است. هاستینگس متروپلیس از کمتر همیلتون

نظر در موقعیت های در پیش گویی، نقشه  ی آوردن دست به برای

پایین راست‐ نمودار ١ ل ش در که ویی پیش برای گرفته شده

نقشه نهایت در و محاسبه پیش گویی مقادیر است مشخص شده

پنهان متغیر و پاس متغیر برای پیش گویی واریانس و پیش گویی

است. شده رسم ٢ ل  ش در

پاس متغیر پایین) پنهان، متغیر بالا) پیش گویی: واریانس و پیش گویی نقشه ل٢. ش

5Cross validation mean squared prediction error
6Relative root MSPE
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تولیدشده. تایی ٢٠٠ داده ی مجموعه ١٠٠٠ ١٠٠٠× ٢٠٠ اساس بر شبیه سازی نتایج جدول١.

HMC-CSN MC-CSN

Ave. MSE Ave. Std. Ave. Es. Ave. MSE Ave. Std. Ave. Es. R. val. Par.

٠٫۶٩٠٧ ٠٫١٠٠١ −٢٫٣١٧٨ ٠٫٨١٢۵ ٠٫١٣٢١ −٢٫٢٢٣١ −٢٫۵ β٠

٠٫۴۵٨٧ ٠٫٠٩٨٨ ٠٫٩١٠٩ ٠٫۶٨٧٣ ٠٫١٠١٢ ١٫٣٠١١ ٠٫٨ β١

٠٫٢۶٠٨ ٠٫٠۴١١ ١٫٣١٠۴ ٠٫۴٨٠٩ ٠٫٠٧٣٨ ١٫۵٣٨١ ١ σ٢

٣٫١۶٣٨ ٠٫۴٨٢٠ ۴٫٠٩١٣ ٣٫٣١١١ ٠٫۵٣٣٠ ۴٫١۴٩٨ ۴ φ

٠٫٠۵٧٧ ٠٫٠١۶۵ ٠٫٨٢١١ ٠٫٠۶۶١ ٠٫٠٢٠٠ ٠٫٧٢٢١ ٠٫٩۵ γ

HMC-Normal MC-Normal

Ave. MSE Ave. Std. Ave. Es. Ave. MSE Ave. Std. Ave. Es. R. val. Par.

٠٫٩٨٩۶ ٠٫١۵٣۴ −٢٫١٢٠٧ ١٫٠٩۶۶ ٠٫١۶٣۶ −٢٫١٠٢١ −٢٫۵ β٠

٠٫٧٧٨١ ٠٫١٠١٣ ١٫۴۶٨۴۵ ٠٫٩٢١١ ٠٫١۴٨٨ ١٫۵١١١ ٠٫٨ β١

٠٫۶۶۵۵ ٠٫٠٩٢٣ ١٫۵۶۶٣ ٠٫٧٧١١ ٠٫١١٣٩ ١٫٨۶۶٧ ١ σ٢

٣٫٧٩٧٢ ١٫١۵١١٠ ۴٫٨٣٠٩ ۴٫٢۴۵٨ ١٫٣۵١٩ ۵٫٢٣٧٧ ۴ φ

پیش گویی خطای مربعات حداقل متقابل اعتبارسنج جذر و پیش گویی خطای مربعات حداقل متقابل اعتبارسنج مقادیر .٢ جدول

نسبی

پاس متغیر پنهان متغیر

CV −RRMSPE CV −MSPE CV −RRMSPE CV −MSPE وریتم مدل‐ال

٠٫٠١١٩ ١٫٧٣٠٣ ٠٫٠۴٧٣٠ ٠٫٣١٠٠ MC −N

٠٫٠٠۴١ ١٫٠٩٨۶ ٠٫٠٣٣٣ ٠٫٢٣٧٢ MC − CSN

٠٫٠٠٩٢ ١٫٣٩۶٣ ٠٫٠۴٠٠ ٠٫٢٩٨۶ HMC −N

٠٫٠٠٢٠ ٠٫٩٧٧١ ٠٫٠١٩٩ ٠٫٢٠٠۵ HMC − CSN

نتیجه گیری و بحث ۶

زیاد، پارامتر تعداد با مدل ها و بزرگ داده های برای معمولا

به راحت هاستینگس متروپلیس و گیبز مثل معمول وریتم های ال

مونت کارلوی مثل وریتم های ال از استفاده و نم شوند را هم

فضایی تعمیم یافته خط آمیخته مدل است. پیشنهادشده همیلتون

متغیرهای بودن گاوس عدم و فضایی پنهان متغیرهای وجود دلیل به

مقاله این در م باشد. آماری پیچیده مدل های از ی پاس

خط آمیخته مدل پارامترهای برآورد برای درستنمایی رهیافت از

بسته گاوس چوله و گاوس پنهان متغیرهای با فضایی تعمیم یافته

درستنمایی تابع برای بسته ل ش وجود عدم دلیل به شد. استفاده

مونت کارلوی وریتم ال ترکیب با تکرارشونده جدید وریتم ال ی

به توجه با شد. معرف امیدریاض بیشینه سازی وریتم ال و همیلتون

سرعت دارای اینکه بر علاوه معرف شده وریتم ال شبیه سازی نتایج

است. برخوردار خوبی دقت از است بالایی اجرای
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Abstract:

Spatial generalized linear mixed models are used commonly for modeling discrete spatial responses. In this models the spa-

tial correlation of the data is considered as spatial latent variables. For simplicity, it is usually assumed in these models that

spatial latent variables are normally distributed. An incorrect normality assumption may leads to inaccurate results and is

therefore erroneous. In this paper we model the spaial latent variables in a general random field, namely the closed skew

Gaussian random field which is more flexible and includes the Gaussian random field. We propose a new algorithm for

maximum likelihood estimates of the parameters. A key ingredient in our algorithm is using a Hamiltonian Monte Carlo

version of the EM algorithm. The performance of the proposed model and algorithm is presented through a simulation study.

Keywords: Spatial Generalized Linear MixedModel, Hamiltonian Monte Carlo Algorithm, Closed Skew Gaussian Random

Field.
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