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دایرهاي دادههاي بر مقدمهاي
2 سرمد مجید ،1 حاجیزاده شیما

چکیده:
یک پرواز جهت است ممکن زیستشناس یک مثال، براي هستند. جهتدار اندازهگیريها علمی، مختلف زمینههاي از بسیاري در
محاسبه روش سپس و است نشده معرفی دایرهاي دادههاي ابتدا مقاله، این در کند. اندازهگیري را حیوان یک حرکت جهت یا پرنده
دایرهاي دادههاي مسائل از بسیاري شدهاند. ارائه دایرهاي دادههاي به مربوط بالاتر گشتاورهاي و پراکندگی همچنین و جهت میانگین
در که است؛ ضروري روشها این از استفاده با مرتبط کامپیوتري نرمافزارهاي نیستند، حصول قابل ساده تقریباً تحلیلی فرمهاي در غالباً

است. شده ارائه جهتدار دادههاي مجموعه تحلیل براي Matlab و R نرمافزار در CircStats توابع بسته نوشتار، این پایان
.R ،Matlab جهت، میانگین دایرهاي، فاصله دایرهاي، دادههاي کلیدي: واژههاي

سطح روي نقاط نمایش به (شبیه زاویه دو با است ممکن بعد سه
بردارهاي صورت به آنها) جغرافیایی عرض و طول با زمین کره
واحد کره یک سطح روي نقاط صورت به یا جهت سه در واحد
بُعد، سه در جهتدار دادههاي دلیل این به شوند. داده نشان
داراي جهتدار دادههاي میشوند. نامیده کروي4 دادههاي نیز
یک عددي نمایش مثال براي هستند. فردي به منحصر ویژگیهاي
منحصر لزوماً واحد بردار یک یا زاویه صورت به بعدي دو جهت
عنوان به که چیزي انتخاب به وابسته زاویهاي مقدار از فرد به
آنچه نیست. است، شده علامتدار چرخش جهت و صفر جهت
گونهاي به است، شده گرفته نظر در 60◦ ریاضیدان یک توسط که
جهت خلاف و صفر جهت عنوان به را حقیقی شرق که است
در است. کرده اختیار مثبت جهت عنوان به را ساعت عقربههاي
را حقیقی شمال که زمینشناس یک توسط جهت، همان که حالی
به را ساعت عقربههاي جهت در حرکت و صفر جهت عنوان به
میشود، گرفته نظر در 30◦ است، کرده اختیار مثبت جهت عنوان

میشود. نامیده 5« azimuth» که

به شده داده اختصاص مقادیر براي فوق مطلب مشابه، طور به
مطمئن تا است مهم لذا است، درست نیز کروي داده مجموعه هر
مشاهدات براساس استنباطی) و توصیفی (آمار نتایج که شویم

مقدمه 1

جهتدار اندازهگیريها علمی، مختلف زمینههاي از بسیاري در
یک پرواز جهت است ممکن شناس زیست یک مثال براي هستند.
که حالی در کند، اندازهگیري را حیوان یک حرکت جهت یا پرنده
مغناطیسی قطب جهت به علاقهمند است ممکن زمینشناس یک
پرواز جهت مانند بُعد دو در است ممکن جهات، باشد. زمین
باشد. زمین مغناطیسی قطب جهت همچون بُعد سه یا پرنده یک
دادههاي عنوان به جهات روي مشاهداتی چنین از مجموعه یک
به میتوان را بعدي دو جهتهاي میشوند. منسوب جهتدار
«جهت مناسب انتخاب به توجه با شده اندازهگیري زوایاي صورت
جهت در چه چرخش»، «جهت و شروع نقطه عنوان به صفر»،
عنوان به ساعت عقربههاي جهت خلاف یا و ساعت عقربههاي
و مقدار داراي جهت یک که آنجایی از کرد. اختیار مثبت جهت
روي نقاطی صورت به راحتی به میتوان را اینها نیست، اندازه
بردارهاي صورت به یا مبدأ در متمرکز واحد دایره یک محیط
دلیل به داد. نشان میکند، متصل نقاط این به را مبدأ که واحد
بعدي دو جهات قبیل این روي مشاهدات دایرهاي، نمایش این
در جهات مشابه، طور به میشوند. نامیده نیز دایرهاي3 دادههاي

مشهد فردوسی دانشگاه اجتماعی، و اقتصادي آمار ارشد 1کارشناس
مشهد فردوسی دانشگاه آمار، گروه 2استادیار

3Circular data
4Spherical data

جغرافیایی ] 5مشخصات
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نرم وجود نیستند، حصول قابل ساده تقریباً تحلیلی شکلهاي در
است. ضروري روشها این از استفاده با مرتبط کامپیوتري افزارهاي
Matlab و R نرمافزار در CircStats بسته6 جزئیات مقاله، این در

است. شده بیان جهتدار دادههاي مجموعه تحلیل براي

ها زمینه و کاربردها 2
فیزیکی علوم در مکرّر طور به بُعد، سه یا دو در جهتدار دادههاي
زمینشناسی محیطزیست، پزشکی، زیستشناسی، چون طبیعی و
مطالعه در زیستشناسان مثال، طور به میروند. بهکار . . و.
رها تنهایی به که را پرندگان پرواز جهت پرندگان، مهاجرت
یا حرکات دیگر، برخی که حالی در میکنند. ثبت میشوند،

میکنند. ثبت را بیولوژیکی موجودات از برخی جهتگیريهاي
، [7]7 کوینگ - اسمیت خانگی کبوترهاي روي آزمایش یک در
پرنده گونه 15 شدن ناپدید زوایاي براساس زیر دادههاي مجموعه
افزایشی صورت (به آمدهاند بهدست شدهاند، رها تنهایی به که

شدهاند) مرتب

85, 135, 135, 140, 145, 150, 150,

160, 185, 200, 210, 220, 225, 270.

شدهاند. داده نشان 2 شکل در دایره روي نقاطی صورت به دادهها
از بعد لاكپشتها جهتگیري به مربوط دادههاي 1 جدول

میدهد. نشان را تخمگذاري

آزمایش در شده رها کبوترهاي شدن ناپدید زوایاي .2 شکل
کوینگ - اسمیت

به باید بنابراین نیستند. دلخواه مقادیر به وابسته و هستند شده داده
نیستند. جهتچرخش و دلخواه انتخاب به وابسته که برسیم نتایجی

چرخش جهت و مبدأ انتخاب به جهتدار دادههاي .1 شکل
است. وابسته

رو، این از ندارد، وجود مشاهدات از طبیعی بندي رتبه یا ترتیب
نه، یا است دیگر جهت یک از «بزرگتر» جهت یک آیا که این
جهت خلاف یا ساعت عقربههاي جهت در آیا که دارد بستگی
نیز و نه یا است کرده رفتار مثبت جهت عنوان به ساعت عقربههاي
رتبه بر مبتنی روشهاي که میشود باعث این است. «صفر» کجا

باشد. اجرا قابل غیر اساساً
با ملاحظهاي قابل تفاوت جهتدار دادههاي تحلیل آنجاکه از
با آماري اندازهگیریهاي و روشها دارند، خطی دادههاي تحلیل
باعث دلخواه، چرخش جهت و صفر جهت انتخاب به توجه
معمول خطی اندازهگیريهاي و روشها از بسیاري که میشود
میانگین، چون مفاهیم از بسیاري بنابراین باشند. گمراهکننده اغلب
به نیاز . . . و رگرسیون همبستگی، گشتاور، مولد تابع واریانس،
ایدههاي ترتیب، همین به دارند. دایرهاي دادههاي براي ابداع
واریانس، کرانهاي زیان، توابع نااریبی، همچون آماري استنباط
با مجدداً که دارند نیاز . . و. آزمونها از توان توابع یکنوایی
،[2] فیشر ، [6] ماردیا شوند. تعریف لازم ملاحظات با و احتیاط
از بسیاري و [5] سنگوپتا و جامالاماداکا ،[4] سارما و جامالاماداکا
زمینه در (دایرهاي) جهتدار دادههاي درباره تحقیق به دیگر افراد
رگرسیون متغیّرها، بین همبستگی به مربوط مباحث و استنباط آمار

پرداختهاند. ... و
غالباً دایرهاي، دادههاي مسائل از بسیاري راهحلهاي که آنجا از

6Package
7Schmidt-Koeing [
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براساس (r, α) صورت به یا دکارتی مختصات براساس (x, y)
نظر در یک برابر و مبدأ تا فاصله r که داد، نشان قطبی مختصات
،O مبدأ یعنی خاص، نقطه براي است. آن جهت α و میشود گرفته
نشده تعریف α (یعنی است شده داده نشان جهت بدون و r = 0

مختصات به قطبی مختصات تبدیل میدانیم که همانطور است).
میشود. انجام cos و sin مثلثاتی توابع از استفاده با دکارتی

از بگیرید. نظر در (r, α) قطبی مختصات با را P مانند نقطه یک
میآید: بهدست زیر صورت به P نقطه دکارتی مختصات ،3 شکل

x = r. cos(α) , y = r. sin(α) (1)

به ما توجه جهتدار دادههاي تحلیل در شد، گفته که همانطور
براي را بردارها این ما بنابراین بردار، اندازه به نه است جهت
هر لذا میگیریم. نظر در (r = 1 (یعنی واحد طول به سادگی،
دیگر، عبارت به است. دایره محیط روي نقطهاي با متناظر جهت،
زاویه با فقط میتوان را واحد دایره یک محیط روي نقطه این
بگیرد، قرار واحد دایره محیط روي P نقطه اگر حال مشخصکرد.

بود: خواهد سادهتر دکارتی و قطبی مختصات بین تبدیل
(1, α) ⇐⇒ (x = cos(α), y = sin(α)) (2)

دکارتی و قطبی مختصات بین رابطه شکل3.

yi و xi چون {ui} = {(xi, yi)}, مینویسیم: که این با .1.3 تذکر
را دادههایی چنین هستند، مرتبط x2i + y2i = 1, ∀i معادله طریق از
گرفت. نظر در صفحه روي متغیره دو دادههاي صورت به نمیتوان

به میتوان نیز را بُعدي سه جهتهاي مشابه طور به .2.3 تذکر
داد: نشان معادل روش چند

مبدأ، در متمرکز واحد کره یک سطح روي نقاطی صورت به الف)

تخمگذاري از بعد لاكپشت 76 جهتگیري :1 جدول
شمال از ساعت عقربههاي جهت در شده اندازهگیري زوایاي

8 9 13 13 14 18 22 27 30 34
38 38 40 44 45 47 48 48 48 48
50 53 56 57 58 58 61 63 64 64
64 65 65 68 70 73 78 78 78 83
83 88 88 88 90 92 92 93 95 96
98 100 103 106 113 118 138 153 153 155
204 215 223 226 237 238 243 244 250 251
257 268 285 319 343 350

پزشکی در توجه جالب کاربرد یک همکاران و جامالاماداکا8[3]
ارتوپدي بیماران بهبود ارزیابی براي زانو شدن خم زاویه آن در که
را باد جهت محیطزیست در کردند. مطرح بود، شده اندازهگیري
مطالعاتی جمله از مطالعات از بسیاري در مهم عامل یک عنوان به

میگیرند. نظر در هستند، آلایندهها حامل که
ماه یک روز، یک که معلوم دوره یک با دورهاي پدیده هر همچنین
با متناظر محیط که جایی دایره روي میتواند میگویند، سال یک یا
شبانهروزي مطالعات در دیگر عبارت به شود. واقع است، دوره این
دوره یک دادن نشان براي است ممکن دایره دیگر، ریتمهاي یا
شود. واقع سیکل این در رویداد یک زمان و شود استفاده (سیکل)
روز یک طول در خون فشار یا بدن دماي که زمانی مثال، عنوان به
یک در قلبی حملات با بیماران ورود زمانهاي یا میگیرد اوج
دادن نشان براي است ممکن دایره روز. یک طول در بیمارستان
روي را هواپیما حوادث وقوع و شود نظرگرفته در سال روز 365
فصلهاي طی یکنواخت طور به آنها آیا که ببینند تا کنند ثبت آن

نه. یا شدهاند توزیع سال مختلف

توصیفی آمار 3
صورت به میتوان را جهتدار دادههاي شد، گفته قبلاً که همانطور
مکان داد. نشان (r = 1) واحد دایره محیط روي نقاطی یا زوایا
دو (با فرد به منحصر طور به میتواند دایره، روي بر جهت هر
مختصات دستگاه میتوانیم منظور این براي شود. تعیین مختصات)
را O طریق از Y و X برهم عمود محور دو و O مبدأ با دکارتی
صورت به میتوان صفحه روي را P مانند نقطه هر کنیم. استفاده

8Jammalamadaka [
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باشند شده اندازهگیري معمول روش به 300◦ و 200◦ ،160◦ ، 50◦
عقربههاي جهت خلاف در چرخش جهت و شرق در صفر (جهت
اشاره با شدهاند). داده نشان 5 شکل مثبتدر جهت عنوان به ساعت
است، دایره محیط روي غرب در نقطهاي جهت میانگین که این به

میباشد. 180◦ آنها حسابی میانگین

مبدأ انتخاب به وابسته نمونه میانگین مقدار شکل5.

محدوده در زوایایی صورت به جهت چهار همان اگر دیگر طرف از
جهت و صفر جهت همان با شوند، اندازهگیري 180◦ تا −180◦

حال میشود. 160◦ و 50◦ ،−160◦ ،−50◦ آنها مقادیر چرخش،
با مخالف که شرق، در نقطهاي یعنی است، 0◦ آنها حسابی میانگین
جهت و صفر جهت شمال، که بعدي فرض با است. قبلی میانگین
باشد، مثبت جهت عنوان به ساعت عقربههاي جهت در چرخش
که میگیرند را 290◦ و 250◦ ،140◦ مقادیر◦40، جهت چهار همان
جنوب دایره روي آن مکان و است 180◦ آنها حسابی میانگین

میدهد. نشان را حقیقی
،180◦ ◦180−تا محدوده جهتدر چهار همان اندازهگیري نتیجه در
عقربههاي جهت چرخشدر و جهتصفر عنوان به شمال با مجدداً
را شمال از ناشی حسابی میانگین مثبت، جهت عنوان به ساعت
در نقطهاي میتواند معمول حسابی میانگین لذا، میدهد. نتیجه
همان براي بین) در اي نقطه (یا جنوب یا شمال غرب، شرق،

باشد. چرخش جهت و مبدأ انتخاب به بسته دادهها،

معمولاً که حسابی، میانگین چون که است واضح فوق، مثالهاي از
جهت و انتخابجهتصفر به میشود، استفاده خطی دادههاي براي
داده مجموعه براي تمرکز معیار یک عنوان به است وابسته چرخش
یک عنوان به آن از باید رو، این از نیست. مناسب جهات از شده

شود. اجتناب جهات براي تمرکز معیار

یک. طول به (X,Y, Z) بردار یک صورت به
در .[0, π]× [0, 2π] دامنه در (α1, α2) زاویه دو از شرایطی در ب)
نامیده جغرافیایی عرض و طول زاویه دو این جغرافیایی، شرایط
با را (1, α1, α2) قطبی مختصات میتوان علاوه به میشوند.

کرد. تبدیل دکارتی مختصات به زیر رابطه از استفاده

(1, α1, α2) ⇐⇒ (x = sin(α1) cos(α2),

y = sin(α1) sin(α2), z = cos(α1))

تمرکز معیار 4
نیز برتر» «جهت اوقات گاهی که جهت میانگین تعریف منظور به
تکمُدي9 جهتدار دادههاي مجموعه به توجه با میشود، نامیده
کنیم. استفاده حسابی میانگین از میانگین محاسبه براي است ممکن
انحراف همچنین و نمونه میانگین شد، ذکر قبلاً که همانطور
جهت و انتخابجهتصفر به دیگر، بالاتر گشتاورهاي و استاندارد
نشان است، آمده زیر در که مثالی دو دارند. قوي وابستگی چرخش
توصیفی اندازهگیري عنوان به فوق تمرکز معیارهاي چرا که میدهد

هستند. نامناسب دایرهاي دادههاي براي مرکز از

جهت خلاف و شرق در صفر جهت که، این فرض با .1.4 مثال
فرض شود، اختیار مثبت جهتچرخش عنوان به ساعت عقربههاي
میانگین کنند. پرواز 345◦ و 15◦ جهات در ترتیب به پرنده دو کنید
مشاهده دو که حالی در است غرب در نقطهاي ،180◦ آنها حسابی

کنید). ملاحظه را 4 (شکل هستند شرق در نقاطی اساساً

اشتباه! به نقاط، حسابی میانگین محاسبه شکل4.

جهت چهار شامل جهتدار داده یکمجموعه فرضکنید .2.4 مثال
9Unimodal [
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داریم:

ᾱ0 = arctan∗(S/C).

(ربع- ناحیهاي چه در ،ᾱ0 برآیند، بردار جهت که این به توجه با
داریم: بگیرد، قرار ویژه)

ᾱ0 = arctan∗(S/C) =

arctan(S/C) if C > 0, S ≥ 0,

arctan(S/C) + π if C < 0,

arctan(S/C) + 2π if C ≥ 0, S < 0,

Undefined if C = 0, S = 0.

(5)

این تانژانت، معکوس «ربع-ویژه» پیچیده نسبتاً تعریف دنبال به
که طوري به است، ضروري tan(θ) = tan(θ + π) که حقیقت
arctan که میدانیم دارد. وجود شده داده θ هر براي معکوس دو
(5) تعریف که حالی در میگیرد (−π/2, π/2) در را مقادیري
روي S و C علامتهاي سبب به را فردي به منحصر معکوس
دهنده نشان ᾱ0 که میدهد نشان زیر گزاره میکند. فراهم [0, 2π)
جهت یا مبدأ انتخاب به و است دادهها از مجموعهاي براي مرکز

ندارد. بستگی چرخش
به دادهها اگر یعنی است، چرخشی10 همورداي ᾱ0 .3.4 گزاره
تغییر مقدار همان به نیز ᾱ0 مقدار شوند داده انتقال معیّن مقدار یک

میکند.
باشند. ᾱ0 جهت میانگین داراي α1, α2, ..., αn کنید فرض اثبات.
میانگین داراي (α1 + c, α2 + c, ..., αn + c) که داد نشان میتوان
جدیدي مجموعه برآیند بردار R′

0 کنید فرض است. ᾱ0+ cجهت
داریم: سپس باشد. انتقال از بعد مشاهدات، از

R
′

0 = (
n∑

i=1

cos(αi + c),
n∑

i=1

sin(αi + c))

= (C
′
, S

′
),

سپس

C
′
=

n∑
i=1

cos(αi + c)

=
n∑

i=1

(cos(αi). cos(c) − sin(αi). sin(c)).

صفر جهت به دارد بستگی نمونه میانگین به که ، s2نمونه واریانس
با برخورد در ترتیب، این به است. وابسته نیز چرخش جهت و
پراکندگی و تمرکز معیارهاي براي جایگزینی به جهتدار دادههاي

داریم. نیاز
یک براي جهت میانگین از معنیدار و مناسب اندازهگیري یک
به جهات دادن تمرکز با هستند، تکمُدي که جهات از مجموعه
بهدست آنها برآیند بردار جهت از استفاده با سمتیکجهتواحد
جهتدار داده یکمجموعه براي برآیند بردار جهت محاسبه میآید.

میشود: انجام زیر شرح به
برحسب مشاهدات از مجموعه یک α1, α2, ..., αn کنید فرض
مشاهده هر براي را دکارتی به قطبی مختصات تبدیل باشند. زاویه

یعنی: کنید). ملاحظه را (2) (رابطه بگیرید نظر در
(cosαi, sinαi) , i = 1, ..., n

صورت به آنها مؤلفههاي مجموع با واحد، بردار n این برآیند بردار
میآید: بهدست زیر

R0 = (
∑

cos(αi),
∑

sin(αi)) = (C, S). (3)

کنید فرض

R =∥ R0 ∥=
√
C2 + S2,

بردار هر میدانیم، که همانطور دهد. نشان را R0 برآیند بردار طول
دیگر، عبارت به گرفت. نظر در مختلط عدد صورت به میتوان را

داریم: زیر صورت به R0 برآیند بردار براي

R0 =
n∑

j=1

cos(αj) + i
n∑

j=1

sin(αj),

میباشد. i = √
−1 آن در که

دایرهاي جهت میانگین عنوان به که ،R0 برآیند بردار جهت بنابراین،
میشود: تعریف زیر صورت به ،ᾱ0 است، شده پیشنهاد

ᾱ0 = arg{R0},

میگویند. R0 شناسه یا آرگومان آن، به که
معادلات با بنابراین،

cos(ᾱ0) = C/R , sin(ᾱ0) = S/R, (4)
10Rotationally equivariant [
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پراکندگی معیار و دایرهاي فاصله 5
میکند، فراهم را جهت میانگین ،ᾱ0 ،R برآیندِ بردار جهت تنها نه

آن طول بلکه
R =∥ R0 ∥,

شدهاند متمرکز میانگین این حول چگونه دادهها که جهت این از
این از باشد. تکمُدي دادههاي براي مفید اندازه یک میتواند نیز،
شده متمرکز نقطه یک در واحد) (بردارهاي زوایا تمام اگر رو،
طور به دادهها اگر عکس، به باشد. n بزرگی به تواند می R باشند
لذا نمیدهند نشان را تمرکز باشند شده پخش دایره روي مساوي
مناسب، اندازهگیري یک با حال باشد. صفر کوچکی به میتواند R

میدهیم. نشان دایره روي را «فاصله»
گرفتن نقطه دو هر بین دایرهاي» «فاصله از معقول اندازهگیري یک
مثال، عنوان به است. دایره محیط روي نقاط بین کمان کوچکترین

:β و α زاویه دو هر براي

d0(α, β) = min(α− β, 2π − (α− β))

= π− | π− | α− β ||, (6)

کمان طول یا ÂNB کمان طول میتواند B و A بین فاصله یعنی،
ÂNB کمان چون اما کنید). ملاحظه را 6 (شکل باشد ÂSB
ÂNB کمان طول را دایرهاي فاصله است، ÂSB کمان از کوچکتر
محیط روي نقطهاي دو هیچ فاصله که است واضح میکنیم. تعریف
باشد. (6) تعریف در دایرهاي فاصله یا π از بیشتر نمیتواند دایره
میگیرد. قرار [0, π] بازه در همیشه دایرهاي فاصله دیگر، عبارت به

است. ÂNB کمان طول ،d0 دایرهاي فاصله شکل6.

به 6 شکل در B و A نقاط بین دایرهاي» «فاصله از دیگري تعریف
است: زیر صورت

d(α, β) = 1− cos(α− β), (7)

: داریم (3) رابطه از

= C cos(c)− S sin(c),

: داریم (4) رابطه از

= R cos(ᾱ0) cos(c)−R sin(ᾱ0) sin(c)

= R cos(ᾱ0 + c).

مشابه: طور به

S
′
= R sin(ᾱ0 + c),

R
′
=∥ R

′

0 ∥=
√
C ′2 + S′2

= R
√
cos(ᾱ0 + c)2 + sin(ᾱ0 + c)2

= R =
√
C2 + S2,

رو این از

C
′
/R

′
= cos(ᾱ0 + c), S

′
/R

′
= sin(ᾱ0 + c)

⇒ tan(ᾱ0 + c) =
S

′

C ′

⇒ ᾱ0 + c = arctan(
S

′

C ′ ),

میشود. اثبات نتیجه ودر

تغییرات به نسبت ᾱ0 که کرد بررسی میتوان ترتیب، همین به
در حرکت که زمانی یعنی است. هموردا نیز چرخش جهت در
تبدیل ساعت خلافجهتعقربههاي به را ساعت جهتعقربههاي
به نیز ᾱ0 مییابد، تغییر (2π − α) به α که طوري به میکنیم

میشود. تبدیل (2π − ᾱ0)

آن، جهت باشد، مثبت طول داراي برآیند بردار اگر .4.4 تعریف
در و میشود گرفته نظر در دایرهاي جهت میانگین عنوان به ،ᾱ0

وجود جهت میانگین باشد، صفر طول به برآیند بردار که صورتی
ندارد.

موقعیّتی به مربوط است، صفر برآیند بردار طول که زمانی
پخش دایره روي یکنواخت یا مساوي طور به دادهها که است
را جهت میانگین دادهها که است واضح مورد، این در میشوند.

نمیدهند. ] نشان
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کنید فرض اثبات.
ui = (cos(αi), sin(αi)) = (xi, yi),

و
v = (a, b),

زوایاي ترتیب به β و αi که، این فرضبر با .a2+b2 = 1 آن در که
θi = β −αi با را بردارها این بین زاویه و باشند v و ui بردارهاي

داریم: دهیم، نشان

d(v, ui) = 1− cos(θi) = 1− cos(β − αi)

= 1− (axi + byi) = 1− (v · ui),

است. ui و v بردارهاي از داخلی ضرب حاصل (v ·ui) آن، در که
داریم: (8) تعریف از استفاده با حال،

Dv(u1, u2, ..., un) = n−
n∑

i=1

cos(θi) = n−
n∑

i=1

(axi + byi).

به نسبت Dv مشتق دادن قرار صفر ،a2 + b2 = 1 که آنجایی ار
را a به نسبت Dv مشتق لذا است. کافی b و a مؤلفههاي از یکی

میدهیم: قرار صفر با برابر و محاسبه

0 =
dDv

da
= −

n∑
i=1

{xi +
db

da
yi},

داریم: a2 + b2 = 1 چون ،v انتخاب به توجه با

2a(da) + 2b(db) = 0,

و
db

da
= −a

b
, (9)

داریم: (9) رابطه از استفاده با لذا

0 =
dDv

da
= −

n∑
i=1

{xi −
a

b
yi}.

اینرو: از
a

b
=

∑n
i=1 xi∑n
i=1 yi

=
C

S

داریم: ،a2 + b2 = 1 چون
C2

S2
=

a2

1− a2

بر: دلالت که
a =

C

R
, b =

S

R
,

هستند. B و A به مربوط زوایاي دهنده نشان ترتیب به β و α که
تابع یک d(α, β) استکه واضح Bباشد، نقاطAو بین زاویه θ اگر
d(α, β) = 0 باشد، θ = 0 که زمانی استو θ از یکنواخت صعودي

مییابد. افزایش 2 به d(α, β) مقدار باشد، θ = π که زمانی و
در {ui, i = 1, ..., n} صورت به را واحد بردارهاي از مجموعهاي
نمونه پراکندگی Dv(u1, u2, ..., un) که کنید فرض و بگیرید نظر
θ اگر دهد. نشان v = (a, b) دلخواه واحد بردار به توجه با را
کنید)، ملاحظه را 7 (شکل باشد v دلخواه بردار و ui بین زاویه
استفاده با را d(v, ui) = 1− cos(θi) دایرهاي فاصله ، 0 ≤ θi ≤ π

بنابراین: داریم. (7) تعریف از

Dv(u1, u2, ..., un) =
n∑

i=1

d(v, ui) = n−
n∑

i=1

cos(θi), (8)

دایره روي ui مشاهدات و V بین دایرهاي» «فاصله شکل7.

نامیده c مانند مقدار یک اطراف پراکندگی (که خطی موارد مشابه
c = x̄ که زمانی مقدار این .∑(xi − c)2 یعنی میشود،
میرود)، کار به واریانس براي تعریفی عنوان به و میشود کمینه
که طوري به یافت، دایره محیط روي v مانند نقطه یک میتوان
عنوان به را (n−R) ،1.5 گزاره کند. کمینه را Dv(u1, u2, ..., un)

دادههاي براي s2 نمونه واریانس مشابه پراکندگی از اندازه یک
میکند. تعریف خطی،

نرمالیده11 برآیند بردار v که زمانی Dv(u1, u2, ..., un) .1.5 گزاره
میشود کمینه است، زیر صورت به

v∗ = (
C

R
,
S

R
).

میشود: محاسبه زیر صورت به نمونه پراکندگی به مربوط اندازه لذا

Dv∗ = n−R.

11Normalized [
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قطبی بردار روي برآیند بردار تصویر شکل8.

α1, α2, ..., αn نمونه براي برآیند بردار جهت ᾱ0 اگر .2.5 قضیه
داریم: باشد،

n∑
i=1

sin(αi − ᾱ0) = 0

و
n∑

i=1

cos(αi − ᾱ0) = R.

که: است شرح این به اثبات.
n∑

i=1

sin(αi − ᾱ0) =
n∑

i=1

{sin(αi) cos(ᾱ0)− cos(αi) sin(ᾱ0)}

= Y cos(ᾱ0)−X sin(ᾱ0)

= R cos(ᾱ0) sin(ᾱ0)−R cos(ᾱ0) sin(ᾱ0)

= 0

میشود. عمل مشابه طور n∑به
i=1 cos(αi−ᾱ0) = Rبراي و

دادههاي با شباهتها برخی با میتوان را نتایج این .3.5 تذکر
میانگین با {x1, x2, ..., xn} مجموعه مثال، طور به کرد. ارائه خطی
داشته توجه بگیرید. نظر در را µ جامعه میانگین و x̄ نمونه
حالی در ،∑(xi − x̄)2 با متناظر Dv∗ = (n − R) که باشید
اطراف پراکندگی ∑(xi − µ)2 با متناظر DP = (n − V0) که
میکند یادآوري را حقیقت این 2.5 قضیه است. حقیقی میانگین
میدهد. نشان را نمونه 2(xi−x̄)∑واریانس (xi−x̄)∑و = 0 که

v = v∗ = (CR ,
S
R ) که میشود مینیمم زمانی Dv اینرو، از دارد.

این به توجه با دایرهاي نمونه پراکندگی باشد. نرمالیده برآیند بردار
است: زیر صورت به بردار

Dv∗ =
n∑

i=1

d(v∗, ui) = n−
n∑

i=1

{C
R
xi +

S

R
yi}

= n− (
C

R
C +

S

R
S)

= n−R.

اندازه که است معنی این به باشد صفر به نزدیک R مقدار اگر
باشد، n به نزدیک R مقدار که صورتی در و است بزرگ پراکندگی
یا کوچک پراکندگی داراي مشاهدات از مجموعهاي که میکند بیان
(n−R) که است ذکر به لازم هستند. مرکز سمت به بیشتر تمرکز

میگیرد. اندازه را نمونه به مربوط پراکندگی
میشود نامیده نیز قطبی جهت که را ،µ0 جامعه، جهت میانگین اگر
P = (cos(µ0), sin(µ0)) با را قطبی» «بردار سپس آوریم بهدست
را معلوم جهت میانگین این اطراف پراکندگی اندازه دهیم، نشان

که: طوري به کرد ارائه زیر صورت به میتوان

DP = n−
n∑

i=1

cos(αi − µ0) = n− V0

که

V0 =
n∑

i=1

{cos(αi) cos(µ0) + sin(αi) sin(µ0)}

= X cos(µ0) + Y sin(µ0)

= R cos(ᾱ0) cos(µ0) +R sin(ᾱ0) sin(µ0)

= R cos(ᾱ0 − µ0)

= R.C (C = cos(ᾱ0 − µ0)),

بردار تصویر طول که است، 8 شکل در OC طول با متناظر V0
چون میدهد. نشان را P قطبی جهت به متمایل نمونه برآیند
اگر است برابر و V0 ≤ R لذا است، C = cos(ᾱ0 − µ0) ≤ 1

زیر قضیه دوم نیمه در نیز نتیجه این باشد. ᾱ0 = µ0 اگر فقط و
است. شده ] تکرار
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میدهند، رخ گروهی شکل یک در دادهها اوقات گاهی .1.6 تذکر
دادههاي مثال عنوان (به میگویند گروهی دادههاي آنها به که
مورد، این در کنید). ملاحظه را 2 جدول در Kamthi رودخانه
در و فاصله یک در مشاهدات همه که است این بر معمول فرض
اصلی مشاهده n مثال، عنوان به اگر دارند. قرار فاصله آن میانی نقطه
،fi وفراوانی αi میانی نقطه یک داراي کلاس امین i با کلاس k به
سپس باشند، شده گروهبندي (

∑k
i=1 fi = n) ،i = 1, 2, ..., k

داریم:
C̄n =

1

n

k∑
i=1

fi cos(αi),

و
S̄n =

1

n

k∑
i=1

fi sin(αi),

لذا
R̄ =

√
C̄2 + S̄2.

زیر صورت به بالاتر مرتبه مثلثاتی گشتاورهاي مشابه طور به
میشوند: محاسبه

C̄n(p) =
1

n

k∑
i=1

fi(cos(pαi)),

و
S̄n =

1

n

k∑
i=1

fi(sin(pαi)).

نیست، نیاز گروهبندي تصحیح کاربردي اهداف از بسیاري براي
بیشتر فاصله (با است درشت بسیار گروهبندي که مواردي در مگر

میگویند). را طول در 45◦ از

جهت به که این جاي به جهتدار دادههاي اوقات گاهی .2.6 تذکر
طولانی محور مثال عنوان به میکنند، اشاره «محور» به کنند اشاره
از مشاهداتی چنین کریستال. نوري محور یا رسوبات در ذرات از
θجهت هر مورد، این در دارند. اشاره محوري دادههاي به محورها
دادههایی چنین میشود. تشخیصداده (θ+π) آن مخالف جهت با
که 2θ به θ تبدیل یعنی میشوند، کنترل زوایا» برابر «دو شیوه به
متناظر محوري» «میانگین میکند. برطرف را بودن جهتدار ابهام
میآید: بهدست زیر صورت به θ1, θ2, ..., θn محوري دادههاي با
شده برابر دو زوایاي از را ᾱ0 جهت میانگین
را آن نصف سپس آورده، بهدست (αi = 2θi, i = 1, 2, ..., n)

.( 12 ᾱ0 + π معادل طور به یا 1
2 ᾱ0 (یعنی میگیریم نظر در

قضیه دوم بخش از استفاده با باشد، کوچک θ که صورتی در
داریم: دوم، گام در cos θ براي تیلور بسط و اول گام 2.5در

sin θ ≈ θ , cos θ ≈ 1− θ2

2

2(1− R̄) =
2

n

n∑
i=1

(1− cos(αi − ᾱ0))

∼=
1

n

n∑
i=1

(αi − ᾱ0)
2

= S2,

دایرهاي» «فاصله یک عنوان به 2(1 − R̄) تعریف به منجر این که
میشود.

بالاتر گشتاورهاي 6
مؤلفههاي مجموع صورت به را S و C شد، گفته قبلاً که همانطور
صورت به را آنها میانگین میتوان حال کردیم. تعریف sin و cos

گرفت: نظر در زیر

C̄n =
1

n

n∑
j=1

cos(αj), S̄n =
1

n

n∑
j=1

sin(αj),

داریم: لذا ،eiα = cosα+ i sinα چون و

C̄n + S̄n =
1

n

n∑
j=1

eiαj .

گرفتن با را بالاتر مرتبه نمونه گشتاورهاي میتوانیم مشابه طور به
کنیم: تعریف آنها میانگین و {eiαj} از بالاتر توان

eipα = cos(pα) + i sin(pα),

داریم:

1

n

n∑
j=1

e(iαj)
p

=
1

n

n∑
j=1

eipαj

=
1

n

n∑
j=1

cos(pαj) + i
1

n

n∑
j=1

sin(pαj)

= C̄n(p) + iS̄n(p), (10)

نمونه براساس ام p مرتبه مثلثاتی گشتاورهاي (C̄n(p), S̄n(p)) که
میشوند. ] نامیده
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متقاطع لایههاي جغرافیایی مشخصات فراوانی توزیع :2 جدول
رائو[8]). و سنگوپتا ) Kamthi رودخانه از سطح سه در
درجه) جغرافیایی(برحسب مشخصات Kamthi پایین Kamthi وسط Kamthi بالاي

0-19 14 50 75
20-39 14 62 75
40-59 11 33 15
60-79 13 9 25
80-99 9 1 7
100-119 16 3 3
120-139 0 0 3
140-159 4 0 0
160-179 0 0 0
180-199 3 0 0
200-219 4 2 21
220-239 0 8 8
240-259 0 0 24
260-279 0 11 16
280-299 6 5 36
300-319 7 20 75
320-339 1 53 90
340-359 21 41 107

R افزار نرم 7
براي CircStats بسته از میتوان چگونه که میدهد نشان زیر مثال
کرد. استفاده مثلثاتی گشتاورهاي و پراکندگی نمونه، میانگن محاسبه

باشند: شده آوري جمع زیر صورت به دادهها فرضکنید .1.7 مثال

51◦, 67◦, 40◦, 109◦, 31◦, 358◦

نمونه مثلثاتی گشتاور و پراکندگی اندازه جهت، میانگین بخواهیم و
کنیم. محاسبه را اول مرتبه

و circ.disp ،circ.mean برنامههاي از ترتیب به منظور این براي
میکنیم: استفاده CircStats بسته در trig.moment

> x =c(51,67,40,109,31,358)

> circ.mean(rad(x))

[1] 0.8487044

> circ.disp(rad(x))

n r rbar var

1 6 5.018619 0.8364365 0.1635635

> trig.moment(rad(x),1)

mu.p rho.p cos.p sin.p

0.8487044 0.8364365 0.5528477 0.6276826

بنابراین:
S̄(1) = 0.63 , C̄(1) = 0.55

دادههاي براي جهت میانگین نمودار پراکنشو نمودار همچنین،
از منظور این براي کرد. رسم جداگانه طور به میتوان را دایرهاي

میکنیم: استفاده CircStats بسته در circ.plot دستور

> circ.plot(rad(x))

R نرمافزار در دایرهاي دادههاي پراکنش نمودار شکل9.

حسب بر واحد دایره روي نقاطی صورت به دادهها ،9 شکل در
نیز دادهها جهت میانگین ،10 شکل در و شدهاند داده نشان درجه

است. شده داده نشان واحد دایره روي درجه حسب بر

> circ.plot(circ.mean(rad(x)))

R نرمافزار در دادهها جهت میانگین دایرهاي نمایش شکل10.

Matlab افزار نرم 8
در circstats ابزار جعبه از استفاده با پیشین مثال بخش، این در
جهت، میانگین و گرفته قرار بررسی مورد نیز Matlab افزار نرم
را نتایج این است. شده محاسبه مثلثاتی گشتاور و پراکندگی

کرد. مقایسه هم با میتوان

>> circ_ang2rad(data)

ans = 0.8901 [
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از استفاده با شده محاسبه مقادیر میکنید، ملاحظه که همانطور
نمایش شیوه در تفاوت تنها نمیکنند Matlabتفاوتی و R نرمافزار
به ،R برآیند، بردار اندازه Matlab نرمافزار در همچنین است.
حالی در میآید، بهدست circ r دستور از استفاده با مستقیم طور
به est.rho دستور وسیله به که این بر علاوه R افزار نرم در که
circ.summary دستور از استفاده با میشود، محاسبه جداگانه طور

آورد. بهدست میتوان نیز میانگین با همراه

نتیجهگیري 9
میشوند، جمعآوري زاویه اساس بر که را مشاهدات از مجموعهاي
دو فضاي در را جهات یا زوایا این مینامند. جهتدار دادههاي
تنها اینجا در که داد، نشان میتوان (کُره) بعدي سه یا (دایره) بُعدي
بُعدي دو جهتهاي دادیم. قرار بررسی مورد را بعدي دو جهات
انتخاب به توجه با شده اندازهگیري زوایاي صورت به میتوان را

کرد. اختیار چرخش» «جهت و صفر» «جهت مناسب
به میتوان نیست، اندازه و مقدار داراي جهت یک که آنجایی از
در متمرکز (r = 1) واحد دایره یک محیط روي نقاطی صورت
نمایش این دلیل به داد. نشان واحد بردارهاي صورت به یا مبدأ

مینامند. نیز دایرهاي دادههاي را مشاهدات از نوع این دایرهاي،
مختصات ابتدا زوایا، از شده داده مجموعه براي خلاصه، طور به
آنها برآیند بردار سپس و تبدیل دکارتی مختصات به را زوایا قطبی
بردار جهت حال، میکنیم. محاسبه کردیم، ارائه که همانطور را
که میآوریم، بهدست (5) تعریف از استفاده با را ᾱ0 یعنی برآیند
زوایا از شده داده مجموعه براي دایرهاي جهت میانگینِ نشاندهنده
CircStats بسته در circ.mean برنامه از استفاده با میتوان استو

کرد. محاسبه
،C = S = 0 که زمانی یعنی است، R = 0 وقتی که است واضح
است موقعیّتی به مربوط این تعریفکرد. نمیتوان را جهت میانگین
میشوند. پخش دایره روي یکنواخت یا مساوي طور به دادهها که
نمونه پراکندگی دایرهاي، فاصله و برآیند بردار تعریف به توجه با

کرد: تعریف میتوان زیر صور به را

s2 = n−R.

1.1694

0.6981

1.9024

0.5411

6.2483

>> alpha_bar=circ_mean(ans)

alpha_bar = 0.8487

>> R=circ_r(ans)

R = 0.8364

>> S=circ_var(ans)

S = 0.1636

>> s=circ_std(ans)

s = 0.5720

>> mp=circ_moment(ans,[],1)

mp = 0.5528 + 0.6277i

در circstats ابزار جعبه در circ plot دستور از استفاده با
همانند را دادهها جهت میانگین و دادهها میتوان ،Matlab نرمافزار

داد. نشان واحد دایره روي قبل مثال
>> circ_plot(data)

Matlab نرمافزار در دادهها دایرهاي نمایش شکل11.
>> circ_plot(alpha_bar)

نرمافزار در دادهها جهت میانگین دایرهاي نمایش شکل12.
Matlab [
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